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turegatan  T7. 

1891.    Engel,  F.,  Professor  an  der  Universität.  Greifswald,  Longefuhrstr.  90. 
ir»02.    Epsteen,  S.,  Dr.  i)hn.,  San  Francisco,  Cal.,  Havcs  Street  229. 
120.  19Ü0.   Epstein,  P.,  Privatdozent  an  der  Universität  u.  Uberlehrer  an  der  Kaiserl. 
Teefaniecihen  Schale,  Strafibnig  i  S.,  Stomwartetr.  18. 
1893.   Escherich,  G.  t.,  H.R.,  Profeaaor  a.  d.  üniTera.,  Wien  1,  Doblhofljpwte  7. 

1905.  JSvang.  Bealachnle  I,  Bzealan. 

1 901.  F  a b  c r ^  G.,  Privatdozent  a.  d.  Tecbniachen  Hochschule,  Karlsruhe,  Tullastr.  78. 
189S.  Fftrber,  C.,  Oberl.  an  der  Luiaenatftdt  Oberrealachnle,  Berlin  S.,  Fichtestr.  9. 

1909.  Fano,  G.,  ProfcKFOr  an  der  ünivcrslült  Turin;  Mantova,  Via  S.  Martinn 

1902.  Fant  a,  K.,  Dr.,  beh.  autorisierter  Versich. -Math. Wien  V,  Srhi'inbrunncrBtr.  88*. 

1897.  Fehr,  U.,  ProfeäHor  au  der  Univeruität,  Genf,  Kue  Ph.  Plautaiuour  l'J. 

1906.  Fejtfr,  L.,  FriTatdosent  an  der  Univerntftt,  Klaoaenbarg. 

1898.  Fiedler,  Ernst,  Profeaeor  an  der  Koitonaehnle,  Zflxidi -Hottingen,  Eng^ 

lisches  Viertel  67. 

130.  Iö97.  Fiedler,  Wilhelm,  Professor  am  Polytechnikum,  ZOrich,  Kloabachstr.  79. 
1898.  Finger,  J.,  Professor  an  der  Techn.  Hochachale,  Wien  IV,  Alleegaaae  86. 
1909.  Fineterbusch,  J.,  FrofeaaOT  am  Gymnaainm,  Ziricdcaa  i.  B.,  Äofi.  Schnee» 

ber^rstr.  26, 

1891.   Finsterwalder,  S.,  Professor  an  der  Technischen  Hochschule,  München, 
I^poldetr.  61. 

1903.  Fischer,  Ernst,  Privatdoicnt  an  der  deut.'.chen  Techn.  Hochachole,  Brünn. 
1898.  Fischer,  Karl,  Profeiaor  an  der  Techniachen  Hoehaehole,  Manchen. 

Theresienstr.  43. 
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1897.    Fischer,  Karl,  Dr.,  Mitarbeiter  an  der  preuß.  Landesaustalt  f.  Gewäster- 

knndo,  Friedtnaii  bai  Btiliii,  Beek«ntr.  6*. 
1901.  Fiacborf  Otto,  Frofessor  an  der  Univeraiült  und  Oberlehrer  am  Beal' 

gynrnasium,  Leipzig,  Plagwitzerstr.  15. 
18M.  Jieber,  0.       Professor  an  der  UniTerait&t,  Philadelphia  Pa. 
18M.  Flatt,  B.,  Rektor  d.  oberen  Beabehnle  tl  Privatdosent  an  der  UiiiTenitftt» 

Basel,  Margarethenatr.  77. 
140.  1901.    Fleischpr,  H  ,  Dr.  phil.,  Königsberg  i.  i'r, .  Hiutertragheim  49. 

18d7.   FOppl,  A.,  Professor  an  der  Techu.  Uochschule,  München,  Kambergstr.  2. 
190S.   Foerster,  E.,  Dr.  phil.,  Wien  1^/1,  Cottagestiafle  44. 
1891.   Frani,  J.,  Professor  an  der  Universität,  Direktor  der  Stornwarte,  Brealan. 
1897    Fref^e,  6.,  i/.J?.,  Professor  an  der  Universität,  Jena,  Forstweg  29. 
1891.   Fricke,  R.,   Professor  an  der  Technischen  Hochschule,  Brauuschweig, 

Kaiser  Wilhelm-Straße  17. 
1900.  Friedriebfl-GTnuHwinin,  KgL,  Bxeelaa. 

1896.  Fries endorff,  Th.,  BetTatdosent  an  der  UniTeisitAi,  St.  Peterebnig  I, 

Bronicka  Str.  10. 
19Ui>.    Frischauf,  J. ,  Dr.,  Graz,  Bargring  12. 

1891.  Frobenius, G., Profeaeor a.d.UniTen., Berimf Charlottenburg, Leilnittstr.70. 
160.  1908.  Fnchä,  R  ,  Dr.,  Überlehrer,  Privatdozent  an  der  Teehniechen  HocbMhiüe, 

Haleneee  bei  Berlin,  Ringbahnstr.  128. 
1908.   Fneter,       Privatdozent  an  der  Universität,  Marburg,  Bismarckstr. 
1891.  Fuhrmann,  A,   G.H.B.,  Profeeeor  an  der  Technischen  Hoehtchtde» 

Dresden,  Zirkusstr.  89. 
1908.  Furtwilngler,  Fb.,  Dr.,  Professor  an  der  Landwirtechafflichen  Akademie, 

Bonn-Poppelsdorf,  Bonn,  Marieustr.  15. 

1897.  Galdeano,  Zoel  6.  de,  Professor  an  der  UniTersität,  Zaragoia,  C6«o  99. 

1900.    Gale,  A.  8.,  Yale  üniversitilt,  Kew  Huven,  Conn  ,  Edgewnod  Avenue  440. 

1904.  Garthe,  Dr.,  Ob^^rlplirer  au  der  Realschule  Eeohwege  (IIe88.-NaeB.\ 
1900.    Gauihier-Viiiars,   A.,    VerlagHbuuhhäudler,  Paris,  Quai  den  Grauds- 

Aniroetine  65. 

1897.    Geer,  P.  van,  Professor  an  der  Universität,  Haag,  Stadhoudershaan  196. 
1897.    Gerbaldi,  F.,  Professor  an  der  Universittt,  Palermo,  Via  XX  sett^mbre  66. 
160.  1901.   Gernct,  N.  v.,  Frl.  Dr.  phil.,  Frauen-Universität,  St.  Petersburg,  Wassiliew 
Oatrow,  10.  Linie. 

190.S.  Geys,  A.  F.,  wiHsenschafUieher  Lehrer  am  Pädagogium,  Ostrau  bei  Filehne. 
1908.    Gibsnn,  G  .  A.,  Professor  am  Glasgow  and  Weet  of  Seotland  technical 

College,  (Jlasgow,  Kenfrew  Street  183. 
1908.  Gigli,  D.,  Dr.,  Professor,  Sassari,  Piassa  dltalia  6. 

1900.  Giorgi,  G.,  Ing.,  Privatdoxent  an  der  Univeraität,  Rom,  Via  Farioi  6. 

1901.  Glage,  F.  F.  A.,  Dr.,  Ohcrlehrer  am  .Tohanneum,  Hamburg,  Dillstr.  16. 

1905.  Gmeiner,  J  A.,  Dr.,  Professor  an  der  Deutschen  Univejvitiit,  Prag;  KgL 

Weinberge,  Pstroßgasse  6. 
1908.  Oodefroy,  M.,  Bibliothekar  der  Faenlt^  des  seieaees,  Marseille,  All^e  dea 
Capncines  40. 

1895.    GoHt,  W.,  Professor  am  Katharineum,  Lübeck,  Geninerstr.  29. 

1899.  Gurges,  H.,  Profesaor  an  der  Technischen  Hochschule,  Dresden  -  Plauen, 

Bemhardatr.  96. 

170.  1892.    Götting,  K.,  Oberlehrer  am  Gymnasium,    Otlingen,  WOhlerstr.  8. 

1900.  Goettler,  J.,  B«allehrer,  Mfinrhon,  Nonlendstr.  22a. 

1891.    Gordan,  P.,  Professor  an  der  Universität,  Erlangen,  Goethestr.  b, 

1891.  Oraef e ,  F.,  Professor  an  der  Techn.  Hochechnle,  Dannstadt^  Heinriohstr.  1 14. 


Digitized  by  Google 


6 


Chronik  der  Deutschen  Mathematiker -Vereinigung. 


Jahr  dos 
Eintritte 

1896.  Graf,  J.       Professor  an  der  Universität,  Bern,  Wylerstr.  liL 

1899.  Graham,  W.  P,,  Professor  an  der  Universität,  Syracuse,  N.  Y. 

1891.  Graßmann,  Professor  an  der  Universität,  Gießen,  Frankfurterstr.  ai. 
1893.    Greenhill,  A.  G.,  Professor  am  Ordnance  College  Woolwich,  London  WC. 

Staple  Inn  1. 

1901.  Greiner,  R.,  Dr.,  Lehramtspraktikant,  Wolfgang  bei  Davos  in  Graubflnden. 
1905.    Großh.  Realschule,  Heppenheim  a.  d.  B. 

Iflfl  1905.    Großh.  UnivereitiVts-Bibliothek,  Heidelberg. 

1903.  Großmaun,  M.,  Dr.,  Professor  an  der  ob.  Realschule,  Basel,  Gundel- 

dingerstr.  sofi 

1892.  Grübler,  M.,  Staatsrat,  Professor  an  der  Techn.  Hochschule,  Dresden- 

Plauen,  Bemhardstr.  ÖS. 

1902.  Grfinwald,  Anton,  Professor  an  der  Deutschen  Technischen  Hochschule, 

De(jwitz  bei  Frag  22fi. 

1900.  Grflnwald, Josef,  Dr.,  Dozent  an  der  Universität,  Wien  IV,  Belvederegasso  21. 

1904.  Gruhn,  P.,  Lehrer  am  Technikum,  Ilmenau,  Schwanitzstr.  1. 

1901.  Gubler,  E.,  Privatdozent  a.  d.  Univers.,  Zürich  IV,  UniversitHtsstr. 

1903.  Guccia,  G.  B.,  Professor  a.  d.  Universität  Palermo,  Viaßuggiero  Settimo  ML 
1891.   Günther,  S.,  Professor  an  der  Techn.  Hochschule,  München,  Akademiestr.  5. 

1899.  Guldberg,  A.,  Privatdoz.  a.  d.  Univ.,  Kristiania ,  Thomas  Heftyesgade  31^ 
121L  1891.    Gundelfinger,  S. ,  G.II.JR.,  Professor  an  der  Technischen  Hochschule, 

Dannstadt,  Grüner  Weg  &!L 

1900.  Guradze,  H^  Dr.  phil.,  Berlin  W.  60^  Augsburgerstr.  48j  Gartenhaus  H  r. 
1891.    Gutzmer,  A.,  Profestior  an  der  Universität,  Halle  a.  S.,  Martinsberg  8. 

1897.  Gysel,  J.,  Dr.,  Dir.  d.  Eantons-Gymn.,  Schaffbausen,  Tannerberg  iL 


1893.    Haas,  K.,  Gyiunasialprofessor,  Wien  VI,  Matrosengasse  iL 

1897.   Haberland,  M.,  Professor  an  der  Realschule,  Neustrelitz. 

1897.    Haebler,  Th.,  Professor  an  der  Fürstcnschule,  Grimma  i.  S. 

1897.    Haenlein,  J.,  Oberlehrer  am  Humboldt-Gymn.,  Berlin  NW.,  Spenerstr.  34. 

1891.  Haentzschel,  E.,  Professor  an  der  Technischen  Hochschule  und  am 

Eöllnischen  Gymnasium,  Berlin  W.,  Gleditschstr. 
1896.   Hagen,  J.,  Professor  und  Direktor  der  Sternwarte  am  Georgetown  College, 
Washington  D.  C. 

200.  1908.    Hahn,  H^  Privatdozent  an  der  Universität,  Wien  XVIII,  Gymnasiumstr.  34 
(bis  Ul  März  1906  Innsbruck,  Templeratr.  2»'). 
18$7.   Halsted,  G.  B.,  Professor  am  Kenyon  College,  Gambier,  Ohio. 
1901.    Hamel,  G.,  Professor  an  der  Techn.  Hochschule,  Brünn,  Scheffelgasse 
1896.    Hancock,  H^  Professor  an  der  Universität,  Cincinnati. 
1904.    Hartogs,  F.,  Privatdozent  an  der  Universität,  München,  Ainmillerstr.  1^ 

1892.  Hartwig,  E.,  Professor,  Kgl.  Direktor  der  Sternwarte,  Bamberg. 

1901.  Harzer,  P,,  Professor  an  der  Universität,  Direktor  der  Sternwarte,  Kiel. 

1902.  Haskell,  M.  W.,  Professor  an  der  Universität,  Berkeley,  Cal. 
1899.    Hatzidakis,  K.,  Professor  a.  d.  Universität,  Athen,  Skufastr.  1^ 
1896.    Hausdorff,  F.,  Professor  an  der  Universität,  Leipzig,  Lortzingstr.  13. 

21SL  18116,    Haußner,  R.,  Professor  an  der  Universität,  Jena,  Mozartstr.  1. 

1899.    Hawkes,  IL  E.,  Professor  am  Yale  College,  New  Häven,  Conn.,  Huntington 
Street  ia. 

1901.  Hayashi,  T.,  Professor,  Kötö  Shihan  Gakkö,  Tokyo,  Japan. 
1892.    Hecht,  Professor,  Nürnberg. 

1908.    Hedrick,  E.  R.,  Professor  an  der  Universität,  Columbia,  Mo. 

1902.  Heegaard,  P.,  Dr.,  Lehrer  an  den  Militärakademien,  Vedbaek  bei  Kopen- 

hagen, Olgasvej. 
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1891.  Heffter,  L.,  Thtotemot  an  der  Univenitftt,  Kiel,  Düstembrookenrag  IM. 

1891.  Helm,  G. ,  G.H.R.,  Proferaor  a.  Techn.  Hochsch.,  Dresden,  Lindcnaustr.  1  a. 
1891.   Helmert,  F.  R.,  G  E  B  ,,  Professor  an  der  lIjÜTersität,  Berlin;  Direktor  des 

Geodätischen  Institats,  Fotadam. 
1891.  Henneberg,  L.«  QM,B^  Fkotaor  an  der  Tedmiachen  Hoduehnle,  Daim- 

stadt,  Boqaetteweg  51. 
2S0.  1893.   Henneke,  Professor  am  Gjmnaniim,  Preußisch-Friedland 

1898.   Henrici,  0.,  Professor  am  Ciij  aad  Guilds  of  London  Institute,  London  W., 

Kottiiig  Häl,  darendea  Itoad  84. 
1891.   Honsel,  K.,  Professor  an  der  Universität,  Ifairbarg,  UniTeiiititMb.  S4. 
1899     Herbprirh,  (t.,  Dr.,  Reallehrer,  München,  Theresirnstr  3B, 
19Ü2.    Uermauu,  A. ,  Verlagsbuchiiändler,  Paris,  rue  de  la  Sorbonne  8. 
1891.  Hermes,  Johann,  Direktor  dee  Bealgymaaeinma,  Osnabrfick. 

1897.  Hermee,  Oawald,  Profeemir  an  der  AiÜlleriaeGluila«  Berlm;  Steglita, 

Lmrl^npfr  35. 

1891.   Hertzer,  H.,  G  B.E.,  Professor  an  der  Technischen  Hochschule,  Berlin  W., 

Frobenstr.  14. 

1900.  Hersog,  J.,  Obat^Ingeiiieiir,  Badapeot  T,  Elitabetplats  1. 

1994.  Hessenberg,  G.,  FtofeiM»  an  dm  Teehniadien  Hoofaaohnla,  Gnmewald, 

Trabenerstr.  21. 

230.  1891.  Hettner,  G.,  G.B.B.^  Professor  an  der  Technischen  Uochschole  und  an 
der  UniTersittt,  Berlin  W.,  Kaiteiin  Angosta-Str,  68. 

1898.  Heun,  K  ,  Prdbsaor  an  der  Tedmiaelieii  Hoehachule,  Karianilie,  Elaap- 

rerht^tr.  33. 

1898.  Hermann,  W.,  Professor  an  der  Kömgl.  Gewerbe- Akademie,  Chemaitz, 

Andr^ib'.  1. 

1899.  Hevse,  M.,  Dr.,  Obeiieliier  am  Realgjmnaiinm,  Wümevidorf  bei  Bedin, 

IMrilzburgerstr.  56. 

1891.   Hilbert,  D.,  G.B.R,  Professor  an  der  UniTersität,  Göttingen,  Wilhelm 
Weber-Sti'.  29. 

1897.  Hirsch,  A.,  Profaesar  am  Polyteehnietttt,  Zflzieh,  Beinaohexstr.  8. 

1891.    Rölder,  0.,  Professor  an  der  Universität,  Leipzig,  Scbenkeudorffatr.  8. 
1901).    Hocevar,  F.,  Professor  an  der  Technischen  Hochschule,  Graz,  Beethovenibr.  7. 
löOö.    Uoffmann,  C,  Dr.,  Oberlehrer,  Schorndorf,  Württemberg. 
1899.  Hollaeader,  B.,  Oberlehrer  am  Egl.  GymnaaiDm,  HOdesheim. 
140.  imi.   Holzmüller,  G.,  Professor,  Direktor  a.  D.,  Hagen  i.  W. 

1899.  H  o  pp e ,  E.,  Professor  am  Wilhelniagjmnaaiimi,  Dockenhuden  bei  Blankenese, 

Wrangelstr. 

1891.  Born,  J.,  Professor  an  der  Beigakademie  Claastbal,  Zelletfeld  i.  Hais. 

1908.    Hort,  W.,  Dr.,  Ingenienr,  Eseen^Bttttenscheidt,  Essencrstr.  27. 

1901.  Hossenfelder,  E.,  Professor  am  Gymnasium,  Thorn.  Frielri  l;^tr  2. 
1893.   Hoßfeld,  C,  Professor  am  Gymnasium,  Kisenacb,  Fabrzeugätr.  ö. 

1990.  Horestadt,  H.,  Professor  am  Realgymnasium,  Münster  L  W.,  Hochstr.  6. 

1901.  Huntington,  E.  V.,  Instmktor  an  der  Harrard  Umversit&t,  Cambridge 

]Ma88.,  Fiiii-fax  Hall  .1.'). 
1891.    Hurwitz,  A.,  Professor  am  Polytechnikum,  Zürich,  Baechtholdstr.  11. 
18ÜÜ.    Hurwitz,  J.,  Dr.  phil.,  F.uzem. 

260.  1908.  Industrieschule,  Kgl.,  Augtsburg. 

1902.  Industrieschule,  Kgl.,  Nürnberg. 

1900.  Jaccottet,  Gh.,  Dr.,  Prnfesgor,  Lutry  bei  Lausanne. 
1900.  Jaeobstbal,  W.,  Dr.  i>hil.,  Straßburg  i.  E.,  Vogeseustr.  69. 

1891.  Jiriseh,  P.  Plrofeesor  an  der  Bealschnle,  Hambnrg-BUbeck,  Papenstr.  56. 
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1893.  Jahnke,  E.,  Professor  a.  d.  Bergakademie,  Berlin  W.  15,  Ladwigskirchstr.  6. 

1902.  Janisch,  E. .  Professor  an  der  Deutschen  Technischen  Hochschule,  Prag. 

1902.  Jensen,  J.  L.  W.  V.,  Oberingenieur,  Kopenhagen,  Y.  Gl.  Kongevey  80 

1904.  Jentsioh,  Cand.  matii.,  BerUn  W.,  Bidebenentr.  14. 
1001.  Jirgensea,  N.,  KopenbAgftii,  E.  Regensen  8 — 9. 

260.  1896.  JoIIes,  St.,  Professor  an  der  Technischen  Hochschule,  Berlin;  Halensee 
bei  Berlin,  Kurfüntendamm  180. 

1898.  JoakoTsky,  N.,  Profossor  an  der  ümTersität,  Moskau. 

1909.  Joel,  G. ,  Dr. ,  Dozent  a.  d.  polytechn.  Schule,  Kopenhagen  N.,  Dosseringen  86. 

1891.  Jürgen?;,  K  ,  Professor  an  der  Techn,  Hochschule,  Aachen,  Ludwigsallee  79. 

1909.  Jüug,  Ir.,  Dr.,  Privatdozent  an  der  Deutschen  Technischen  Hochschule, 
Pra^  n,  Myslikgasse  2. 

1905.  Jung,  Heinrich,  FiriTatdoinnt  an  der  UniTersittt^  Harburg,  Wettaretr.  88. 

1891.  Junker,  F.,  Froteor  am  Kar1i|fcj  1 1 1  naennB  i  Stuttgart» 

1900.  Kagau,  B.,  Privatdozeut  aii  der  UniTersität,  Odessa. 

1897.  Kaiserliebe  üniyersltftts-.  und  Landesbibliothek,  Strafiburg  i.  B. 

1903.  Kapteyn,  W.,  Professor  an  der  Unirersitut,  Utrecht. 

970.  1903.  Karpinski,  L.  C. ,  Dr.,  Instmktor  an  der  MichiL'nn  rniversität,  Ann  Arbor. 

1904.  Kantzner,  A.,  Proiessor  a.  d.  Landes-Oherrealsciiule,  Graz,  Eadetzkystr.  9. 

1899.  Kawalki,  W.,  Dr.,  Oberlehrer  an  der  Hanptschule  der  Fraackeschen  8tif- 

tungm,  Halle  a.  S.,  Fkanekeplats  1. 

1901.  Kempe,  Oberlehrer  am  Realgymnasium,  Remscheid. 

1892.  Kepinski,  S.,  Professor  an  der  Technischen  Hochschule^  Lembetg. 

1898.  Kersehensteiuer,  6.,  Stadtschulrat,  Mündien,  Mtihlatr.  89. 

1891.  Kiepert,  L.,  G.S.B.y  Froftssor  an  der  Tecbnieehen  Hoehscbule,  HannoTer, 

Herrenhauser  Kirchweg  20. 

189U.  Kikuchi,  D.,  Professor,  Prääsidcnt  der  Xoble's  School,  Tokyo,  Japan. 

1900.  Killermauu,  A.,  Dr.,  Rektor  der  liealschule,  Ingolstadt. 

1891.  Killing,  W.,  Professor  an  der  UniTeraittt,  MfinsteriW.,  Gartonslr.OS. 

280.  1898.  Kleiber,  J.,  Hauptlehrer  an  der  Handelsschule,  München,  Hirschstr.  21. 

1891.  Klein,  F  ,   GJt.R.,  Professor  an  der  UniTersität,  Göttingen.  Wilhelm 

Weber-Straße  8. 

1908.  Klinkhart,  G.,  Gymnansloberlebrer,  OSrlits,  Landskronenstr.  86. 

1897.  Klug,  L.,  Professor  an  der  Universität,  Klausenburg  (Ungarn). 
1900.  Klayver,  J.  C. ,  Professor       fU^r  üniversitüt,  Leiden. 

1906.  Kneschke,  K.,  Kandidat  deti  iiöheren  Schulamts,  Braunschweig,  Münzstr.  8. 

1898.  Kneser,  A.,  Professor  an  der  üniversitftt,  Breslau  XVI,  Tiergartenstr.  106. 
1900.  Knoblauch,  E.,  Dr.,  Obcvlehrer  an  der  Humboldtechule,  Liudeu  (Hann.). 

1892.  Knoblauch,  J.,  Profef?sor  an  der  UniversitÄt,  Berlin  W,,  Karlsbad  1213. 
290.  1902.  Knopf,  0.,  Professor  an  der  UniTersität,  Direktor  der  Sternwarte,  Jena. 

1897.  Kobald,  £.,  Professor  an  der  Bergakademie,  Leoben. 

1900.  Kock,  H.     Professor  a.  d.  Teehniscben  Hochschule,  Stoekbolm-Djnrsholm. 

1898.  Koch,  K.,  Reallehrer,  Xilrulier^',  Franentor^aben  48/4. 
1906.  Koebe,  P.,  Dr,  phil.,        l  onwaldc  bei  Herlin. 

1891.  Köhler,  C,  Professor  un  der  Universität,  Heidelberg,  Treitsdikestr.  3. 

1899.  Kölmel,  F.,  Professor  am  Realgymnasium,  Baden-Baden,  Stephamenstr.  7. 

1893.  KOnig,  J.,  Professor  an  d(?r  Techn,  Hochschule,  Budapest,  V&mh.'izkörut  5. 
1891.  Koenigsberger,  L.,  Professor  a.  d.  TJnivers.,  Heidelberg,  Kaiserstr.  2 a. 
1891.  Kopeke,  A.,  Professor  an  der  Realschule,  Ottensen,  Tresckuwallee  14. 

1909.  KOstlin,  E.,  Professor,  Heilbronn,  WoUbausstr.  88. 

800.  1891.  Kötter,  Ernst,  Professoren  der  Techn.  Hochschule,  Aachen,  Nizza  Allee  41. 

1891.  Kötter,  Frits,  Professor  an  der  Techn.  Hochschule,  Berlin  S.,  Annenstr.  1. 
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läÜi. 

1898. 

1900. 
1901. 
1891. 
18M. 
1891. 
1904. 
dlO.  1904. 
IMO. 
1891. 


iiohn,  G.,  Professor  au  der  Universität,  Wien  III,  ßeiflnerstr.  34. 
Kollert,  J.  A.^  Profewor  an  dw  KgL  Cteweibe^AlnUtgmie,  Chenmito,  Wertstr.  U. 
Kollros,  L.,  Professor  am  Gjmnasiiimf  La  Ohaux- de -Fonds,  Serre  11. 
Eorselt,  A.,  Oberlehrer  am  liealgrmnasium,  Plauen  i.  Y.,  Windmühlenstr.  14. 
Kostka,  C,  Professor  am  Gymnasium,  Insterborg. 
Eowalewftki,  G.,  Prafenor  an  der  UniTenitikt,  Bonn,  Kiidiitr.  7. 
Kraft,  F.,  weiland  Privatdo^ent  an  der  UruTersität,  ZUriehlV,  Zweiemtr.  88. 
Kraft,  A.,  Dr.  phiL,  Schleswig,  Biemarckatr.  18. 
Kragb,  0.,  Dr.  pbil.,  A^jonkt,  Nyköbing-Falster,  Dänemark  16/904. 
Kraus,  J.,  Obttiehrer  an  der  Oberrealschule ,  Darmstadt,  Ireneetr.  87. 
Krause,  H.,  G.H.R.y  Ptolbator  aa  der  Teebniselieii  HochMhule,  Dreaden, 
Friedrich  Wilhelnißtr.  82. 
1891.    Krazer,  A.,  Professor  an  der  Techn.  Hochschule,  Karlsruhe,  Westendstr.  67. 
1897.   Kreutz,  H. ,  Profetttior  an  der  Uuiverüität,  Kiel,  Nieinamisweg  103. 

1897.  Krflger,  L.,  Profeaaor,  Abtoliingsvorstelier  am  KgL  GeoditiBdieii  inetitot^ 

Potsdam;  Groß -Lichterfelde,  Mommsenstr.  6. 
1902.    Kröger,  Theodor,  Dozent  an  der  höheren  Bergschule,  Ekatcrinoslaw. 
1900.   Ku6era,  0.,  Professor  am  liealgynmasium  und  Lehrer  an  der  Universität, 

Agram,  Jnqevdca  «lies  U. 
180.'.    Kühne, H.,Dr.,  Oberlehrer a. d. Maschinenbausch.,  Dortmund,  Johanneaatr,  14. 
1808.  Kflhnemann,  F.,  PkofeMor  am  £gl.  FriedhGli»*KoUeginiD«  Königabexg i Vt, 

Wilhelmstr.  12. 

8t0.  1898.  KCrsch&k,  J.,  Professor  an  der  Techniscketi  Hechsehnle,  Budapest  II, 

Albrechtstr.  14. 

1898.  Kullrich,       Professor  an  der  Hohensollemschule,  SchOiwbeig  bei  Berlin, 

Erdraannstr.  11. 

1896.  Kutta,  W.,  Privatdozeat  a.  d.  Techn.  Hochschule,  München,  Zieblaadstr.  88. 

1897.  Lacouibe,  M.,  Profe.M<^or  am  Polytechnikum,  Zürich,  Seefeldstr.  116. 
1905.    Lalive,  A,,  l'roffssor  am  (ivmnasiuni ,  La  C'hau.x  de  Fond.s. 

1891.   Lampe,  E.,  G  U.M.^  Professor  au  der  Techuiächeu  liociischule,  Berlin  W.  16. 
Fbseineastr.  64. 

1899.  Landau,  E.,  Professor  an  der  üniversität,  Charlottenburg,  Hardenbergstr.  13. 
1894.  Landsberg,  0.,  Professor  an  der  Universitftt,  Breslau,  Sehweidnitaer 

Stadtgraben  26. 
190S.  Lanbert,  K.,  Oborlehrer,  Gessel,  Stftndeplats  19. 

1896.  Langel,  L.,  Villa  Ensoleill^e,  Beanlien,  Alpes  Maritimes. 

880.  1897.  Leitzmann,  H.,  Dr.,  VersicheniBgeieTisor,  Orofilichterfelde-West^  Steni> 
Straße  22. 

1891.  Lercb,  M.,  Professor  au  der  TTmvenitit,  Freiburg  (Schweiz). 

1898.  Leri-CiTita,  T.,  Professor  an  der  Uidversität,  Padua,  Via  Altinate  14. 

1897.  Liebmann,  H.,  Profcs.^or  a.  d.  UniverditÄt,  Leipzig-Rpuduit/,  Brommestr.  7. 
18y6.    Lilieutlial,  Ii.      Professor  an  der  Universität,  Münster  i.  W.,  h^rphostr.  16. 

1900.  Lindelöf,  £.,  Professor  an  der  Universität,  Helsingfors,  Boulevardbgatan  12. 

1898.  LindemanB,  F.,  ProÜHMor  a.  d.  üni'versit&t,  München,  Franz  Joseph-Str.  18. 
1898.  Linsenbarth,  II.,  Oberlehrer  a  d.  I.  Kcalych  ,  Berlin  N.,  Lothriü^'crKtr.  76. 
1ÖÜ7.  Loewy,  A.,  Profe.^^sor  an  der  Universität,  Frt  ihurg  i.  B.,  Zäbriugerstr.  7. 
1891.    London,  F.,  Profe&Bor  an  der  Uiiivert»iiät,  Buuu,  Goethestr.  19. 

840.  1898.  Lorena,  Frans,  JI.B.,  Professor  an  der  KOnigl  Gewerbe -Akademie, 
Oaeimiitz,  Beichsstr.  88. 
1897.  Lorenz, Hans,  Professor  an  der  Technischen  Hochschule,  Daazig-Langfubr, 
Johannesberg  7. 

1896.  Lorey,  W.,  Oberlehrer  am  Gyimiasium,  66rlita,  BlmneDStr.  66. 
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1896.  Loria,  6.,  Professor  an  der  Universität,  Genua,  Passo  Caffaro  1. 
189».    Lpvct.t,  E.  0..  Professor  an  der  UniTPrs;t:u,  Princeton,  N.  J. 

1899.  Ludwig,  W.,  Pcivatdoaent  au  der  Tecimiscben  Hochscholef  Karlsruhe, 

Kurveuütr.  21. 

1891.  LUroth,  J.,  GJi^  Ftofttior  an  dar  Unimittt,  Fxmbnzg  i.  B.,  Motartotr.  10. 

1900.  Liikat,  M.,  Oberiefaver,  Damig,  Pfeffentadt  98. 

1902.   Macfarlane,  A.,  Professor  an  der  Unitersität,  South  Bethlehem;  Gowrie 
Orove,  Chathaait  Ontario,  Caaada. 

1897.  Muckay,  J.  S,,  Edinburgh,  Northumberland  Street  69. 

ft(M).  190ft.  Maillet,  E.,  R^p^titeur  ä  TEcole  Poljtechnique,  Directeur  de  l'Inter- 
mddiaire  des  Math^maticiens,  Boorg-la- Beine  (Seine),  nie  de  Fou* 
tenay  11. 

1905.  Majcen,  G. ,  Professor,  Universitätsdozent,  Agram,  Zapadni  perivoj  16. 
IKOl     Man  U,  M.,  Professor  an  der  Realschule.  Lailmrh.  l^kiweißstr.  4. 

1Ö91.   Mangoldt,  H.  t.,  G.B.B.y  Professor  \m  der  Technischen  üochschule, 

Dauzig-Langfuhr,  Heiligenbrunner  \\  eg  3. 
18M.  Mantion,  F.,  Profenor  an  dar  üniverdUkt,  Gent,  Quai  de«  Dominieaine  6. 
1900.   Marco,  Vi.,  SekrotHr  de»  Wiener  Scbaehklubs  und  Badaktenr  der  Wiener 

Schachzeituni^.  Wien  IX,  Wiilinngerstr.  S4. 

1898.  Marcuse,  A.,  Privu.tdozeiit  an  der  Universität  lierim;  Groß -Lichterfelde, 

Wilhelnutr.  6. 

1899.  Martin,  A.,  U.  P  Coaat  and  Qeodafeic  Snrvejr  Office,  Washington  NW., 

D.  C,  N  Street  916. 
1897.   Marxsen,  S.,  Gymnasiallehrer,  Schleswig,  Moltkeslr.  G. 
1897.   Maschke,  H.,  Professor  a.  d. üniTersititt,  Chicago  UL,  Woodlawn  kr,  6649. 
860.  1 902.   M  a  s  0  n ,  M.,  Instraktor  a.  d.  Tale  üniversität.  Nemr  Häven,  Oonn.,  Dwin^itstr. 20. 

1U04.    Mae.saclmsetts  Tnsfitute  of  Technology,  Boston,  Mass. 

1902.   Mathematicai  Library  of  the  University  of  Chicago,  Chicago  lU. 

1897.  HathematischeT  Verein  der  Universitftt,  Berlin  NW.,  Dorotheenstr.  6. 

1896.  Mathematischer  Verein  der  Universität,  Göttingen. 

1899.  Matliematitscber  Verein  der  rniver^ität,  Halle  a.  S. 

1906.  Matheinatif<cher  Verein,  Heidelberg. 

1900.  Mathemaiiucher  Verein  der  Universität,  Mflacben. 

1897.  Mathanatisches  Institut  der  Technischen  Hocbscbttlc,  Htlnoheo. 
1902.    Mathematisches  Institut  der  Universität,  Freiburg  i.  Br. 

870.  1904.    Mathematisches  Kabino«^  der  T'niversitiit  Gießen. 

1901.  Mathematisches  Seminar  der  Universität,  München. 
1908.  Uatbematisches  Seminar,  WQitbnxg. 

1891    Maurer,  L.,  Professcnr  an  der  UniTenitftt,  Tübingen,  Christophstr.  8. 
1891.    Mayer,  A.,  Professor  an  der  Universität,  Leipzig,  Bofiplatz  14. 

1899.  Mehling,  A.,  Dr.  phil.,  Fürth,  Amalienstr.  8». 

1904.   Mehliß,  0.,  Dr.,  Ob«rleliTer  an  der  Realschule,  OsehersletMn,  Kaiseistr.  86. 

1891 .    ]Sr  e  h  in  k  e ,  R.,  Professor  a.  d.  Techn.  Hochscb.,  Stuttgart,  Weißenbargstr.  89. 
1906.    Mciüner,  Otto,  Potsdam,  Viktoriastr.  70''. 
1904.   Merrill,  Mis»  H.  A.,  Wellesley  College,  Wellcsley,  Mass. 
380.  1897.  Hetzler,  W.,  Professor  an  der  üniversit&t,  Syracuse,  N.  Y. 

1900.  Hewes,  H.,  Oberlehrer  an  der  Großen  Stadtechnle,  Wismar,  Am  Schilde  6. 

1898.  Meyer,  Eugen,  Professor  an  der  Tecfaniscben  Hochscbale,  Berlin  W.  68, 

Kalkreuthstr.  1."^. 

1904.    Meyer,  Eugen,  Dr.,  Ubericiirer,  Ciiarluttenburg,  Got^thestr.  6. 

1891.  Uoy er,  Frans,  Professor  a.  d. UniTOrs.,  KOnigsbaig i. Pr.,  Mitteltraffheim  61. 

1908.  Mikami,  T.,  Nr.  867  Shinsaka,  Morikawacho,  Hongo,  Tokyo,  Japan. 
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1900.    Miller,  G.  A.,  Professor  an  der  ätaoford  UniTeraität,  California. 

1891.  Minkowski«  H.,  Ptofewor  in  der  Uimriittt,  Güttingen,  Planekilr.  16. 

1898.  Mittag-Leffler,  G.,  Profeaeor  an  der  UniTersit&t,  Stockholm-II()iize!K>liii. 

1899.  Molien,  Th.,  ProfeBsor  am  Pol jtechnikum ,  Tomsk,  Sibirien. 
390.  1900.   Molk,  J.,  Professor  an  der  Universität,  Nancy,  nie  d'Alliance  8. 

169«.  Moore,  £.  H.,  Profoseor  aa  der  üsiTenitiU,  dücsgo  DL,  Waehingtoa 
ATcnue  6617. 

1906.    Müller,  Conrad  H..  Dr.,  G«jttingen,  Hnnsspnstr  i 

1896.  Maller,  Emil,  Professor  a.  d.  Techn.  Hochschule,  Wien  IV,  Preßgaese  17. 
mos.  Mllller,  Eugen,  Professor  an  derObeneeleehnle, Konitens» Biduihofylati  4. 
1891.   Malier,  Felix,  Professor,  Friedenan-Berliii,  BOmebeiKetr.  16. 

1904.    MnllfT,  Franz,  k.  Oberf^reomet^r,  Augsburg. 

1900.  Müller,  Hans,  Dr.,  Göttingen,  Kirchweg  1". 

1902.   Malier,  Heinrich,  Professor  am  Kaiseriii  AugusU-Gjmuasium,  Charlotten- 

boig,  GrolmABStr.  16. 
1661.  lif aller,  Kcinhold,  ProÜBeeor  aa  der  TeehniBCifaeii  Hochschule,  Braim- 

schweig,  Hageustr.  2. 

460.  1866.   Maller,  Bichard,  Professor  am  Kaiser  Wilhelms -Realgymnasium  und 
IhciTfttdoMnt  a.  d.  Tecliiu«eb»i  Hoduohole,  Berlin  8.,  Schlcaemiadienitr.  11. 
1666.  Matk,  P.,  Dr.  phiL,  PriTatgelehrter,  Osthofen  (BheinheeBen),  Woimserstr.  98. 

1867.  Naetsch,  E.,  Professor  an  der  Technischen  Hoehsohale,  Dtetdea;  Blase- 
witz bei  Dresden,  StriesetK^r^tr  5. 

1898.  Nagaoka,  H.,  Professor  an  der  üniversit&t,  Tokyo,  Japan. 

1867.  Nath,  M.,  Profossor,  Direktor  des  Beal-Gynraasinms,  Nordhanseit. 

1861.  Netto,  E.,  G.HJi.,  Professor  an  der  üniveraitat,  Gießen,  Sad-Anlage  IS. 

1898.  Nenberg,  J, ,  Professor  an  dor  Univt'rsität,  Lüttich,  Rue  Sckssin  6. 
1891.  Neumann,  Carl,  G.H.M.,  Professor  a.  d.  Univers.,  Leipzig,  Querstr.  10 — 12. 
1866.  Neu  mann,  Ernst,  Professor  an  der  Universität,  Marburg. 

1606.  Newkirk,  B.  L.,  Dr.  phil.,  Stadenie  Obserratory,  Berkeley,  Califoiiiia. 

410.  1901.  Newflon,  IT.  B. ,  Profesnor  an  der  Univc-rsitiU ,  Lawrence,  Kansas, 

1900.  NipNen,  N.,  Privatdozent  a.  d.  Lniversität.  Küpenhat^on  N.,  Nörrebrogade 57. 

idOO.  Nikias,  P.,  Oberlehrer  am  Gymnasium,  Lyck,  Ostpreußen. 

1606.  Nits,  K.,  Dr.,  Sehnlamtskandidat,  Ghimbimi«»,  Poststr.  3. 

1861.  Noether,  M.,  Professor  an  der  Universität,  Erlangen,  Nümbergerstr.  82. 

1899.  Nord  mann,  M.,  Professor  am  Realgymnasium,  Ualberstadt,  Gleimstr.  17. 

1900.  öffentliche  Landesbibliothek,  Kr^l. ,  Stuttgart,  Ncckarstr.  8. 

1897.  Oettingen,  A.  v.,  Professor  an  der  Universität,  Leipzig,  Mozartstr.  1. 
160fu  Ondraeek,  J.,  Professor  an  der  Staatsgewerbeschnle,  Wien  X. 

1600.   Opit/.,  H.  R.  G.,  Dr.,  Oberlehrer  am  KOnigstftdtisdieii  Realgymnasioin, 
Berlin;  Johannisthal,  Parksir.  6. 
490.  1908.    Oppolzer,  E.  Rittex  v.,  Professor  an  der  Universität,  Innsbruck-Uötting. 
1899.    Osgood,  W.  F.,  Professor  an  der  Harvard  Universität,  Cambridge,  Mass. 
Walker  Street  60. 

1861.  Papperiis,  R,  Oberbergrat,  Professor,  Rektor  der  Bergakademie,  Fkei* 

berg  i.  S.,  Weisbachstr.  6. 
1891.    Pasch,  M.,  G.H.R.,  Professor  an  der  Universität,  Gießen,  .Alirt^str  81. 
1902.    Poirce,  J.  M.,  Professor  an  der  Harvard  Univcraität,  Cambridge,  Mass. 

KirUindpIaee  4. 

1861.  Pela,  C,  HB.,  Prof«     r  am  der  bOhmisehen  Teehmschen  Hoefasebule, 

Prag,  Dittrichgasse  177;i 
1604.   Perron,  0.,  Dr,,  München,  Barerstr.  76. 

1869.  Piek,  Q.,  Professor  an  der  deutschen  üniversitftt,  Prag,  Kgl.  Weinbeige  764. 
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1908.  Pf  «rc«,  iu  B.,  Tnatruktor  aa  der  ünlTenit&t,  Ann  Avbor,  Ifiob.,  707  Sontti 

Chnxch  Street. 

1897.  Pierpont,  J.,  Piofesaor  an  der  Yale  UniT«nitilt«  New  BaTea,  Conn., 

Mauäfieldstreet  42. 

480.  1897.   Piet/.ker,  F.,  Professor  am  Gymnasium,  Nordhausen,  Alleestr.  41. 
1891.   Piltz,  A.,  Dr.  phil.,  Snlsft  i.  Tb. 

iy02.    Pincherle,  S.,  Professor  an  der  Universität,  Bologna. 
1905.   Pieati,  L.,  Lehrerin  an  der  Technischen  Schale  „Mariauna  Dionigi*',  fiom. 
Via  Polveriera  1. 

1898.  Planck,  M.,  Professor  a.  d.  üniTers.,  Berlin' Qranewald,  Wangenlieinutr.  Sl. 

1891.  Pochhammer,  L.,  G.JR.JR.,  Professor  a.  d.  Univers.,  Kiel,  Baseler  Allee  9. 

1892.  Pockels,  F.,  Professor  an  der  Universität,  Heidelberg,  Bergstr.  8. 
1901.   P6rsz&sz,  J.,  Professor,  Budapest  III,  Szemlöhegy  Jösefhegy  8. 

1909.  Porter,  B.  M.,  Professor  an  der  UniTorsittt  Texas;  Austin,  Texas. 

1904.  Powel,  A.,  Professor  an  der  Realschule,  Gumbumm. 

440.  1903.    Prandtl,  L.,  Professor  an  der  Fniversität,  Göttinnen,  Kirchweg  la* 

1905.  Prasad,  G.,  Professor  am  (Queens  College,  Benares,  Khajiiri  32. 

1891.  Priugsbeim,  A.,  Professor  an  der  üniyeniitftt,  Münehen,  Ardsstr.  18. 

1899.  Protopapadaki,  P.,  bigenieur,  Athen,  Eue  Yalaorit^s  16. 

1897.  Prümm.  E.,  Assistent  a.  d.  Techn.  Hochschule,  U raunschweig,  Geysostr.  21. 
1891,   Prym,  F.,  G.H.B.,  Professor  a.  d.  Univ.,  Würzburg,  Schweinfurterstr.  8V4. 

1900.  Ptaszycki,  J.,  Prof.  an  der  Univ.,  St  Petersburg,  Nadiezdinska  11,  log.  20. 
1899.  Pand,  0.,  Dr.,  Oberlehrer,  Cbarlottenbnig,  ScUofistr.  81. 

1906. -  Quelle,  R.,  Verlagsbucfabftndler,  Ftokorist  der  l^cma  B.  G.  Tenbner  in 

Leipsig,  Poststr.  8. 

1897.  Baaij,  W.  H.  L.  Janssen  van,  Delil. 

460.  1902.  Radakoviö,  M.,  Professor  an  dM  Universität,  Innsbruck,  Klandiastr.  20. 

1898.  Rados,  G.,  Professor  a.  d. Techn.  Hochschule,  Budapest  VII,  Osengery-Gasse  1. 

1901.  Rabis,  J.,  rroiessor,  Leiter  des  Statiütischen  Amtes  der  Stadt  Berlin,  Chat- 

lottenburg,  LütBOirstr.  8. 

1908.  Bau,  Rb,  Professor  an  der  Universität,  Jena,  Lutherplats  6. 

189»«.  Rangenberpcr.  O.,  Professor  a.d.Musterschule,  Frankfurt  a.M.,  Heisterstr. 8. 

1906.  Eebmann,  E.,  Dr.,  Oberschulrat,  Karlsruhe  i.  B.,  Vorholzstx,  9. 

1893.  Recknagel,  G.,  Rektor  des  Realgymnasiums,  Augsburg. 

1894.  Bei  eh,  K.,  Professor  am  Technologischen  Gewerbe^Muaenm,  Doseat  an 

der  Technischen  Hochschule.  "Wien  TX,  Michelbeurngnsse  '2. 

1891.  Reinhardt,  C,  Konrektor  am  Kealgyiunasium,  Zittau  i.  S.,  Baljnbotstr.  8. 

1893.  R^thy,  M.,  Professor  a.  d.  Techn.  Hochschule,  BuiUpedi  VIII,  Mu^eumkürut. 

480.  1891.  Reuseble,  C,  Pirofessor  an  der  Techn.  Hoohschnle,  Sintert,  Hegelstr.44. 

1891.  Reye,  Th.,  Professor  an  der  Universität,  Straßburg  i.  E.,  Dietrichstaden  G. 

1H99.  Ricci,  G.,  Professor  a.  d.  Fniversität,  Padua,  Piazza  Vittorio  Emanuele  II  "29. 

1904.  Richardson,  H.  G.  D.,  Instniktor  a.  d.  YaJe  Univers.,  New  Häven,  YaleSt.1-^0. 

1891.  Bieharz,  F.,  Professor  an  der  UniTorsitftt,  Marburg. 

1892.  Richter,  P.,  Oberlehrer  am  Gymnasium,  QuedBnbwg,  Babnhofetr.  8. 

1905.  Rieß,  F.,  Dr.,  Löcse,  Ungarn 

1897.  Riuecker,  F.,  Gymnaaialprofessor,  Regensburg. 

1891.  Bitter,  A.,  G.B.R.,  Professor,  Lfhiebazg,  Obere  Bdirat^enstr.  18. 

1908.  Bins  y  Casas,  J.,  Professor  au  der  Universitftt,  Zaragoza,  Seine  de  Ta> 
randa  8,  barrio  de  las  Acacias.  Torrero. 

470.  1891.  Rodenberg,  C  ,  Professor  a.  d.  Techu.  Hochschule.  Hannover,  Körnerstr.  19*. 

1899.  Roe,  E.  D.  Jr.,  Professor  an  der  Universität,  Syracuse  N.  Y.,  Ostrander 

Avenne  108. 
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1891.   Bogel,  F.,  log.,  Dozent  am  Technikum,  Limliacb  (Saclisen),  Mftckt  1. 
1891.    Röhn,  K.,  G.H.R.,  ProfesBOr  an  der  Universität,  Leipzig. 

1891.  Eosanes,  J.,  GMM.^  Professor  an  der  Universität,  Breslau,  Schweiduitzer 

Stadtgmbem  16  b. 

IBM.  Bosenow,  H.,  Dizoiktor  des  Soplutn-BealgynniMintnii,  Berlin  C.  6i,  Wem- 

meisieratr.  16. 

1899.  Bost,  G.f  Professor  an  der  Universität^  Würzbarg,  Mergentbeimerstr.  6. 
IWi.  Bothe,  B.,  Dr.,  PriTatdoient  tat  der  Teefamuhen  Hbebidrale,  Tedmiedier 
Hilftarbeiter  bei  der  Pbjiikelimh-Tefdimaeheii  Rrichwuietalt,  CSharlottai- 

borg,  Schlüterstr.  78. 
1901.   Bothrock,  D.  A.,  Professor  an  der  Universität,  Bloomiugtonf  ind. 

1892.  Budel,  K.,  Professor  in  Nürnberg,  Ludwig  Feuerbacbttr.  IS. 
480.  1881.    Bndio,  F.,  Professor  am  Polytechnicum,  Zflriohf  Fddeggetr.  64. 

1901.  Rudolf,  K.,  IniTinicur,  Bochum,  Brückstr.  61. 
1891.   Runge,  C,  Professor  an  der  Univenitftt,  Qj^ttiogen. 

1881.  8aalech«ts,  L.,  ProfeMor  «n  der  ümTerdtftt,  Künigeberg  L  Fr.,  T^rag^ 

heiraer  Pulverstr.  47. 
1804.    Salkowski,  E.,  Dr.  phil.,  Charlottenburp,  Frannhoferstr.  16. 

1902.  Baxelbj,  F.  M.,  Professor  am  Muuicipal  Technical  Institute,  Belfast,  Irland 

College  Square  NorÜh. 

1800.  8«hafheillin,  F.,  Oberlehrer  am  Sophien-Bealgyinnaeiiiin,  Berlin  W., 

?5»'1iaperstr.  17. 

1804.   Schaf  st  ein,  K.,  Dr.  pliiL,  Göttingen,  Koßdorfer  Weg  6. 

1888.  Sohaper,  U.  y.,  Obeäehver  a.  d.  Seefikhrfceehvle,  Bremen.  Meinkenttr.  90. 

1806.  8chapper,  H.,  Frofeeeor  an  der  üniTeraitSI,  Fajetterflla  Aikanea«, 

TTill.str. 

490.  1892.  Scheffers,  G.,  Professor  an  der  Technischen  Hochschule,  Darmstadt,  Witt- 
mannstr.  60. 

1891.  Sebeibner,  W.,  G,H,R,  Frol^awnr  an  der  üniTeveit&t,  Leipng,  Sdüetter- 

strftße  8. 

1899.  Schpllor,  A.,  Adjunkt  der  fetemwarte,  Prajj^  T.  Clementinum. 

1891.  Sciiiiiing,  C,  Direktor  der  NavigatiouB»chule,  lirenieo,  Neustadt-Wall  1. 
1886.  Sehilling,  F.,  Ftofenor  an  der  Teohniedien  Hoduehnle,  Dansig^Langfiilir, 

Johannistal  2. 

1004.    Schimmack,  R  ,  Kandidat  de.«  h.'iheren  Schttlamts.  Göttingen,  Bnhlstr.  2C» 

1892.  Scbleiermacher,  L.,  Professor  an  der  forstlichen  Hochschule,  Aschatfen- 

bnrg,  Grfinewaldstr.  18. 

1900.  Schlepps,  F.,  Hauptmann,  Flllaii. 

1891.  ScliIoHinger,  L. ,  Profeaaor  an  der  UniTersitfti,  Klauaenbmg  (Ungarn), 
Fellegviu-i  utcza  112. 

1801.  8cb1ick,  0.,  Kontnl  a.  D.,  Direktor  des  Germanischen  Llojd,  Hambnig, 

Rcllevno  2. 

600.  1808.  S  (  Ii  1  i  n  k ,  W. ,  Frivatdosent  a.  d.  Technischen  Hochschnle,  Dametadt»  Witfc- 

manustr.  27. 

1902.  Schmid,  Th.,  Professor  an  der  Technischen  Hochschule,  Wien  IV,  Apfel- 
gawe4. 

1801.  Schmidt,  Adolf,  Profe!*>ior,  Vorsteher  der  magnetischen  Abteilung  dee 
TTicteorologiachon  ObservsitorinmH,  l'otsdam,  Telegrafenberg. 

18dl.  Schmidt,  M.,  Professor  an  der  Teciiuiächen  Hochschule,  München  ü,  Kaul- 
baehefar.  86. 

1904.  Schmidt,  Waith  er,  Oberlehrer  am  Bealgjmnasinin,  Dflren,  Harienetr.  48. 
1806b  Schniederjost,  Atfcendom,  Westf. 
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1891.  Scboenflies,  A  ,  ProfV-Kgor  an  der  U&iTemtftt,  Mitteümfen  bei  Kflnigs» 
borg  i.  Pr..  Kurfürstenstr.  12. 

1895.  S'eholz,  P.  G.,  Profewor  am  FriAdnohs^Realgyiimagium,  Berlin;  Steglitz, 

Fichtestr.  84 

1899.  Schorer,  K.  Th.,  Gymnasiallehrer,  Weißenbnrj;  nw.  S  nd,  lÜttelfinuikeili. 
1807.    Schorr,  R.,  Professor,  Direktor  der  Sternwarte,  Hamburg. 

610.  1902.    Schott,  0.,  Dr.  phil.,  Fabrikleiter,  Jena.  ' 

1897.  Sobotten,  H.,  DiTektor  der  MM.  ObervealMhule,  Halle  m,  8.,  Sarlttr.  9. 

1891.  Schottky,  F.,  Profe.ssor  an  der  Universität,  Berlin-Steglitz,  RohteBtr.  19». 

1900.  Schonte,  P.  U. ,  Protossor  iin  der  Universität,  Groningen. 

1899.    Schräder,  C,  G.E.M.,  Keichs-Inspektor  für  die  Seeschifi'er-  etc.  Prüfungen, 

Berlin  W.,  Wilbelmatr.  74. 
1899.    Schröder,  Johannes,  Oberlehrer  a.  d.  Oberrealsch.,  Hamburg,  Finkenau  9. 

1901.  Schröder,  Richard,  Oberlehrer  an  der  Reutschule,  Cassel,  Wörthstr.  18. 

1892.  Schröder,  Th.,  Professor  a.  D.,  Nürnberg,  Sulsbacherstr.  7. 

1906.  Sebrtitka,  L.,  Edler  toxi  BechtenBtaiiim,  Dr.,  AMistent  an  der  Tecbniaeben 

Hocbschnle,  Wien  XIX,  Cottagegaaie  66. 
1891.    Schubert,  II.,  Professor  am  .Johimneum    H  imburg,  Domstr.  8. 
620.  1896.    Sohülke,  A.,  Prof.  au  der  Obeccealschule,  Königsberg  i.  Pr.,  SchÖQstr.  11. 
1901.   Sebfitz,  E.  H.,  Dr.,  Profestor,  Fzankfiirt  s.  H.,  Elibeimerstr.  4. 

1898.  Schultz, F.,Dr., Oberlehrer a. Realgymnasium, Stettin, Kaiser Wilhelmstr. 98. 
1891.  Scbumacber,  J.,  Fkofenor  an  den  Militftrbildungwuiitalten,  Müncben, 

Elviraätr.  l 

1891.   Schumacher,  Robert,  Professor  an  der  Industrieschule,  Augsburg,  Bie- 
mudkatr.  11. 

1891.  Schur,  F.,  G.B.It,  Profewor  »n  der  TecbuiMhen  Hoebeobnle,  Karlarobe, 

Beiersbeimeraliee  2. 

1901.   Schur,  Issai,  Privatdo^eut  au  der  Universität,  Berlin  W.,  Genthinstr.  21. 

1908.  Scbwab,  6.,  Beallebrer,  Bamberg,  Amntiemetr.  8. 

1894.  Sohwftrz,  H.  Ä.,  G.B.B.,  Professor  an  der  Unirmai,  Berlin;  ViUenkolonin 

GrunewaUl,  Uumboldtstr.  33. 
1908.   Sehwarsschild,  K,  Professor  an  der  Universität,  Direktor  der  Sternwarte, 
GOttingOD. 

680.  1896.   Schwatt,  J.,  Professor  an  der  Universität,  Philadelpbia,  Pa. 

1891.  Schwerin g,  K.,  Profeeeor,  ]>irektor  dee  Apostel-GTinaaiinm«,  CO]na,Bb., 

Amdtstr.  b. 

1898.  Scott,  Ch.  A.,  Professor  am  College,  Bvjn  Hawr,  Pa. 

1908.  See,  Th.  J.  J.,  Professor,  United  State«  Naval  Obaervatoxy,  Waabing* 

ton,  D.  C. 

1891,   Seeliger,  H.  v.,  Professor  an  der  Universität,  Direktor  der  Sternwarte, 

Müucimn- Bogenhauäeti. 
1897.  Segre,  C,  Profeaeor  an  der  üniT«nitftt,  Turin,  Corao  Yittodo  Emanuele  86. 

1896.  Seiivanoff,  D.,  Professor  an  der  Universität  und  an  den  bOberen  Franen- 

kiirsen,  St.  Petersburg,  Fontanka  llTi,  log.  16. 

1897.  Selling,  E.,  Professor  an  der  Uuiversitat,  Würzburg,  Mnistr.  4. 

1891.  SerTva,  H.,  Oberlebrer  am  Friedricb«»Bealgymnairinm  und  PriTatdoaent 

an  der  Technischen  Hochschule,  Berlin;  Charlottenburg,  Spandanenlr.  9. 

1893.  Sidler,  G.,  Professor  an  der  Universität,  Bern,  Chri.Hfoffelga.sHe  4. 

640.  1891.   Sieb  er  t,  A.,  Professor  an  der  Kadettenanstalt,  Groü- Lichterfelde  W., 
Bellemestr.  80. 

1892.  S  i  e  V  e  r  t ,  H . ,  ProfeasOT  am  Gymnasium ,  Bayreuth. 

1891.  Simon,  M. ,  Professor  an  dar  UniverBitftt  und  am  Ljcaom,  Strafiburg  i.  £. 
Lesaingstr.  17. 
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1807.    Sintzow,  D..  Professor  an  der  Universiifilt,  Charkow. 
1905.    Siaam,  Ch.  H. ,  Officer's  Mess.,  .Vnnapolis  Md. 

Smith,  Üav  id  Eugene,  FrofeHtior  a.  d  Columbia  Univeraitat, New  York  City. 

1901.  Smitli,  O.  A.,  caod.  na^.,  SopenlMgeii,  Ole  Sulmgade  8. 

1900.  Smitb,  Percey  F.,  Pkofenor  an  der  Yale  ühWenHMt  New  HaTen,  Conn., 
Pearl  Street  78. 

1903.  Snyder,  Y.«  Professor  an  der  Coraell  Universität,  Itbaca,  N.  Y.,  University 

ÄTwiiie  904. 

1900.  Sobotka,  J.,  Professor  nu  der  teehecb.  Tedmiteheii  Hoahaehiile,  Prag, 

Smichow  Ferdinaud.squai  10. 
560.  1902.   äoisson,  W.,  Professor  an  der  Industrie-  n.  Handelsschule,  Luxemburg, 
JoMphstr.  10. 

1899.  Sommer,  J.,  Professor  an  der  Technischcu  nochidmlef  Danzig^Langftihr. 

1896.  Sommerfeld,  A.,  ProfiMBor  an  der  Teehnisehen  Hochachule,  AiMhen, 

Lousbergstr.  18. 

1897.  Sonin,  K.  V.,  G.M.B.^  Präsident  d.  wissenschaftl.  Komitees  d.  Ministeriums 

d.  ¥oIkia»fklftning,  St  Ptolenbnrg.   Englieelier  Proepekt  88. 

1893.  Sonslow,  G. ,  Professor  an  der  UniverHitHt,  Kiew. 

1900.  Spitz,  A.,  V'eraicherirnL :  niiithcrniitiker,  Wien  II,  LilicDbrnncrasse  18. 
1891.    Sprung,  A.,  Profe^aor  um  Meteorologischen  Institut,  Foudam. 

1891.  St&ekel,  P.,  Pnfeaeor  a.  d.  Teehniaehen  Hoeheohole,  Heanover,  Alleeetar.  81. 
1891.   Stahl,  H.,  Professor  an  der  UniversitiU,  Tübingen,  HirselUMWntr.  8. . 

1898.  Stammer,  W.,  Professor,  Dflsseidorf,  Hohenzollernstr.  Si. 

660.  1891.    Staude,  0.,  Professor  an  der  Universität,  iloütock,  St.  Georg-Str.  88. 

1909.  Stecker,  H.  F.,  Professor  am  State  College,  i'ennsylvania.  Lock  Box  806. 

1902.  Steininger,  K.,  Dr.,  Fachlehrer,  Wien  III,  Reisnerstr. 

1897.  8teinitz,E,  Professor,  Doient  an  der  Technischen  HochechulCa  Berlin  W.  16, 
Uhlandstr.  178—174. 

1897.  Stephanos,  K.,  Professor  an  der  ümversit&t,  Athen,  Bne  de  Solon  20. 

1894.  Sterneck,  H.  v. ,  Professor  an  der  Universität,  Czemowits. 

Ptctson  0.  S.,  Professor  an  der  Syracuse  Classicul  School,  Worcester,  Mass. 
1891.   Stickelberger,  L.,  Professor  an  der  Universität,  Freiboig  i.  B.,  Zasius- 
straße  7S. 

1901.  StOrmer,  C,  ProfeBior  an  der  TTmTeraitftt,  Krietiania,  Daalegade  14. 

1900.  Straubel,  K.,  Professor  an  der  Universität,  Jena,  Beethovenstr.  2. 

670.  1900.   Sturm,  Ambro«,  Profeesor  am  Obergymnasiom,  Seitenstetten,  Nieder- 
Osterreich. 

1891.  Study,  E.,  Professor  an  iMt  Univendiftt,  Bonn,  GObenstr.  98. 

1891.    Sturm,  R.,  G.Ä.jR.,  ProfesBor  an  der  Cniversität,  Breslau  X,  Werderstr.  9. 

1898.  Sut&k,  J.,  Gymnasialprofetaw  ond  Privatdosent  an  der  Universität,  Buda- 

pest lY.,  Y^08h4zt^r  4. 

1894.  Tauber,  A.,  Privatdozent  an  der  Universität,  WienTI,  Oompendorferstr.  98. 

1905.  Technische  Hochschule.  K<^1.,  Danzig-Langfuhr. 

1908.  Tedone,  0.,  Profemjor  au  der  Universität,  Genua. 

1908.  Tesaf,  L.,  Professor  an  der  Staat^oberrealschule,  Olmüts,  Mähren. 

1901.  Thieraeh,  F.,  Lehrer  am  Denteehen  Laadeniehimgaheim,  Hanbinda  (Poet 

S'treufdorf). 

18'Jl.  Thomae,  J.,  G.H.Ii.,  Professor  an  der  üniversitHt,  Jena,  Kasemenstr  9. 
ö80.  1902.   Thome,  VV.,  G.R.R.^  Professor  an  der  Uuivert«itüt,  (ireifswald,  Mühleuäti  .  ao. 

1904.  Tietse,  H.,  Dr.,  Wien  IQ.,  Haaptstr.  0. 

1897.  Timerding,  E.,  Professor  an  der  Univmttt,  Straftbuvg  i.  E.,  Rnprechtsau, 
Sehfltoenhezgecatr.  16. 
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1897.   Toeplitz,        Professor  am  Johamies-Gjmnasiam,  fireslaa,  Okiauer- 
Stadtgraben  S. 

1901.   Torka,  J.,  Lehrer  der  Matiwmatik  und  Maeebmenlehi«,  Ftiedenaa-Beriin, 

Friedri(  h  Wilhelmplatz  2 
1893.    Tütössy,  B.  v,,  Professor  an  der  Technischen  Hochschule,  Budapest. 

1901.  Tränkner,  Th  ,  Privatgelehrter,  Burkersdorf  Bez.  Dresden. 

1908.  Trentlein,  J.  P.,  Durektor  des  Real-  und  Reform-GymnamnmB)  Ibilanilie, 
Waldhomstr.  16. 

1902.  Trommsdorff.  H.,  Dr.,  Gyninasinnehrer,  Hildesheim. 
1906,   Tropfke,  J  ,  Dr.,  Oberlehrer,  barhu  NW.,  Marienstr.  14. 

690.  1908.  Tjler,  H.  W.,  FrofeeKnr  am  HasiadmaettB  Inititnte  of  Technology,  Boiton, 

1899.  Umlauf,  X.,  Uberlehrer  am  äcrniaar,  Hamburg. 
1901.  TJniTenitkte-Bikdiothek  in  Kristiania. 

1996.  Unirendt&ta -Bibliothek  Utrecht. 

1897.  Vahlen,  K.  Th.,  Professor  an  der  Universität,  Greifswald,  Papenstr.  7. 

1891.  Valentin,  O.,  Obeibibliothekar  der  Kgl.  Bibliothek,  Berlin  W.,  Borg- 

grafenstr.  6. 

1898.  Yalvi,  J. ,  Professor  an  der  üniver.^ität,  Kliui.^eubur^'  (Ungarn). 

1901.  Varicak,  V.,  Professor  an  der  Universität,  Agram,  Fraoz-Josephsplats  6. 
1893.  Veronese,  G.,  Professor  an  der  Universitilt,  Padua. 

1898.  Vieth,  J.  t.,  Obeil.  a.  Kgl  Gymn.,  Dresden-Nenetadt,  Amdtatr.  9. 

600.  1906.  Viterbi,  A.,  Dr.,  Privatdozent  an  der  üniversitiit ,  Pavia.  Via  Foscolo  98. 

1902.  Van  Vleck,  E.  B.,  Professor  an  dt  r  Uiiivor^itrit .  Middl<'town ,  Conn. 
1893.  Vogel,  P.,  Professor  an  der  Artillerie-  und  ingenieuiachule ,  München, 

Linpnuutetr.  68. 

1892.  Voigt,  W.,  G.R.It.,  Professor  an  der  Universität,  Göttingen,  Grüner  Weg  1. 
1908,  Volterra,  T. ,  Professor  n.  d,  Universität,  Rom,  Via  in  Lncina  17. 
1891.  Von  der  Mühll,  K.,  Professor  an  der  Universität,  Basel,  Bäumleingasse  lö. 
1891.  Vofi,  A.,  Profeasor  an  der  UmTenititt,  H&ichen,  Habebnrgente.  1. 

1900.  Y  r i  e  X ,  U.  d  c ,  Dozent  a.  d.  Polytechnischen  Schule.  Delft,  Orangttplantage  89. 
1898.  Vries,  J.  de,  Professor  an  der  üiiiTeraiUU,  Utrecht. 

1896.  Wallenberg,  G.,  Ob^direr,  Charlottenburg,  Grolmanitr.  91. 

610.  1892.  Wälsch,  K.,  Professor  an  d«r  Technischen  Hochschule,  Brünn. 

1898.  Walter,  .Alois,  PM&ssor  an  der  Staats -Obenealachiile,  Gras,  Chcaa- 

bachgaäse  15. 

1900.  Walter,  Theodor,  Direktor  des  Gymnasiums  u.  der  Oberrealschule,  Worms. 

1891.  W angerin,  A.,  Professor  an  der  Universität,  Halle  a.  S.,  Reichsffdtstr.  9. 

18i>3.  Wassiliew,  A.,  Professor  an  der  Universität,  Kasan. 

1896.  Weber,  E.  v.,  Professor  an  der  Universität,  München,  Alexnndrastr.  1. 
1891.  Weber,  Heinrich,  Professor  a.  d.  Uuivers.,  Straßburg  i.  E.,  Goethestr. 27. 

1897.  ViTeber,  H.,  Professor  an  der  Techn.  Hodisobule,  Hannover,  Banmstr.  19. 
1900.  Webster,  A.  G.,  Professor  an  der  Universität,  Worcester,  Mass. 

1900.  Weder,  0.,  Dr.,  Gymnapialoberlehrer,  Zittau,  Hansenstr.  1. 

690.  1891.  Weiler,  A.,  Professor  an  der  Universität,  Zürich. 

1891.  Weingarten,  J.,  G.R.B.,  Professor,  Freibarg  i.  B.,  Dreikönigstr.  86. 

1891.  Weinnioister,  J.  Pb.,  Professor  an  der  Forstakademie,  Tharandt. 

1906.  Weinoldt,  rrofessor  an  der  Marine- Almrleniie  tud  -Schule,  Frivatdosent 
an  der  Universität,  Kiel,  Beselerallee  GU. 

1903.  Weiß,  Fr.,  Oberlehrer  an  der  Realschule,  Gr.-Lichterfelde,  Parallelstr.  10. 
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1898.  Well  stein,  J.,  Profeasor  an  der  UniTenitat,  Btraftbnrg  i.  E.,  Lndwigs- 

bafenerstr.  6. 

1891.  Weltzien,  r  .  Professor  an  der  Friedrichs -Werdersohen  Oberrealschule, 
Berlin;  Zehleudorf,  Prinz  Handjery-Str.  ». 

1898.  Wend,  H.  O.,  ProUBssor  an  der  G«irerbe>AladeBiie,  Chemnite,  AndrMr.  8. 

1899.  Wendler,  A.,  Gymnasiallehrer,  München,  Mo/.artstr.  18. 

1908.    Wen  dt,  E.,  Dr.,  Oberlelnor  an  der  Seefahrtsschule,  Bremen,  Am  Deicli  88. 
680.  1897.   Wernickc,  A.,  Oberrealschuldirektor,  Professor  an  der  Technischen  Hoch- 
schule, Braunschweig,  flintern  Brüdern  80. 
1908.  Wernieke,  Pftol,  FrdTessor  am  State  College  of  Kentiu^,  Lezington,  Kj, 
.     1908.   Westfall,  W.  D.  A.,  Montague  N.  T.,  z,  Z.  nntfin^'en,  Gohslerf^tr.  8. 

1900.  W es tl  1111(1 ,  J.,  Professor  an  der  Purdue-Uuiversität,  La  Fajette,  Ind.,  Main 

Street  222. 

1897.  Westpbal,  A.,  Professor,  Abteilungsvorstoher  «m  kgl.  Oeod&tisehea  In- 
stitut, Potsdam;  Bedin  W.,  Augsburgerstr.  50. 
1897.    White,  H.,  Professor  an  der  Vassar  Collego,  Evanston,  Dl. 
muö.    Wiechert,  £.,  Professor  an  der  Unirersität,  Göttingen. 
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Über  die  logisclieii  Paradozieii  der  Mengenlehre/) 

Von  A.  SCHÖKFLIES  in  Königsberg  i.  Pr. 

Die  Mengenlebre  hat  bekanntlich  zu  gewisaen  logiaehen  Paradoxien 
gefohlt,  die  mehr  und  mehr  ale  eine  höchst  unangenehme  Beigabe 
empfanden  werden.  Eine  einfache  Klürung  der  auftretenden  Wider- 
aprfiehe  hat,  soweit  mir  bekannt,  bisher  nicht  stattgefunden;  auch  die 
neueste  Arbeit  von  Herrn  J.  König*)  eireieht  meines  Eracbtens  dieses 
Ziel  nicht.  Der  Hilbertsche  Aufsata*)  (Iber  die  Ghrundlagen  der  Logik 
und  der  Arithmetik  hat  aHlerdings  den  ausgesprochenen  Zweck,  durch 
einoi  im»  zu  schaffenden  aisiomaHsdim  Aufbau  der  logischen  Geseize 
und  Grundbegriffe  das  Auftreten  Ton  derartigen  Widersprilehen  aus- 
zuschließen. Ohne  hierzu  irgendwie  in  einen  Gegensatz  treten  zn 
wollen,  bin  ich  doch  der  Meinung,  daß  die  Auf  losung  der  Widersprüche 
auieh  ohne  dies  möijlich  sein  muß,  Angesichts  des  Umstandes,  dafi 
man  die  Auflösbarkeit  dieser  Paradoxien  mit  den  elementaren  Mitteln 
der  Logik  ernstlich  in  Zweifel  gezogen  hat,  scheint  mir  eine  ein- 
fache Auflösung  geradezu  eine  Notwendigkeit  geworden  zu  sein.  Man 
bedenke,  daß  sich  Herr  Frege  am  Ende  seines  umfassenden  Werkes 
über  die  Grundgesetze  der  Arithmetik  ^)  zu  dem  Uestiiiidnis  genötigt  sielit, 
angesichts  des  Russelschen  Paradoxons  über  die  „Klasse  ulier  sich 
nicht  selbst  enthaltenden  Klassen"  sei  „eine  der  Grundlagen  seines  Ge- 
bäudes erschüttert*^,  also  der  ganze  wissenschaftliche  Aufbau  in  Frage 
gestellt. 

Zuvor  schicke  ich  folgeudes  voraus.  Bei  der  Prüfung  der  logischen 
Uicbtigkeit  einzelner  Darlegungen  kommt  immer  nur  die  richtige  An- 
uendmig  der  logischen  Regeln  in  Betracht.  Dies  ist  der  Grund,  aus 
dem  die  oben  gestreifte  Frago  nach  ihren  Grundlagen  hier  keine  lioUe 
spielt;  für  unseni  Zweek  bleibt  es  gleichgültig,  ob  man  die  logischen 
Satze  metaphysisch,  psychologisch  oder  axiomatisch  begründet.  Es  gibt 
aber  meines  Erachteus  nur  einen  einzigen  prinzipiellen  Satz,  dem  die 
einzelnen  Schlüsse  und  Darlegungen  in  logisclier  Hinsicht  genügen 
müssen,  und  di^p  ist  der  Salz  vom  W'idurspntrii.''') 

1.  Sind  31,  5Ö, . .  .  irgend  welche  Dinge  oder  BegriJie,  so  sagt  der 
Saig  vom  Widerspruch  aus,  daß  von  den  zwei  Sätzen: 

1)  Tortrag,  gehalten  auf  der  Jahreevewammloag  der  Math.'yeir.  in  Hemn. 

2'  Math.  Ann.  61,  p.  166. 

3)  Verbandlangen  des  dritten  Internat.  Math.  KongYesaes,  Leipzig  1905,  p.  174. 

4)  Vgl.  den  Anhang  Bd.  II,  S  i>.'r). 

Auch  als  »Satz  vom  auegeachloKseueu  Dritten  bezeichnet. 

2* 
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A.  ScBöxnns: 


1)  Dem  51  komnit  die  Eigenschaft  ö  zu,  und 

2)  Dem  51  kommt  die  Eigenschaft  93  nicht  zu 

stets  cimr  ufitl  ni(r  eiticr  richtig  ist.  Jeden  dieser  beiden  Sätze  bezeichnet 
man  bekanntlich  als  das  kontradiktorische  Gegenteil  des  andern. 

Auf  dem  Satz  vom  W  ulersjinich  beruht  das  wiclitigbte  mathematische 
Schlußverfahreii.  das  wir  kennen,  nämlicli  der  nulirckf^  Bcwfif;. 

Das  \\  t'S' II  dl  st's  Beweises  besteht  darin,  das  man  ans  einem 
Satz  A  mittels  einer  logischen  Kette  —  d.  h.  mittels  einer  Kette 
logisch  verbundener  richtiger  Zwischensätze  —  (nnen  Satz  S  ableitet, 
der  nwht  richtig  ist.  Anf  Gmnd  des  Satzes  vom  Widerspruch  schließt 
man  dann,  daß  nicht  der  Satz  sondern  sein  kontradiktorisches  Gegen- 
teil richtig  ist. 

Diese  einlachen  Tatsachen  mußte  ich  vorausschicken. 

2.  Ich  stelle  nun  die  scheinbar  überflüssige  Frage,  ob  es  hiervon 
Ausnahmen  gibt.  Dem  Vorstehenden  gemäß  müßte  dies  allerdings  aas- 
geschlossen sein,  und  doch  können  in  der  Praxis  Ausnahmen  auftreten. 
Es  wurde  nämlich  bisher  die  stillschweigende  Vomusseteung  gemacht, 
daß  die  Begriffe  %^  93,  . . .  mit  denen  wir  operieren^  wiäei^midisfreie 
Begriffe  sind.  Dies  war  ebenso  natürlich,  wie  notwendig.  Operiert 
man  dagegen  mit  Begriffen,  die  tiicht  widerspruchsfrei  sind,  so  versagen 
die  obigen  Ausführungen.  Insbesondere  versagt  auch  für  sie  der  Sats 
▼om  Widerspruch  und  das  SchlußTerffthren  des  indirekten  Beweise^ 
und  dies  ta<,  um  es  bereits  hier  zu  sagen,  die  QueUe  unserer  logischen 
FarcuUmen. 

Man  denke  sich  z.  B.,  man  hätte  sich  den  Begriff  %  eines  rechte 
winkligen  gleichseitigen  numlichen  Ffinfseite  gebildet,  alsdann  kann 
sowohl  der  Sata: 

„Diesem  9  kommt  die  Eigenschaft  SB  zaf 
wie  auch  der  Satz: 

„Diesem  9(  kommt  die  Eigenschaft  83  nicht  zu'' 
mittels  einer  geeigneten  logischen  Kette  einen  Widerspruch  ergeben. 
In  einem  solchen  Fall  kann  daher  die  Methode  des  indirektOL  Beweises 
nidit  zu  einem  positiTen  Ergebnis  führen;  d.  h.  wird  irgoid  einer 
der  beiden  TOrstehemden  Sätze  als  Ausgangssatz  A  benutzt,  so  kann 
ans  der  Unrichtigkeit  des  Schlußsatzes  8  nicht  mehr  gefolgert  werden, 
daß  das  kontradiktorische  Gfegenteil  von  A  richtig  sein  mflsse.  Zu 
einem  gewissen  Ergebnis  fahrt  die  Methode  des  indirekten  Beweises 
allerdings  audi  hier.  Falls  namlidi  sowohl  ein  Satz  4>  ^®  hon- 
tradiktorisches  Gegenteil  mittels  einer  logischen  Kette  einen  unriditigen 
Schlußsatz  ^ibt,  so  ist  mit  Notwendigkeit  zu  schließen,  daß  der 
Ausgangssatz  einen  Begriff  ^thalt,  der  nicht  widersprudtöfirei  ist. 
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Insbesondere  sehließt  man  in  dem  obigen  Beispiel,  daB  der  angenommene 
Begriff  ^  nicht  existiert.    Weiteres  aber  kann  nicht  gefolgert  werden. 
Das  Resultat  dieser  Erörterung  läßt  sich  kurz  folgendermaßen 

aussprechen : 

Betrifft',  für  die  der  Satz  des  Widers prnclts  resp.  die  Methode  des 
indirekten  Beueiacs  versagt,  sind  nicht  H-iderspriahsfrei.  Sie  können  daher 
weder  Gegenstand  noch  Hilfsmittel  wissenschaftlicher  Betrachtung  sein.^) 

Der  Vollständigkeit  halber  füge  ich  hinzu ^  daß  ähnlichijs  auch 
dann  gilt,  wenn  irgend  ein  Zwisria:nmU  einer  logischen  Kette  einen 
Begriff  enthält,  der  nicht  widerspruchsfrei  ist. 

Hierin  ist  meines  Erachtens  die  Auflösung  der  mathematischen 
ParadoTien  rpsp.  Antinomien  enthalten.^)  Ziisjleich  ist  damit  das  all- 
gemeine iiesultat,  das  ich  ableiten  oder  vielmehr ,  auf  das  ich  einmal 
ausdrücklich  hinweisen  wollte,  erreicht.  Es  bleibt  nur  übrig,  es  auf  die 
einzelnen  Fälle  anzuwenden. 

3.  Ich  beginne  mit  dem  Russeischen  Paradoxon.  Es  operiert  mit 
der  Menge  ^  aller  Mengen  m,  die  sich  selbst  nicht  als  Element  ent- 
halten.^) Hier  führt  sowohl  die  Annahme,  daß  sich  selbst  als 
Element  enthält,  wie  auch  die  Annahme,  daß  sieh  selbst  nicht  als 
Element  enthält,  auf  einen  Widerspruch.  JJarans  folgt  mit  Notwendig' 
keUf  daß  der  Begriff  der  Menge      nicht  widerspruchsfrei  sein  kann. 

Es  ist  nicht  schwierig,  dies  a  posteriori  nachzuweisen.  Ich  frage 
snnächst,  ob  es  Mengen  gibt,  die  sich  nidit  als  Element  enthalten. 
Dies  ist  sieher  der  Fall.  Die  Menge  3)i^  aller  positiven  ganzen  Zahlen 
Vf  die  Menge  971^  aller  reellen  Zahlen  x  sind  Beispiele  dieser  Art  Wir 
können  auch  eine  Menge  bilden,  die  alle  Zahlen  v  und  die  ans  ihnen 
gebildete  Menge  als  Elemente  enthali;,  nnd  gekngen  so  zu  einer 
Menge 

ä»'-iaB„  vi, 

die  sieh  ebenfalls  nicht  als  Element  enthält,  und  ebenso  steht  es  mit 
einer  Menge 

die  alle  Zahlen  x  nnd  iDl,  als  Elemente  entiuUt,  nsw.  nsw. 

1)  Hierin  dfirlle  flbrigens  dasjenige  o^dMve  &iteriiim  für  die  wieieDBehaft- 

liclio  Zalä«gigkeit  eine«  Begriffes  gewonnen  sein,  auf  dessen  Notwendigkeit  in  den 
Hilbertscbnii  Grundlagen  (a.  a.  0.  S.  176)  mit  Recht  hingewiesen  wird. 

2)  Jede  analoge  Antinomie  muß  in  dieser  Wciso  Irjsbnr  sein. 

3)  Rtisoel  spricht  von  „Klassen"  statt  „Mengen".  Dies  kommt  aber  inhait- 
lich  auf  dasaelbe  hinaus.  Anch  sehe  ich  ausdrücklich  von  dem  unclgcntlichen 
Begriff  einer  Menge  ab,  die  au»  einem  Elemente  besteht. 
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A.  ScitÖiinAB: 


Wir  fragen  zweitens,  ob  es  Mengen  gibt,  die  sich  selbst  als  Ele- 
ment enthalten.  Dies  ist  wmöffUeh,  Jeder  Versuch,  eine  Menge  dieser 
Art  m  bilta  oder  Tonnstellen,  muß  scheitem.  fis  genflgt  in  dieser 
Hinsieh^  auf  die  im  Uengenbegriff  steckenden  Onmdeigenschaften  hin- 
zuweisen. Als  soleho  sind  anzoftthren:  1.  Die  Menge  ist  Terschieden 
Ton  jeder  ihrer  Teilmengen,  insbesondere  Ton  jedem  ihrer  Elemente. 
2.  Wenn  irgendwelche  Elemente  zu  einer  Menge  zusammenge&ßt  werden, 
so  bleiben  sie  sozosagen  begriffUdi  inmmant  Die  Menge  repräsentiert 
daher  einen  neuen  Begriff,  der  zu  den  einzelnen  Begriffen,  die  die  Menge 
konstitaieren,  noch  hinsokommt.  Deshalb  kann  es  Mengen,  die  sich 
selbst  als  Element  enÜialten,  nicht  geben.*) 

Die  Russeisohe  Menge  aller  Mengen  ii,  die  sich  selbst  nicht 
als  Element  enthalten,  ist  daher  nichts  anderes,  als  die  „Menge  aller 
Mengen^'.  Dies  sind  zunächst  wieder  nur  Worte;  wir  folgern  aber 
sofort,  daß  auch  diese  Worte  keinen  widerspruchsfreien  Begriff  dar- 
stellen können.  Dies  bedarf  aber  kaum  einer  ausdrücklichen  Er* 
Örterung;  denn  hier  liegt  der  Widerspruch  dem  Vorstehenden  gemäß 
auf  diBT  Hand.  Die  Jlf  enge  oRer  Mengen"  wftrde  nämlich  —  fidls  man 
sie  dem  Russeischen  SehloßTerfahren  gemäß  so  anflkßt,  daß  eines  der 
Elemente  der  ^^enge"  mit  der  „Menge^'  identisch  sein  soll  —  eben- 
frlls  eine  Menge  darstellen,  die  sich  selbst  als  Element  entiiält,  was  ja 
unmöglich  ist.  Damit  ist  die  Quelle  des  Russe  Ischen  Paradoxons 
au%edeckt.*) 

l^  Ich  möchte  mir  nii-lit  vorsagoii.  den  logisch«'!!  Charakter  der  Mengen,  die 
eich  selbst  nicht  als  Kleincnt  ontlialtcn,  durch  ein  B^  iHjjiel  za  rrläuteni.  ^'e^- 
steht  man  unter  einem  Kavalleristen  einen  iSoldatcn,  der  —  cum  grano  salia  — 
sa  Pferde  sitzt,  so  begeht  man  einen  logischen  Fehler,  wenn  man  den  Begriff 
leitender  KavaUexiflt**  bildet  nnd  mit  ihm  operiert,  als  stellte  er  nun  eine  besondere 
Art  von  KaTsllttiiten  dsr.  Genan  das  Gliche  gilt  für  die  Russeische  Schiaßweise. 

2)  Man  könnte  der  Meinung  sein,  daß  mit  der  Menge  aller  Mengen  auch 
die  bekante  Cantor-Dedekindsche  Definition  des  Meni:PTi1>pgriffsi  fallen  müßte, 
da  diese  die  Menge  allfr  Menf^f^n  nicht  an^schÜpßp.  Dies  trifft  meine«  Erachtens 
nicht  zu.  Allerdings  bedarf  die  Detinition  eines  Zusatzes,  der,  genau  genommen, 
an  jede  tob  uns  geschaffene  Deflnitiott  anznfßgen  ist,  n&mlich:  „YoransgeBetit;, 
daß  der  gebildete  Begriff  widerspmehsfrei  ist^'.  So  selbetverstftndUch  es  ist,  daß 
dieser  Zusatz  nirgends  ausdrücklich  aufgeführt  wird,  ft>  selbstverständlich  ist  es 
auch,  daß  er  niemals  außer  Acht  zu  lassen  ist  Diesem  Zusätze  gemilß  ist  aber 
die  Menge  aller  Mengen  ausy.viscliließen.  In  der  Cantorschen  Theorie  wird  dies 
durch  das  Wort  „wohldefiniert"  bewirkt.  Man  wird  nun  gewiß  einwenden,  daß 
die  Gesamtheit  aller  widerspruchsfrei  defixxierbaren  Mengen  jedeni'alls  existiert. 
Dies  ist  richtig.  Ein  Fehler  entsteht  erst,  wenn  man  diese  Gesamtheit  Operationen 
unterwirft,  die  wir  gemüB  den  Axiomen  und  Sfttsen  der  Mengenlehre  mit  den 
einseinen  wohldefinierten  Mengen  vornehmen.  Ohne  tiefer  auf  diese  Dinge  einzu- 
gehen, möchte  ich  darauf  hinweisen,  daß  die  hier  gestreiften  Verhältnisse  unter 
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4  Aneh  die  Chsamtheit  W  BÜer  woUgeotdneten  Mengen  hat  be- 
kanntlich zu  einem  logischen  Paradoxon  Yeranlassang  gegeben.^)  Man 
zieht  daraus  zunächst  wieder  die  Folgerung,  daß  in  die  bezQglicheu 
Schlüsse  ein  Becrritt  eingeht,  der  nicht  widerspruchsfrei  ist.  Das  Para- 
doxon entsteht  allordings  erst  dann,  wenn  man  auf  die  der  Größe  nach 
geordnete  Gesamtheit  W,  die  freilich  wohlj^eordnet  ist,  diejenigen  Eigen- 
schaften überträgt,  die  ihren  Abschnitten  zukoiiiiucn,  insbesondere  die, 
daß  man  zu  jedem  Abschnitt  einen  größeieii  bilden  kann;  d.  h.  wenn 
mau  {W,  m)  bildet.  In  der  Tat  leuchtet  unmittelbar  ein,  daß  die  mit 
dieser  Eigenschaft  belegt«  Gesumtheit  W  einen  Begriff  darstellt,  der 
einen  Widerspruch  enthält.  Der  in  sich  widerBpruchsvolle  Begriff 
{Wf  Di)  flarf  daher  nicht  Hilfsmittel  mathematisehpr  Beweise  sein  und 
alle  mit  ^eim  r  U  lfe  abgeleiteten  Kesuitate  etitltt  ii n  ii  der  Beifründimg.") 

5.  Ich  bcnnt/e  die  Gelegenheit,  um  feilende  Ausführungen  hier 
anzufügen.  Man  kann  allgemein  die  Frage  stellen,  ob  die  logischen 
Lehren  durch  die  Matheni;itik  und  die  Mathematiker  pine  Bereicherung 
erfahren  können.  Daß  hier  nielif  von  dein  axiomatischen  Aufbau  der 
Logik  die  Rede  sein  soll,  den  allerdings  die  Philosophen  bisher  kaum 
versucht  haben  dürften,  sondern  von  den  logischen  Grundsätzen  und 
Methoden  selbst,  bedarf  kaum  der  Erwähnung.  Gewiß  wird  man  eine 
solche  Bereicherung  für  ausgeschlossen  halten.  Und  doch  trifft  diese 
Meinnng  nicht  zu.  Die  Logiker  haben  bisher  nur  mit  solchen  logischen 
Ketten  operiert^  die  aus  einer  endlichen  Zahl  von  Schlüssen  bestehen. 
Seit  Cantor  operieren  die  Mathematiker  aber  mit  anendlichen  Ketten; 
TOn  ihm  haben  wir  gd^emt,  außer  dem  Schloß  TOn  v  auf  v  1  den 
▼on  [v]  auf  G}f  resp.  von  {a^\  auf  a„  anzuwenden,  und  hierin  besteht 
eine  außerordentliche  Bereicherung  der  logischen  Methoden.  Allerdings 
ist  zu  beachten,  daß,  wenn  eine  unendliche  Kette  Torliegt»  die  demelbe» 

das  den  Logikern  geläufige  Wort  faUen:  Omnis  determinatio  est  n^Ho.  Das 
„All**  kann  nicht  Gegenstand  logischer  Operationen  sein.  Begriffe,  mit  denen  wir 

operieren  köimen,  entstehen  erst,  wenn  es  Dinge  gibt,  die  unter  sie  fidlen,  und 
solche,  die  nicht  unter  sie  falloo.  ZosammenfaRacnd  könnte  man  also  sagen,  daß 
es  zwei  FiUlc  gibt,  in  denen  ein  Begriff  wissenschaftlifh  nicht  verwendbar,  resp. 
wohldehniert  ist,  wenn  nämlich  entweder  alles  oder  aber  nichts  unter  ihn  fällt. 

1}  Vgl.  besonders  Pb.  Jourdain,  Phil.  Magazine  1904,  S.  04  und  F.  Bern- 
stein, Math.  Ann.  60,  S.  187. 

8)  Meines  Bnehtens  ist  sich  Heir  G.  Gantor  ftber  diesen  Sachverhalt  von 
Anfkng  an  klar  gewesoi  Dafür  npricbt  besoitih  rs  der  Umstand,  daft  er  die 
Offinintheit  W  nicht  als  wohlgeordnete  Menge  beaeichnet,  sondern  nur  deren  Ab- 
schnitte. 

Das  Obige  findet  übrigens  auch  Anwendung  auf  den  ZermeluHchen  iieweis- 
flbir  die  Wohlordnung  des  Eontinuums,  was  ich  in  ähnhcher  Form  schon  aus- 
gefBhrt  habe:  vgl.  Math.  Ann.  Bd.  69,  S.  514  u.  Bd.  60,  8.  181. 
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A.  ÖCHöKrLiEi»: 


SMtfi  Ton  jedem  v  auf  das  folgende  v  +  l  aunudebnen  gestatte^  die 
Mdgliehkeit  des  Schlusses  Ton  [v]  auf  a  sieh  kemmoegs  von  stobst  ver- 
stiM,  sondern  jedesmal  besonderer  JJntmwSmng  ledarf})  Ein  einr 
faobee  Beispiel  wird  dies  in  ETidenz  setsen.  ZetfiUt  eine  Strecke  in 
melirere  Litezralle^  und  teilt  man  eines  von  Urnen  in  zw^  gleidie 
Teile,  so  kann  man  behaupten,  daß  immer  wieder  ein  Intervall  toi^ 
lianden  ist,  das  eine  neue  Zweiteilung  gestattet.  Dieser  Sehluß  gilt 
fOr  jedes  v.  Seist  man  nun  fest,  daß  das  an  teilende  Intervall  das 
Idemate  der  vorhandenen  ist,  so  ist  unser  Schluß  auch  von  { v  j  auf  a> 
ausdehnbar.  Wird  dagegen  das  größte  Intervall  der  Zweiteilung  unter- 
worfen, so  ist  die  Ausdehnung  tou  [v]  auf  m  nicht  gestattet;  denn  in 
diesem  Falle  werden  die  Teilungspunkte  der  Intervalle  schließlich  tiberall 
dicht  liegen. 

Man  mag  fragen^  welchem  Zweck  die  vorstehende  Bemei^ungen 
dienen  sollen.  Darauf  ist  zu  antworten,  daß  meines  Erachtens  die 
bewußte  Anwendung  der  fraglichen  Schluß  weise  in  vielen  Fällen  eine 
formale  Vereinfachung  und   vielleicht  auch  eine  materielle  Klärung 

bedeuten  kauii.    Dies  mögen  folgende  Beis|tiele  erläutern. 

tj.  Bei  der  Gnindlegung  der  Geometrie,  die  Herr  Hilbert  auf 
Grund  des  Giüppenben;riffs  gegeben  bat-),  gebt  er  ailgt'uuiii  von  umkebr- 
bar  eindeutigen  Transformationen  der  Eliene  aus,  und  sebeidet  aus  ihnen 
die  Bewegungen  insbesondere  durch  drei  Axiome  aus,  die  folgender- 
maßen lauten:  1.  Die  „Bewegungen''  bilden  eine  Gruppe.  2.  Durch 
„Drebung*'  um  einen  Punkt  M  fd.  i.  eine  Bewegung,  bei  der  Punkt  M 
fest  bleibt,)  kann  man  eiuen  Punkt  A  in  unendJicb  viele  Lagen  bringen. 
3.  Wenn  es  Bewecrungen  gibt,  (kiri-b  welche  Puuktetripel  in  beliebiger 
N'alie  fies  Punktt't  r,|M'ls  ABC  in  beliebige  Näbe  des  i'uuktetripels 
übergeben,  ho  gibt  es  auch  eine  sok'be  Bewegung,  durch  die  das  Punkte- 
tripel  ABC  genau  in  A  B  C  übergeht.  Es  ist  klar,  daß  das  dritte 
Axiom  das  wichtigste  ist,  und  daß  auf  ihm  allein  die  UnterBcliei(iimg 
der  Bewegungen  von  den  übrigen  hierhergehörigen  Transformationen 
beruht.  Dies  liegt  nun  einfsieh  daran,  daß  bei  den  Bewegungen  ein 
gewisser  Schluß  von  \i>\  auf  a  stets  zulässig  ist,  während  dies  bei  den 
übrigen  Transformationen  nicht  der  Fall  zu  sein  braucht.  Seien  nämlich 
S^,  Sg,  <5>,, . . .  5y .  . .  irgend  welche  eineindeutige  Transformationen,  so 
gilt  dies  anch  von  dem  Produkte 

=  *S'j  •  jSj  . . .  S^. 

1)  Der  Naehweis  der  Zulftasigkeit  dieMs  SehlnsBe»  bildet  bei  vielen  Gantor- 
gchen  %taen  den  Baup^^egenslaiid  des  Beweieea. 

2)  Vgl.  UaÜi.  Ann.  Bd.  6G,  p.  861  ff. 
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Nehmen  wir  uan  insbeBondere  an,  daß  auch 

@„  »  ^  •  ^ . . .  iS>, . . . 

eine  Transformation  ist,  die  einem  tmll;'  heu  Punkt  wiedf^r  einen  endlicheu 
Punkt  zuordnet,  so  läßt  sich  der  Um  ^^chied  zwischen  den  Bewej?nn^en 
und  dl  n  übrigen  umkehrbar  eindeutigen  Tranpformationen  dahin  uus- 
sprecli'/Ti.  daß  bei  den  Bewegungen  nicht  nur  jedes  3^  sondern  auch  (5,.,  eine 
Bewei:;iajy^  ist  —  was  evident  ist  — ,  während  dieser  Sehluß  bei  den 
übrigen  Transformationen  versagen  kann.  Denkt  man  sich  z.  B.  ein 
Dreieck  ABC,  verbindet  C  mit  einem  Punkte  C  von  AB  und  nimmt 
auf  CC  Punkte  C',,  .  6\. ...  an,  die  in  C  ihren  Grenzpunkt  haben, 
so  kann  man  eine  AÜinität  definieren,  die  Dreieck  ABC  in  ABC^ 
überführt  und  allgemein  eine  Affinität  die  ABC^_i  in  ABC,  über« 
f&hrt.   Es  ist  dann 

— ■  <£>j  •     . . .  iSy 
eine  Affiniföt,  die  ABC  in  ABC^.  überführt.   Dagegen  ist 

»  iS|  *  jS^  . .  .  iS,  .  .  . 

keine  eigentliche  Affinität  mehr,  soudern  eme  ausgearteie.  also 
das  dritte  Axiom  lür  die  Affinitäten  versackt,  so  kann  als  Urund  an- 
t^pseben  werden,  daß  für  die  Affinitäten  im  (iegensatz  zu  den  Bewegungen 
der  bezügliche  Schluß  von  j  i' }  auf  n  nicht  erlaubt  ist. 

Zum  Schluß  mochte  icb  mit  wenigen  Worten  auf  die  Debatte 
binwf»isen,  die  auf  dem  internationalen  Heidelberger  Kongreß  über  das 
Prmzip  von  der  Erhaltung  der  Anzahl  stattfand.  Herr  Study  führte 
damals  einwandfreie  Beispiele  au,  in  denen  das  Prinzip  versagt.')  Ich 
will  die  außerordentlichen  Resultate,  die  das  Prinzip  geliefert  hat,  keines- 
wegs herabsetzen  und  erlaabe  mir  nur  eine  formale  Bemerkung.  Meist 
wird  das  Prinzip  so  angewandti  dafi  man  eine  Figur  <8  allgemeiner 
Art  kontinuifrliek  in  einen  ausgearteten  einfacheren  Fall  ©'  übergehen 
laßt.  Man  kann  sich  aber  aach  —  und  dies  ist  sogar  das  Bestimmtere 
—  auf  die  Betrachtung  von  diskreten  Figuren  (S^,  •  •  •  ^.  •  •  • 
«ehränken,  für  die  (S'  =  eine  Grenzlage  ist.  Und  dann  würde  die 
ausnahmslose  Gültigkeit  des  Prinzips  bedeuten,  daß  in  allen  diesen 
Fällen  ein  Schluß  von  {v\  anf  ta  gestattet  isi^  nämlich  der  Schluß,  daß 
gsfwisse  Abzählui^^  nicht  nnr  beim  Übergang  von  zu  ^,.^.1;  sondern 
anch  beim  Übergang  zu  ansnahmslos  erhalten  bleiben.  Mao  wird 
naeh  dem  Vorstehenden  kaum  überrascht  sein,  daß  dies  nicht  zutrifft. 

1)  Vgl.  die  bezflglichen  Yerhandlnngen,  p.  888  ff. 
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Uber  die  Möglichkeit  einer  projektiven  (Teometrie  bei 
transMiter  (nickt  arckimediscker)  Mafibestimmimg. 

Von  A.  ScHOENFLiES  in  Königsberg  i.  Pr. 

Der  voraussichtlich  bald  erscheinende  *  zweite  Teil  meines  Berichts 
über  Mengenlehre  wird  sich  auch  mit  Herrn  Veroneses  traiisfiuiter 
Konstruktion  des  Kontinuums  zu  bcschfiftigen  haben. M  Um  im  Bericht 
nicht  zu  aiistührlich  zu  werden,  will  ich  mich  bereits  an  dieser  Stelle 
etwas  eingehender  über  den  Gegenstand  äuljern. 

Ich  habe  mich  früher  dahin  ausgeyprocheu,  daß  för  die  von 
Veronese  konstruierten  transfiniten  Zahlen  die  Multiplikation  nicht 
durchweg  gestattet  ist  und  dies  würde  7:nr  Folge  haben,  daß  die  pro- 
jektiven Begritte  nicht  auf  sie  ausdehnbar  sind.*)  Diese  Meinung  beruhte 
nun  fillerdiugs  auf  einer  mißverständliehen  Auffassung  der  Veronese- 
sehen  Schriften,  die  durch  ein  von  ihm  fehlerhaft  behandeltes  Beispiel 
gei»oteu  war*),  und  wird  damit  hiufuUig.  Docli  aber  wäre  es  nicht 
richtig,  hieraus  nunmehr  zu  schließen,  daß  für  Veroneses  transfinite 
Zahlen  die  Sätze  der  projektiven  Geometrie  (iKsnaJnnslos  sielten.  Viel- 
Tnehr  w^ürde  es  dazu  erst  gewisser  Erweiteiomgeu  seiner  Zahlen  be- 
dürfen. 

Um  dies  auszuführen,  ist  zuvor  die  Frage  zu  behandeln,  welches 
Minimum  von  Bedingungen  für  transfinite  Zahlen  erfüllt  sein  muß, 
damit  sie  einerseits  einen  irgendwie  bestimmten  Zahlkörper  bilden  und 
andererseits  für  sie  die  spezifische  Veronesesche  Stetigkeit  besteht, 
zumal  dieser  Punkt  bisher  nicht  genügend  in  Untersuchung  gesogen 
worden  ist. 

Ich  beginne  mit  einer  kurzen  Begrifi'sbestiinmung  transfiniter 
Zahlen  und  einigen  Bemerkungen  Ufaer  den  Stetigkeitsbegnff. 

1.  Transfinite  Zahlen  bedingen  die  Einführung  unendlich  großer 
resp.  unendlich  kleiner  Einheiten.   Die  unendlich  grofie  Einheit  49  ist 

1)  Fondamenti  di  geometria,  übenetzt  von  A.  Schepp,  Lßip/Äg  1894.  Die 

fol|Ljeuilen  Zitate  litv.ichcn  «sich  nnf        Überfietzung.    In  neuerer  B(>7.ri(  hnun;^'  iet 
die  V tToneseeche  Maübpstiiiimung  eine  nicht -archimedische.    Ich  werde  jedoch 
die  V  eroueseschcn  Bezeichuuugen  und  Begriti'e  im  allgeiueinen  beibehalten. 
9)  Dieier  Jahresbericht,  Bd.  5,  3.  75. 

8)  a.  a.  0.  S.  217.  Das  Beispiel  wurde  von  ihm  sp&ter  richtig  gestellt.  (Bend. 
Uneei  1S98,  S.  86.)  Da  die  Veronese  sehen  Beweise  keineswegs  sftmtlidi  ein- 
wand^i  sind,  hielt  ich  es  damals  für  das  beste,  mich  an  die  Beispiele  zu  halten. 
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80  definiert,  daß  für  jede  poeitiTe  reelle  Zahl  a  und  für  jede  ganze 
positive  Zahl  v  die  Relation 

<  o 

besteht.  -  stellt  alsdann  eine  unendlich  kleine  Einheit  dar.  Mit  ihnen 
können  wir  die  ein&chsten  transfiniten  Zahlen  in  der  Form 

(1)  +        resp. + 

darstellen.  Fügt  man  zu  den  Einheiten  1  und  o  die  unendlich  großen 
Einheiten  gj^,  wo  l  eine  positive  ganze  Ziüil  ist,  and  für  jedes  k  und 
jede  positire  ganze  Zahl  v  die  Relation 

besteht,  so  erhält  man  die  allgemeinen  Zahlen 

(2)  «PI« 

die  mit  einer  endlichen  Zahl  unendlich  großer  resp.  unendlich  kleiner 
Einheiten  gebildet  sind,  oder  auch  die  Zahlen 

(2a)         ^^<D^  +  ^  ^^«^-1  +  ...^«,  +  «^  +  ^  4-.;.  +  ^, 

die  durch  Kombination  beider  entstehen.  Noch  sllgemeinere  Zahlen 
erhfilt  man,  wenn  man  unendlich  yiele  unendlich  kleine  Einheiten 
zuläßt;  man  gelangt  so  zu  transfiniten  Zahlen  der  Form 

(8)  +  •  •  +  ^  +  -- 

in 

oder  auch 

(3a)  A^at^  +  ^^.i«>^-^  +      +        +  + -^-I---. 

Dabei  sind  die  «,•  und  irgend  welche  reelle  positive  oder  negative 
Zahlen,  die  Null  eingeschlossen.  Ich  bezeidine  sie  als  Koeffizienten, 
Die  Einheit  ea^  soll  die  unendlich  große  Einheit  Xkr  Ordnung  heißen. 
X  bezeichne  ich  auch  als  Exponenten. 

Von  den  noch  höheren  transfiniten  Zahlen  Veroneses  sdie  ich 
zunächst  ab;  ich  komme  später  auf  sie  zurück  (§  10), 

Die  Bechnung^gesetze  der  obigen  Zahlen  sind  dieselben  wie  für 
ganze  Funktionen,  resp.  f&r  Potenzreihen;  insbesondere  wird  auch  die 
Division  ebenso  ausgeführt  wie  die  Entwickelung  eines  Quotienten  von 
ganzen  Funktionen  oder  Potenzreihen.   Im  Gegensatz  zu  den  Potenz- 
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A.  ScHOESFUBS: 


reihen  kommt  jedoeli  die  EonyeigemB  hier  nicht  in  Frage;  die  Koef- 
fizienten    und  Ai  k5nnen  jeden  endliehen  Wert  annehmen. 

Was  endlich  die  GrößenbeEiebimg  betriff!^  so  sind  zwei  tnnsfinite 
Zahlen  SC  und  IB  dann  nnd  nur  dann  gleich,  wenn  alle  Koeffizienten 
bezüglich  gleich  sind,  d.  h.  wenn 

Af  =        und    a^  =  h^ 

ist.  Bei  zwei  ungleichen  Zahlen  und  gibt  es  daher  ein  erstes 
Koeffizientenpaar  Ap  B^  resp.  bf,  das  der  Torstehenden  Relation  nicht 
genügt.   Dann  ist 

«^18,   lalls   At'^Bt   lesp.  a^^6^ 

ist*) 

2.  Die  Veronesesche  Definition  der  Stetigkeit  lautet*): 

Segment  X'X",  dessen  Enden  sich  in  ent(/(yr,i:ir,sctztni  Bich- 
inngen ändern,  und  das  kleiner  u  ird.  als  jedes  beliebige  vot  ijviidn  tu  Siifuiml, 
enthält  ein  von  dem  Veränderungsbereich  seiner  Enden  versciiiedenes 
Eleiticnt. 

Von  einem  solchen  Element  sage  ich,  das  es  einem  Veronese- 
schen  Schnitt  ontsjiricht. 

Die  Dedek i n dsL'ho  und  die  Veronetsesche  .Stoti<^^keit8detinition  sind 
bekanntlich  inhalilich  verschiedeu.  Während  nämlich  gemab  Dedek  ind 
jeder  Teilunfjr  aller  Zahlen  x  in  zwei  Klassen  \x'\  und  \x"\.  so  daß 
jedes  .t"  n;rößer  als  jedes  x'  ist,  eine  Zahi  t  entsprichf ,  vprhuijj^t  die 
Veronesesche  Stetigkeit  die  Existenz  dieser  Zahl  nur  für  den  Fall, 
daß  x"  —  x'  kleiner  werden  kann,  als  jede  Zahl  des  Zahlsvstenis. 
Zahlen,  die  nur  dieser  Definition  genügen,  gestatten  daher  auch  solche 
Teilungen  in  zwei  Klassen  [x'\  und  \x"\y  durch  die  eine  Zahl  des 
Zahlsjstems  nicht  bestimmt  wird.  Solchen  Teilungen  entspricht  eine 
Lücke,   Beispielsweise  bestimmen  die  Zahlen 

\x'\  —  1,  2,  ...  V,  . . . 

und 

{a?")=iD,    J(D,        ^w,  ... 

eine  solche  Lücke. 

Der  Stetigkeitßbegriff  enthält  bekanntlich  zwei  verschiedene  Be- 
standteile; der  eine  ist  eine  Ordmmgsbcziehung  (Anordnungsstetigkeit 

1)  Die  obigem  Festsetzungen  »ind  jedenfalls  widerspruchsfrei.  Aus  welchen 
Annahmen  siV  bcwris)>ar  sind,  kommt  hier  nicht  in  B«'trac1it. 

Man  kann  bekanntlieli  die  obipeu  Zahlen  auch  so  antfassen,  daü  mau  w  eine 
reelle  Variabio  sein  läßt  und  etait  der  Zahlen  die  bezüglichen  Funktionen  be- 
bcftcbiet.  Dadurch  wird  jedoch  an  der  Sache  nichts  geändert. 

2)  Atti  d.  R.  Acc.  dei  Lincd  (4)  Memorie  Bd.  6»  S.  618  {im), 
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der  andere  eine  Grußenhnsiehunfj  '  (.Trößenstetigkeifc). Ihre  axioniatische 
Bedetitung  und  ihre  gegeiiseitiixe  Beziehnnfx  läßt  sich  meines  Eracktetts 
am  joaturgemäßesten  folgendermaßen  darlegen. 

3.  Ich  sehe  zunächst  toh  Orößenbexieliangeii  ab^  besclininke  mich 
also  auf  blofie  B«tracbtung  des  OrdmungatypoB.  Ist  dann  eine  linear 
geordnete  Menge  Jf  irgendwie  definiert,  so  zerfiUle  man  sie  in  Dede- 
kind scher  Weise  in  die  zwei  Teilmengen  M'^{x*]  nnd  JKf  —  ldp"}, 
sodaß  jedes  x*  jedem  x"  vorangeht.  Dann  können  an  sieh  nnr  vier 
BUlle  eintreten,  nnd  zwar  die  folgenden: 

1)  Es  kann  Jf'  ein  letztes  Element  |'  nnd  ein  erstes  Ele- 
ment t"  habra;  es  liegt  dann  in  Jf  ein  Spnmg  vor. 

2)  Jf'  bat  ein  letztes  Element  |',  aber  Jf"  kein  erstes  Element. 

3)  Jf"  hat  ein  erstes  Element      aber  Jf'  kein  letztes. 

«  4)  Weder  hat  Jf '  ein  letztes  noch  Jf"  ein  erstes  Element^  sodafi 
in  Jf  eine  Lädx  vorliegi 

Dies  gilt  für  jede  derartige  Teilung.  Die  Dedekindsche  Defini- 
tion wfirde  nnn,  wenn  man  nur  die  Anoidnnngsstetigkeit  in  Betracht 
zieht,  so  zn  formulieren  sein,  daß  sie  für  jede  Teilung  den  ersten  nnd 
vierten  Fall,  also  Sprünge  nnd  Lücken  ausschließt.  Dem  Yeronese- 
schen  Begriff  der  Stetigkeit  aber  würde  es  entsprechen,  daß  sie  den 
ersten  Fall  inuHcr,  den  letzten  Fall  nur  imter  gewissen  Bedingungen 
ausscliließt.  In  der  Tat  treten  ja  bei  Veronese  Lücken  wirklich  auf. 
Die  Ausschließung  der  Sprünge,  die  beiden  Definitionen  gemeinsam 
ist,  bewirkt,  daß  der  Ordnungstypus  überall  dicht  ist;  es  entspricht 
dann  jedes  Element  einem  Hehnitt.*) 

Da  übrigens  die  Urdnungsbeziehungen  nach  axiomatischer  An- 
nahme projektiv  invariant  sind,  so  liaben  sie  für  alle  Geraden  den 
gleichen  Charakter,  falls  sie  in  gleicher  Wei«te  für  jede  Teilung  auf 
einer  eiii/if^en,  im  übrigen  beliebigen  (ieradeii  f«'stu:esrt/t  werden.  Dies 
bewirkt,  daß  die  ebene  und  räumliche  Anordnuu^sstetigkeit  durch  die 
lineare  mitbestimmt  ist. 

1)  Die  Übertragung  der  Stetigkeitsbegriffe  aaf  Ordnungs^en  findet  lich 
soerst  bei  Herrn  0.  Cantor,  Math.  Ann.  Hd.  46,  S.  508.  Vgl.  auch  meinen  Beg- 
licht über  Men^'f'iilclire,  diese  .Iiihrc^lifT  B<1,  s.  5,  S.  31. 

2)  ThrCTii  wörtlichen  Iidialt  nach  schlieft  allrrih'npH  die  Verouesesche  De- 
finition Sprünge  nicht  aus,  uud  zwiir  denwegeu,  weil  sie  mit  untndlicJien  Teil- 
ttengen  {x  ]  und  {x"}  operiert,  die  die  Endpunkte  dei  Segmentes  dorch- 
lanfen.  Eine  niigende  dichte  perfekte  Menge,  von  der  man  die  findpunkte  der 
punktfreien  Intervalle  tilgt,  wflrde  sogar  dem  Wortlaut  der  Definition  genügen. 
Für  d.iH  Voronesesche  Eontinnum  kommt  dieser  Umstand  jedoch  nicht  in  Be- 
tracht, da  er  zuvor  andere  Kigenaebaften  einführt,  die  ihn  ausschließen,  nämlich 
die  Hom<^enität  (§  7). 
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Die  obige  Erscliöpfuug  aller  vorhandenen  Möglichkeiten  dürfte  die 
einzelnen  Elemente,  Uie  im  Begriff  der  Anordnuügsi^teiigkeit  stecken^ 
und  ihre  gegenseitige  Beziehung  am  einfachsten  hervortreten  hissen. 
Sie  zeigt  unmittelbar,  daß  in  diesen  Begriö'  zwei  verbchiedene  Au- 
nahnien  eingehen  können,  dali  beide  voneinander  unabhängig  sind,  und 
daß  weitere  Anorduungseigenschaften  fiir  ihn  nicht  in  Frage  kommen 
können;  immer  vorausgesetzt,  daß  für  alle  Teilungen  das  gleiche  be- 
stimmt ist. 

4.  Fflr  die  im  SteügkeitsbegrifF  enfhaltene  Gidßenbesielumg  sind 
zwei  Terscbiedene  Mogbcbkeiteit  in  Betracht  za  ziehen.  Man  kann 
eich  entweder  im  archimedischen  oder  im  niehtarehimediecfaen  GrSBen- 
gebiet  bewegen,  und  es  mtiteht  die  Frage,  ob  und  wie  sieh  diese 
beiden  Möglichkeiten  mit  den  Annahmen  Tcreinigen  lassen,  die  in  der  An- 
ordnnngsstetigkeit  stecken.  Da  ftber  alle  Stetigk^tsbegriffe  die  Sprönge 
aosschliefien,  xmd  diese  Aasschließung  sowohl  im  archimedischen  wie 
im  nichtandumedisehen  Gebiet  möglieh  ist,  so  ist  nur  das  Auftreten  yon 
Lücken  in  Betracht  ssu  ziehen.  Die  bezügliche  Üntersnchuug  ist  be- 
reits ausgeführt  worden.  Ich  beschranke  mich  darauf,  zweierlei  an- 
zuführen. Erstens  ISflt  sich  unter  Voraussetzung  der  einftchsten  Oröfien-- 
reep.  Kongruenzaziome  beweisen,  daß,  wom  Lücken  ausgeschlossen 
werden,  das  betrachtete  Grdfiengebiet  ein  archimedisches  sein  muß,  wie 
kürzlich  yon  Herrn  Hölder  gezeigt  worden  ist^);  das  archimedische 
Axiom  erscheint  also  insofern  als  eine  Foiffe  des  Ansschließens  von 
Lücken.  Zwntens  aber  ist  der  Yeronesesehe  Steti|^itsbegriff  mit. 
dem  Auftreten  von  Lücken  nur  dann  yerainbar,  wenn  das  Größen- 
gebiet  ein  nichtarchimedisches  ist. 

5.  In  den  Hiibertschen  „Grundlagen  der  Geometrie"-)  wird  die 
Stetigkeit  durch  das  archimedische  Axiom  oder  das  Axiom  des  3Itssnis 
und  das  Axiom  der  VoUsUimlüf/ceU  definiert.  Das  Ausschließen  von 
Sprüngen  wird  dort  durch  ein  Axiom  bewirkt,  das  bereits  imter  den 
einfachen  Anordnungsaxiomen  enthalten  ist,  nämlich  daa  Axiom  II,  2, 
Das  Vollständigkeitsaxiom  kommt  also  nur  noch  für  die  Ausschließung 
der  Lütgen  in  Betracht:  in  der  Tat  soll  es  dem  Zweck  dienen,  im 
Verein  mit  dem  archimedischen  Axiom  die  Dedekindsche  Stetigkeit 
zu  bewirken. 

Für  das  von  Yeronese  konstruierte  mit  Lücken  behaftete  Kon- 
tinnum besteht^  wie  sich  später  zeigen  wird,  die  durch  das  Vollstaadig- 
keitsaxiom  geforderte  Eigenschaft  nicht.  (§  12).  Die  einzige  Frage,  die 

1)  Vgl.  Leipziger  Rer.  190*2  S.  7. 

2)  Vgl.  2.  Auii.    Leipzig  1903,  S.  lö. 


Digitized  by  Google 


Ober  die  Möglichkeit  einer  pfojektiTen  Geometrie  usw. 


81 


hier  noch  offen  bleibt,  ist  daher  die,  ob  das  Vollständigkeitsaxiom  mit 
dem  Ausschluß  von  Lücken  identisch  ist,  oder  nicht.  Es  wäre  ulso  zu 
uiitt  rsuchen,  ob  man  nichtarchimedische  GrölSea Systeme  aufstellen  kann, 
die  dem  Vollständigkeitsaxiom  genügen.  Es  müßten  dies  Systeme  sein, 
die  zwar  Lücken  enthalten,  aber  iu  der  Weise,  daß  sich  diese  [jücken 
nicht  durch  neue  Größen  ausfüllen  lassen,  die  den  vorausgesetzten 
gTimdlegenden  Axiomen  genügen.  Auf  diese  Frage,  die  auch  in  den 
Hilbert  sehen  (iruudla^en  nicht  erörtert  worden  ist,  komme  ich  am 
Ende  dieser  Note  zurück. 

Ganz  kürzlich  hat  -iich  mich  Herr  \  ahlen^J  eingehend  mit  dem 
Stetigkeitsbegntt  beschäftigt,  und  ihn  in  seine  Bestandteile  aufzul()sen 
gesucht.^)  Wie  aber  Hen*  Dehn^)  bemerkt  hat,  leidet  der  Vahlensche 
Stetigkeitsbegriff  an  einem  formalen  Mangel,  der  ihn  illnsorisch  macht. 
Die  Vahlensche  Definition  schließt  lumlich^  wie  man  leicht  sieht,  die 
vier  obigen  F'^le  sämtlich  aus;  sie  müßte  daher  verlangen,  daß  eine 
Menge  M  außer  allen  ihren  Elementen  noch  weitere  Elemente  besitzt 
Sieht  man  von  diesem  formalen  Mangel  ab,  an  dem  übrigens  der  äqui- 
valente Stetif^keitsbegriff  des  geometrischen  Teils  nicht  leidet,  so  ist  die 
Vahlensche  Definition  im  übrigen  mit  der  Dedekindschen  identisch, 
da  sie  sowohl  den  Kall  1)  wie  den  Fall  4),  also  Sprünge  und  Lücken, 
ausschließt.    Diese  Definition  zieht  daher  die  Meßbarkeit  nach  sieh.^) 

Daß  der  Stetigkeitsbegriff  auch  mit  solchen  Qroßensystemen  ver- 
trigUch  iB/t,  für  die  nicht  dieselben  aidomatiBchen  Gesetze  gelten,  wie  für 

1)  Abstrakte  Geometrie,  Leipzig  1905. 

S)  Dort  heißt  es  auf  8.  9,  nachdem  sovor  nur  die  linearen  Ordnanga- 
beaebniigeii  eingeflibxt  lond:  JHSne  linear  geordnete  Menge  heifit  „atetig'\  wenn 
jedem  . . .  Sjstem  von  nicht  lauter  gleichMrtigim  Ordnungsheziehungen  eines  Dinges 
m  allen  Dingen  einer  Teilmenge  wenigstene  ein  Ding  x  der  Mmge  enteporicht.** 

3    Diese  .Tiiliresbor.  XTV  '1905^  S.  r)86. 

4}  Ea  ist  daher  irrig,  wenn  llen-  \  ahien  a.  a.  0.  8.  U  bemerkt,  seine  Stetig- 
keit eei  vencUedeii  Ton  derjcuigeu  Dedekinda  und  «tinane  aachUch  mit  der 
von  Teroneae  gegebenen  Überein.  Die  von  ihm  apftter  als  stetig  bezeiehnetm 

Mengen  sind  allerdings  teilweise  nur  im  Veroneaesehen  Sinne  stetig.  Es  ist 
sehr  bedauerlich,  daß  ein  Buch,  das  seinen  Gegenstand  allseitig  zu  erschöpfen 
bestrebt  ist,  an  einem  so  prinzipielW-n  Maugel  leidet,  dar  im  arithmetischen  wie 
im  geometrischen  Teil  die  Folgerichtigkeit  der  EntwicUelun^on  vioH'.u  li  st  irt  |Die 
Vahlensche  Kntgegnoug  (dies.  Jahresber.  14,  8.  ödl;  ändert  iiierau  uicht^  l 

Es  hei6t  dann  a.  a.  0.,  ich  aelbat  habe  mich  dahin  ausgesprochen,  die 
Dedekindaehe  Stetigkeit  aei  mit  dem  Axiom  des  Archimedea  gleichwertig. 
(Dieser  Jahresbericht  Rd  5  S.  75.)  Da  das  archime(H:^l  he  Axiom  auch  im  Körper 
der  rationalen  Zahlen  erfüllt  ini,  trifft  dies  natürlich  nicht  zu.  Ich  möchte  aber 
bcmcrkfu ,  daß  diese  XquiMUen/.  von  mir  nur  mit  KiiekHicht  auf  die  a.  a.  O.  er- 
örterte Konstruktion  dea  Koutiuuums  gemeint  aein  soll,  was  freilich  nicht  aus- 
drficklich  gesagt  ist,  aber  ans  dem  Znaammenhang  hervorgeht. 
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die  gewohnlidieii  Zahlen,  bedarf  kaum  der  Erwahnungi  doeh  wird  tod 
ihnen  im  folgenden  nicht  die  Rede  s^. 

6.  Die  im  Eingang  gostelito  Frage  läuft  darauf  hinaus,  zu  prüfen, 
welche  Bedingungen  den  Knelli/ienten  und  A  -  sowie  den  Ex|io[itMiff>n  A 
der  transfiniten  Zahlen  auferlegt  w  erden  niiisseu,  damit  sie  einen  irgend- 
wie bestimmten  KörDer  bilden,  der  im  Sinne  Veroneses  stetig  ist. 
Im  allgeniemen  werde  ieb  annehmen,  daß  den  zu  prüfenden  transfiniten 
Zahlk()rpern  auch  die  Einheiten  zugehüreu.  Ich  sehe  aber  auch  ge- 
legentlieh davon  ab. 

B"fr?^ehtet  man  die  obigen  Zaliien  zunächst  tnir  fiu  sir}i.  ohne  daß 
sie  einen  Xöqier  bilden  HoUen,  so  legt  der  Veronesesehe  Stetigkeits- 
begritt^  nur  dem  letiien  Ko^'fisfientm,  falls  einer  existiert,  eine  Be- 
schränkung auf. 

Um  dies  zu  zeigen,  iasse  man  zunächst  einmal  die  Zahlen 

ins  Auge.   Eine  Teilung  in  zwei  Klassen 
werde  bo  vorgenommen,  daß  sie  eine  Zahl 

des  Zaiilsvätems  beBtimmt.    Es  muß  dann  erstens  jede  Differenz 

(4)  r'-r-jL>  +  <~(^>  +  ^)>o 

sein,  woraus  folgt:  andererseits  muß  dieselbe  Dütereuz 

(5)  ^>  +  A;  -  (A[m-\~  AiXd 

gemacht  werden  können,  wenn  d  irgend  eine  reelle  positive  Zahl  des 
Zahlsystems  ist.  Daraus  folgt  zunächst,  daß  nicht  etwa  für  jedes 
Ko^zientenpaar  A^' ^  A[  die  Relation  A['  —  A[  >  0  bestehen  kann. 
Es  gibt  daher  in  beiden  Klassen  notwendig  Zahlen  W  und  mit 
gleichen  ersten  Koeffizienten  und  aus  (4)  folgt  weiter,  daß  dieser 
Koeffizient  für  die  Klasse  |9C')  das  Maximum,  für  {W\  das  Mini- 
mum darstellt.  Er  wo.  B^.  Die  Yeronesesche  Bedingong  besagt  dann 
weiter,  daß  die  Zahl  9  einen  Sehnitt  auch  für  die  Zahlen 

Byca  -\-  Aq  und  B^u  -{-  J.^ 

bedeutet,  und  daraus  folgt  gemäß  (5),  daß  A^'  —  A^  <  d  ausfallen  muß. 
Dem  wird  jedenfalls  genügt^  wenn  für  die  Koeffizienten  Aq  die  Dede- 
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kindsrlif^  ^t•■lll:;kell^.bedm(rlmfr  erfüllt  ist.*)  Für  die  Koeffizient  tu  .4^ 
dagotreti  ergibt  ^Ifh  eine  Bedingung  nicht.  Hierauf  hat  bereits  Herr 
Holder-)  hingewiesen. 

Vjfi  ist  olme  weiteres  klar,  daß  die  anai(  h  iSchlüsse  für  jedes 
System  transfiniter  Zahlen  gelten,  das  mit  irj-nd  welcher  endlicJim 
Menee  unendlich  großer  imd  tinendlich  kleiner  Einheiten  gebildet  ist, 
d.  h.  für  die  Zahlen  der  Form  (2)  und  (2  a).  Es  ist  sogar  an  sich 
möglich,  daß  jeder  der  Koeffizienten  und  a,.,  vom  letzten  abgesehen, 
nur  eine  endhche  Zahl  von  Werten  annimmt.  Betrachtet  man  z.  B. 
solche  Zahlen  (2),  bei  denen  alle  Koeffizienten  a^,  a^,  . . .  mir  die 

Werte  —  1,  0,  4-1  haben,  während  a  ■  eine  beliebige  reelle  Zahl  sein 
kann,  so  genügen  sie  immer  noch  der  Veroneseschen  Stetigkeiten 
bedingnng  nnd  es  stellt  sogar  jede  Zahl  dieses  Systems  einen  Vero- 
neseschen Schnitt  dar.   Z.  B.  ist  die  Zahl 

a-i-i-A  

Schnitt  iswischen  den  Teilmengen 

r'-«-i-^'  und  r«a--Y 

(lehen  wir  endlich  zu  den  Zahlen  (3)  resp.  (3a)  über,  so  ergibt 
sich  in  der  gleichen  Weise  das  bemerkenswerte  Resultat,  daß  die  VerO' 
ncsesrhe  Slefiffkeit  ihren  Kocfftzicntm  nherhaapt  krinc  Bedinffunff  auf- 
erlegt. Auch  hier  könnte  sogar  jedetn  der  Koeffizienten  nur  eine  endliche 
Zahl  von  Worten  gestattet  sein. 

Für  diese  Zahlen  besteht  noch  eine  weitere  wichtige  Eigenschaft 
Ist  nämlich  —  ich  beschränke  mich  der  einfacheren  Schreibweise  halber 
anf  die  Zahlen  (B)  — 

<6)  »_j.  +  .^  +  ...+  ?^r.-+ii  +  ^;+;  +  ... 

eine  Zaihl  des  Systems^  so  kann  es  vorkommen,  daß  fftr  unendlich  yiele 
Werte  von  v  Koeffizienten    ,    ^  ,  ^ 

so  existieren,  daß  auch 

und  _  f.  J.f, 

1)  Ich  sehe  hier  davon  ab,  dafi  gemäß  §  2  Anm.  2  ein  Vcronese scher  Schnitt 
auch  vorhanden  .suin  würde,  wenn  die  Koet'fi/.ienten  einer  geeigneten  nicht 
überall  dichten  Teilmenge  den  Kontiuuums  »'ntsprcchen. 

3)  a.  a.  0.  S.  12,  wo  die  obige  Betrachtung  enthalten  iat. 
ürimibaridit  4.  DeatMbta  ]lBam.-Vimüitguug.  XY.  Hol«  1.  8 
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Zdikn  des  Syatems  sind.  Aladann  besiimineii  die  Mengen  {18^)  und 
{Sd")  einen  YeronesesGlien  SehniU,  dem  die  Zahl  SB  enispriehi  In 
der  Tat  wizd  ^^  —  K,  wenn  v  die  beEfiglichen  Werte  daichlAnft, 
kleiner  «1b  jede  dem  Zahkyetem  angehdrige  ZaM,  und  far  jedes  der^ 
artige  ff  ist  SB»  <  fl9  <  9^.  Weitere  Folgerungen  werden  sich  hieraoB 
alsbald  ergeben. 

7.  Von  diesen  mehr  formalen  Betrachtungen  gehe  ich  nun  mr  Be- 
trachtung von  Zahlkurpern  über,  zunächst  zu  dem  Fall,  daß  in  diesem 
Körper  Addition  und  Suhfrali'on  in  endlicher  Foltje  aiisfnhrhar  sind. 
Diese  iorderung  entspri<  lit  der  \  eronesesciien  Delinition  des  homo- 
genen Systems.  Herr  Veronese  nennt  nämlich  ein  lineares  Punkt- 
system homoiim^^,  wenn  für  jeden  Punkt  A  und  jedes  beliebige  Seg- 
ment X  F  zwei  Segmente  AB  und  A  existieren,  die  gleich  X.Y  sind^ 
was  mit  der  obigen  Bedingung  sachlich  ilbereinstimmt. 

In  dem  ^^o  definierten  Körper  müssen  die  Koeffizienten  und 
der  Bedingung  genügen,  ebenfalls  je  einen  Körper  zu  bilden,  der  Ad- 
dition und  Subtraktion  gestattet.  Ein  weiteres  ist  nicht  nötig.  Sehen 
wir  also  bei  den  Zahlen  (2)  und  (2a)  vom  letzten  Koeffizienten  ab,  so 
kann  der  Körper  eines  jeden  anderen  Koeffizienten  beispielweise  aus 
den  ganzen  Zahlen,  oder  aus  allen  Vielfachen  derselben  Zahl  bestehen^ 
aber  ancb  irgend  einen  höheren  reellen  aigebraiBohen  Körper  bilden, 

wie  B.  B.  den  Körper  der  Zahlen  a  +  iV^;  wo  a  und  h  selbst  einen 
der  eben  genannten  ganzzahligen  Körper  ausmachen  usw. 

Für  die  ZaMm  (3)  und  (3a)  giU  dies  sogar  von  jedem  Korffigimien. 
Nehmen  wir  jetzt  insbesondere  noch  an,  daß  dem  mit  den  Zahlen  (3) 
und  (Sa)  angebauten  Zahlkörper  auch  die  Einheiten  sugehören,  was 
TOn  nun  an  stets  vorausgesetzt  werden  soll,  so  gilt  fUr  diesen  Körper 
die  am  Ende  ron  §  6  erwähnte  Eigenschalt;  es  sielU  daher  jede  Zahl 
emes  sotdun  Körpers  einen  Veronesesehen  SchmU  dar. 

Im  arithmetischen  Interesse  soll  tlbrigens  erwähnt  werden,  daß 
man  Zahlkörper  dieser  Art  an&tellen  kann,  denen  die  Einheiten  nicdit 
zngehören.  Nimmt  man  nftmlich  für  jeden  Koeffizienten  einen  alge- 
bntisehen,  nicht  rationalen  Wert  an,  so  kann  man  eine  ab^Mbare  un- 
endliche Menge  Ton  Zahlen  93,  . . .  so  au&tellen,  daß  niemals 
zwischen  einer  endlichen  Zahl  yon  Koeffizienten 

iK,  K,  K\  . . . 

eine  Kelation  mit  rationalen  Koef'li/'enten  besteht,  unrl  die  aus  diesen 
Zahlen  ^  durch  Addition  und  Subtraktion  entstehenden  Zahlen  bilden 
einen  derartigen  Körper. 

1)  Fondamvati,  8. 71  der  deutschen  Ausgabe. 
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8.  Gehen  wir  zur  Forderung  über,  daß  die  tmiiBfiiiiten  Zahlen 
aach  die  MnltiplilntioB  gestatten,  so  eigibt  sich  nieht  allein  eine 
Bedingung  f&r  die  Koeffizienten,  Bondem  anch  ffte  die  Einheiten. 
Beide  müssen  die  Gruppeneigenschaft  für  Addition,  Subtraktion  nnd 
Multiplikation  besitzen.  Für  die  Koeffizieaten  kann  dies  auch  hier 
noch  80  erfUlt  werden,  daß  sie  nur  ganzzahlige  Werte  anndunen. 
Existiert  andererseits  eine  unendlich  große  Einheit  o,  so  existieren 
audi  die  Einheiten  o*,  o*  . . .  und  das  Gleidbe  gilt  fbr  die  unendlich 
kleinen  Einheiten.  Immer  aber  kann  man  noch  Zahlsysteme  dieser 
Art  aufstellen,  in  denen  jede  Zahl  eine  endliche  Zahl  von  Einheiten 
enÜiält,  so  daß  also  Zahlen  der  Form  (3)  ausgeschlossen  sind.  Auch 
hier  stellt,  welche  Koeffizientenwerte  wir  auch  benutzen,  jede  Zahl  des 
Körpers  einen  VeroneseBcheii  Schnitt  dar.    Ist  z.  B. 

eine  Zahl  des  Körpers,  so  gibt  es  in  ihm  auch  Zahlen 

*    und  + 

wo  V  >  >l  ist;  bei  hinreichend  großem  v  wird  33r  —  ^-Ö^  kleiner  als  jede 
beliebige  Einheit  l/o>"  und  es  ist  35,'  <  93  <  )8v,  woraus  die  Behauptung 
folgt  Dagegen  entspricht  fUeht  jedem  Veroneseschen  Schnitt  eine 
Zahl  des  Körpers;  um  dies  zu  carreidien,  müssen  wir  yielmehr  auch 
die  Zahlen 

®*  -    + +  ^!  +  •  -  +    +  •  •  • 

hinzufügen,  falls  alle  Zahlen 

im  Zahlc^tem  Torhanden  sind.    In  dem  Fall,  daß  alle  Koeffizienten 
ganzzahlig  sind,  werden  auch  die  Koeffizienten  aller  Zahlen  !6q  MuntUch 
ganzzahlig  sein.    Ich  schließe  mit  dem  8atz: 

Es  giJU  iransfinite  Zahlkörper ^  deren  KoefftzimUt}  tiur  gamzahluje 
Werte  ann^menf  die  der  Veronesesdien  StetigkeiUhedin(ßm<f  ffenüym, 
und  bei  denen  sogar  jede  Zahl  einem  Veronesesd^e»  Schnitt  entspricht. 

Wird  zu  den  geforderten  Rechenoperationen  auch  die  Division 
gefügt,  so  können  die  Zahlen  (2)  und  i2a)  einen  Körper  nicht  mehr 
abgeben,  es  wird  notwendig  auch  die  Existenz  der  Zahlen  (o )  gefordert. 
Zudem  müssen  die  Koeffizienten  imd  einen  allgemeinen  Rationalitats- 
bereich  bilden.  Dies  wird  sicher  dann  der  Fall  sein,  wenn  jeder  von 
ihnen  jeden  rationalen  Zahlenwert  annehmen  kann.    Wir  gelangen 
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alflo  wieder  za  dem  Resultat,  daß  es  einm  iransßniten  Körper  gibt, 
dessen  Koeffitienten  rational  simi,  der  im  Veroneseseiien  Sinn  stetig  ist 
und  bei  dem  ßugleieh  jede  ZM  einen  Veroneseschen  Schnitt  dcarstelU, 
Selbrtvieral&Ldlick  entiilli  ein  8oldier  Edrper  tsagh  iMn^eeni  ihm  gdiöit 
z.  B.  immer  noch  diejenige  an,  die  in  §  2  erwiUuit  iBi  Endlidi  möchte 
ich  bem^hen^  daß  die  Elemente  dieaee  im  Veroneseschen  Sinne 
stetigen  Körpers  eine  abzShlbare  Menge  bilden. 

9.  Stellt  man  an  daö  lineare  Kontmuiin!  nur  die  Forderung,  die 
Veronesesche  Stetigkeit  zu  besitzen  niui  außerdem  alle  rationalen 
Operationen  zn  {restatten,  so  ist  der  e^on  konstruierte  Kör])er  zu  diesem 
Zweck  ausreichend  Er  deckt  Ficli  aber  nicht  mit  dem  Verouesescheu 
Kontinuiim  —  nauiriicli  hei  vorläutiger  Beschränkung  auf  die  gewählten 
Einheiten  -  -  obwohl  auch  in  den  Veroneseschen  Fondumenti  von 
anderen  als  rationalen  Operationen  nie  die  Rede  ist.  Das  Veronese- 
sche Kontinuum  beschränkt  sich  nämlich  nicht  auf  rationale  Werte  der 
Koeffizienten,  es  postuliert  vielmehr  für  jeden  Koeffizienten  und 
sämÜicfie  reellen  Zahlenwerte.  Dies  geschieht  durch  die  Hypothesen  VI 
und  YII  der  Fondamenti,  die  darauf  hinauslaufen,  jeden  Koeffizienten  ^ 
nnd  der  Dedekindechen  Stetigkeit  zu  unterwerfen.')  Diese  Annahme 
erscheint  aber  entbehrlich.^)  Sie  würde  nur  nötig  sein,  wenn  man  auf 
diese  Weise  dieselbe  W^irkung  erreichte,  wie  im  Gebiet  der  reellen  Zahlen, 
daß  nämlich  in  dem  so  definierten  Zahlkürper  auch  andere  als  rationale 
Operationen  au8führ))ar  sind.  Dies  trifft  jedoch,  wie  ich  alsbald  zeigen 
werde,  nicht  zu.  Überhaupt  dQrfte  meines  Erachtens  die  Frage,  was 
durch  die  Einftthrung  der  transfiniten  MaBbestimmung  geleistet  werden 
kann,  erst  dadurch  einer  unzweideutigen  Beantwortui^  fähig  werden, 
daß  man  die  Koeffizienten  und  auf  di^euigen  ZahlkÖtper  beschi&nkty 
die  für  die  bezttgUchen  Zwecke  hinreichend  und  notwendig  sind.  Zu 
diesem  Resultat  sn  gelangen,  ist  der  wesentlichste  Zweck  der  hier 
▼orgefBhrten  Betrachtungen. 

10.  Zunächst  bedarf  es  noch  einer  \  erailgemeiuerung  unserer  trfins^ 
finiten  Zahlen.  Man  kann  die  transfiniten  Zahlen  in  verschiedener 
Richtung  verallgemeinem,  dabei  wollen  wir  al)er  von  vornherein  an- 
nehmen, daß  die  Zalilen  stets  einen  Körper  mit  rationalen  Koeffizienten 
bilden,  dem  auch  alle  Einheiten  zngehören.  Die  Verallgemeinerung  ist 
erstens  so  möglich,  wie  es  Herr  LeTi-CiTita^)  getan  hat,  indem  man 

1)  A.  a  0.  8. 144  nnd  16S. 

i)  Diese  Annahme  ventdfit  auch  dag^^  daß  im  Veroneseochen  Simi  die 

Inational/.ahl  durch  ein  unendlich  kleines  Gebiet  zu  ersetzen  ist;  vgl. s. B. a.a.O. S.i70. 
8)  Atti  de  B.  I«t.  Veneto,  Bd.  4.  Serie  7  (1893.)  S.  1766. 
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nämlich  die  ganzen  Potenzen  von  «  und  I/o?  durch  irgend  eine  Gruppe 
Ton  Potensen  ersetzt ,  deren  Exponenten  bei  den  Operationen  des 
Korpers  invariant  bleiben,  ilit  solchen  Zahlen  werden  wir  uns  sds^ 
bald  zu  beschäftigen  haben.  Den  allgemeinaten  Fall  würden  diejenigen 
ZahluL  darstellen,  bei  denen  die  Exponenten  sämtliche  positiven  und 
negatiTen  reellen  Werte  annehmen  können;  jede  Zahl  dieser  Art  hätte 
dann  die  Form 

(8)  a,>ai^  +  ajCD«»  +  «' •  +  a,a»*»  +  -»', 

Pe  >    >  Cs  •  •  ■  >    >  •  •  •» 

wobei  es  durchaus  dahingestellt  bleiben  kann,  ob  die  gegen  eine 
endliche  Grenze  oder  gegen  —  oo  konvei^ieren.  Es  ist  klar,  daß  der 
Bau  dieser  Zahlensysteme  bei  Addition,  Subtraktion,  Mnltiplikation 
nnd  Pivision  iingeändert  bleibt.  Falls  insbesondere  gegeii  —  oo 
konvergiert^  so  besitzen  diese  Zahlen  dieselben  Stetigkeiiseigensehaifteny 
die  in  §  6  für  die  Zahlen  der  Form  (3)  abgeleitet  wurden;  übrigens  ist 
dieser  Fall  der  einzige,  der  uns  nachher  praktisch  beschäftigen  wird. 

Weitere  Vmrallgemeinenmgen  erhalten  wir  folgendermaßen.  Bisher 
bildeten  die  Exponenten  eine  endliche  Menge  oder  eine  wohlgeordnete 
Menge  Tom  Typns  (d.  Man  kann  aber  auch  Zahlen  herstellen,  bei 
denen  die  Exponenten  jede  beliebige  wohlgeordnete  Reihe  abnehmender 
Zahlen  bilden.   Von  dieser  Art  sind  z.  B.  die  Zahlen 

(9)  Of^cofto  +  agjo?'  +  h  «10©"»  -\-  a^^G)"^ -j-  '  • 

hei  denen  f&r  die     nnd  tf^  die  Relationen 

best*  li(  n.  inul  die  den  ürduungstypus  co  ,  2  haben,  oder  auch  die  all- 
gemeineren analog  gebildeten  Zahlen 

(10)  ^^0^^^*  +2  "i^^    +  •  •  •  +  •  •  •> 

die  den  Ordniin«rRtv])ns^  (o  .  co  besitzen,  und  deren  Exponenten  ähnlichen 
Relationen  g  iiüu^  ji  usw. 

Eine  weitere  Verallgemeinei  uii^^  ergibt  sich,  wenn  man  mit  Veronese 
auch  unendlich  große,  resp.  unendlich  kleine  Einheiten  nnendlich  hoher 
Ordnun(j  einffihrt,  und  dies  kann,  indem  man  die  Ordnung  des  Unend- 
lichwerdens in  bekannter  Weine  wachsen  läßt,  l)eliebig  oit  geschehen. 
Jede  Potenz  von  ca,  deren  Exponent  eine  Zahl  der  zweiten  Zahlklasse 
ist,  stellt  eine  unendlich  große  Einheit  dieser  Art  dar.  Die  mit  diesen 
Einheiten  gebildeten  transfiniten  Zahlen  Veroneses  besitzen  übrigens 
sämtlich  die  Eigensdiafty  daß  ihre  Ea^mtenten  eine  wohlgeordnete  Menge 
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ahuehmenikr  Zahlen  h'dden.  Dies  ist  ihr  charakteristisches  Merkmal.*) 
Die  so  eutsteheudeii  Zahlen  kauu  man  daim  wieder  nach  der  /Aierst 
genannten  Methode  TeraUgemeineru,  worauf  nicht  näher  eingegangen 
werden  soll 

11.  Ea  fragt  Bich  noeh,  wie  es  mit  der  VeroneseBchm  Stetigkeit 
solcher  allgemeiiiereii  Zahlensysteme  steht.  Zuuiädist  ist  Idar,  daß  dieser 
Begriff  nur  einen  Sinn  hat,  nachdem  und  insoweit  die  bezüglichen 
Einheiten  eingeführt  sind.  Soll  alsdann  ein  derartiger  trans&iiter 
Körper,  d.  h.  ein  solcher,  dessen  Koeffizienten  rational  und  dessen  £x> 
ponenteu  ganze  Zahlen  der  ersten  und  zweiten  Zahlidasse  sind,  Stetig- 
keitseigenschaften  besitzen,  so  wird  dadurch,  wie  oben,  nur  gefordert, 
daß  auch  alle  Zahlen  ihm  angehören,  auf  die  die  Dirision  führen 
kann.  Weiteres  ist  auch  hier  nicht  nötig.  Wie  oben  lafit  sich  dann 
n&mlich  wieder  zeigen,  daß  jede  Zahl  des  Körpers  einem  Yeroneseschen 
Schnitt  entspricht,  und  daß  jeder  Schnitt  ihm  angehört. 

Wenn  nun  ein  System  transfiniter  Zahlm  in  beliebiger  Weise  ge- 
geben ist,  80  können  zwei  Fälle  eintreten.  Die  Exponenten  jeder  dieser 
Zahlen  können  erstens  eine  wohlgeordnete  Menge  erster  Mächtigkeit 
bilden.  Alsdann  kann  es  möglicherweise  nötig  sein,  zwecks  AusfElhr- 
barkeit  der  Division,  resp.  zur  Herstellung  der  Stetigkeit  noch  neue 
Zahlen  einzuführen:  dies  könnte  z.  Ji.  hei  Zahlen  nötig  sein,  die  den- 
selben Ordnunt{sty[)us  besiti^en,  wie  die  Zahlen  (9),  nit-ht  aber  bei 
solchen  vom  Orihiungstypus  der  Zahlen  (lOV  Zweitens  können  aber 
die  Exponenten  gewisser  Zahlen  eine  wohlgeordnete  Menge  zweiter 
Mächtigkeit  bilden,  d.  h.  eine  solche,  die  der  (Tesamtheit  aller  Zahlen 
der  zweiten  Zahlklasse  ähnlich  ist.  Da  eine  solche  Menge  kein 
letztes  Element  besitzt,  so  kann  die  Division  neue  Zahlen  nirlit  mehr 
ergeben.  Alsdann  ist  aber  auch  die  Einfühnmg  neuer  Zahlen  auf 
(irund  der  Stetigkeitseigenschaft  nicht  mehr  erforderlich;  der  bezüg- 
liche Zahikörper  besitzt  vielmehr  die  Ste^gkeit  von  selbst.  Dem  ent- 
sprochen die  nllgemeiusten  transfiniten  Zahlen  \  eroneses.  Seine 
cdhuniviiistc  ahsoltile  Stetigkeit  kommt  gerade  darauf  hinaus,  aueb 
Zahlen  zuzulassen,  deren  Exponenten  eine  Menge  zweiter  Mächtigkeit 
bilden.^) 

1)  Vgl.  besouderij  K^nd.  Liueei.  169».    S.  7'J. 

8}  Im  Gegessats  hiersn  werden  bei  Hemi  Levi-Givita  (a.  ».  O.  8. 120;  auf 
Grand  der  V er ones eschen  Stetigkeitsdefinitioa  nem  Zahlen  auch  dann  noch  ein- 
geführt, nachdem  bereits  ein  KOrper  mit  ausführharer  Division  und  mit  denjenigen 

all^'eiuei listen  transfiniten  Zableii  aufgestellt  ist,  bei  denen  als  Exponenten  sämt- 
liche Zahlen  der  zweiten  Zahlklasse  auftreten  können,  und  es  wird  hinzugefügt, 
daü  diese  Einführung  der  eigentliche  Sinn  der  Veronei^eficheu  Stetigkuitudefinition 
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Id.  Kehren  wir  wieder  sq  den  einfisbeberen  trunsfiniten  Zablen  der 
Form  (3)  znrOek,  mit  der  Maßgabe,  daß  die  Koeffizienten  nnd 
aller  rationalen  reellen  Werte  fähig  sind.  Diese  Zahlen  hüden,  wie 
wir  geeehen  haben,  einen  Rafcionalitatshereich  M.  Werdra  dieee  Zahlen 
benutat,  am  das  lineare  Kontinnnm  an  definieren,  und  weiden  fOr  die 
Geraden  die  dnfudieD  Schnittpimkti&tEe  poataliert,  so  kann  man  pro- 
jektiye  Beziehimgen  definieren  —  naturgemäß  hat  man  noch  eine 
Größe  Sl  zn  adjungieren,  die  größer  als  jedes  a*  ist,  und  deren  rezi- 
proker Wert  NuU  ist. 

Es  gelten  dami  alle  diejenigen  Sätze  der  projektiven  Geometrie, 
die  ihren  Ausdruck  in  rationalen  Operationen  linden.  Von  den  ü))rii?en 
ist  dies  aber  nicht  ohne  weiteres  der  Fall,  und  dies  liegt  daran,  daß 
in  dem  so  definierten  Zahlensystem  Lürhrn  ni()gli('h  sind  Insbesondere 
kann  schon  die  Existenz  der  Doppelpunkte  und  der  auf  ihr  l)eruhende 
Beweis  des  Fundamentalsatzes  nicht  mehr  übertragen  werden;  dazu  be- 
darf es  vielmehr  einer  ErHeitcrung  defl  durch  (?>)  darge:> teilten  Zahlen- 
systems. Um  zunächst  ein  einfaches  Beispiel  zu  bilden,  so  würde  die- 
jenige projektive  Beziehung,  die  durch 

dargestellt  iat,  auf  Doppelpunkte  führen,  die  von  einer  Gleichung 

o|«  _  1  «  0 

abhängen;  ihr  entspräche  aber  keine  Zahl  der  Form  (3). 
Es  gibt  nämlich  auch  Folgen  entsprechender  Zahlen 

afj  >  ari  >    >  •  •  •  >    >  •  •  •»      i»?!'  <  a?<  <  jp»  <  •  •  •  <  a:,'  <  •  •  •, 

die  eine  Lücke  bflden,  insbesondere  stellen 

123  V  Ji^l  1 

»  '   »  '   w  '       *  ea*       »  ^  a  »  3  '       *  V* 

solche  Folgen  dar.  Andererseits  müßte  aber  der  Doppelpunkt  in  dieser 
Lücke  enthalten  sein.   Wir  gelangen  daher  nur  so  zn  einem  Zafalkörper, 

der  die  Existenz  dieser  Doppelpunkte  verbürgt,  wenn  wir  die  neue 

1 

Einheit  &>-  reap.  ihre  reziproke  zu  den  bereits  vorhiuidenen  hinzufügen; 
wie  wir  sahen,  ist  diese  i iuizufü^ung  auch  gestattet.  In  den  K(>r[)ern, 
die  dem  Veroneseschen  Stetigkeitshegrift'  genügen,  ist  daher  das  l'oll- 
stiindinJceiimxiom  nicht  er/iUlt.    Dies  gilt  sogar,   wenn  man  für  die 

ist,  faiU  diö  fcitetigkeit  im  absoluten  Sinn  geineiut  i«t,  d.  h.  falls  x'  —  kleiner 
als  jede  unendlich  kleioe  Einheit  beliebig  hoher  Ordnung  werden  kann.  Dietio 
Meinung  trifft  aber  dem  Obigen  geiiiftB  nicht  tn. 
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Koeffisienten  O)  alle  reell0ii  Zahleowerte  solafit,  und  es  güt  moßh  fOr 
solohe  Eöz]^r,  die  Veroneies  ab&>UUe  Stetigkeit  besitEen. 

In  yeraUgemeineraiig  hieiron  kann  man  nach  deigenigen  Zahlm 
fragen,  die  außer  bei  den  rationalen  aueh  bei  gewissen  algebraischen 
Operationen  in  sich  flbeigehen.  Man  erhalt  dadurch  wieder  eine  Be- 
dingung für  die  Koeffizienten  und  fttr  die  £^[K>nenten.  Bleiben  wir 
bei  dem  einfachsten  Fall  eines  algebraischen  EdrperS;  in  dem  nur 
quadratische  Irrationalitftten  yorhanden  sind,  und  fassen  nur  die  reeOen 
Lösungen  ins  Auge^  so  ergibt  eich  f&r  die  Koeffizienten  die  Bedingung, 
daß  sie  selbst  einen  bezüglichen  algebraischen  Körper  bilden.'}  FOr 
die  Exponenten  aber  eigibt  sich  als  Bedingung  das  Vorkommen  aller 
rationalen  Werte  mit  dem  Nenner  2  oder  einer  Potenz  Ton  2  und 
zwar  kommen  Zahlen  der  Form  (8)  nur  so  ror,  daß  gegen  —  oo 
konvergiert.  Der  so  bestimmte  EOrper  hat  daher  die  gleichen  Stetig- 
keitseigenschaften wie  der  in  ^  8  betrachtete  Körpw.  Ähnlich  ist  es, 
wenn  man  zu  höheren  algebraischen  transfiniten  Körpern  übergeht. 

Durch  das  Vorstehende  wird  dasjenige,  was  ich  oben  über  die 
Entbt'hrlic'hkeit  der  Hypothese  VI  und  über  die  Tr^weite  der  Vero- 
nesescheii  Zahlen  auniuhrte,  voiiiiuf  gereehtleiiigt. 

13.  Es  scheint  mir  nützlich,  darauf  hinzuweism,  daß  auch  in  den 
eben  definierten  algebraischen  Zahlkdrpem  immer  noch  Lficken  vor- 
handen sind.  Einfachste  Zahlfolgen  {x'\  und  {x"]^  die  eine  Lflcke 
bestimmen,  erhalt  man  z.  B.  wenn  man 

(11)  Xl  =  €t^aK9  =-  «^'»^'r 

setzt,  wo  ccy  und      reelle  positive  algebraische  Zahlen  sind,  wahrend 

^1  <    <  ^»  <  *  •        ^1  >  ^1  >  ^»  >  *  •  • 

rationale  Zahlen  sind,  die  gegen  einen  gemeinsamen  uicht  algebraischen 
Grenzwert  A  konvergieren.  Alsdann  kann  es  keifie  transfinite  Zahl  des 
Körpers  geben,  die  der  iTroIie  nach  zwi'-eheu  den  Mengen  \x\\  und 
\x'y\  liegt.  Denn  ihre  Ürdjiung  niüßti^  kleiner  alB  jedes  p,"  und 
großer  als  jedes  p,',  und  (IhIht  gleich  A  sein,  was  aber  unmöglich  ist. 

Ein  allgemeineres  Beksjdely  das  auch  in  dem  Fnll  '^cine  (Jeltung 
behält,  daß  die  Ex])oueuten  ^edm  reellen  Zahlenwert  aimehmen  können, 
ist  folgendes:  Man  setze 

(12)  a?;  -      ,  , 


1)  Die  Entwieketuig  der  Wnnelgr&fien  bat  nach  dem  binomisdben  Satz  so 
gMohehan,  in  der  gleichMi  Waise  wie  Ar  Poteiiaraih«B. 
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WO  und  poniive  Zahlen  sind,  und  swar  soll  mit  waehaendem  v 
ttt  gegen  unendlieli,  <C  gegen  Null  und  sonehmend  gegen  einen 
Grenzwert  l  konTergieren;  endlidi  roll  es  in  der  Folge  der  nickt  zu- 
nekmenden  Exponenten  gi',  q'^',  » . .  einen  ersten  geben,  der  g^eick 
X  isi  Aladann  kann  es  wieder  keine  tranafinite  ZakI  |  geben,  die  der 
Ghröfie  nack  zwiacken  den  Mengen  {x'^]  und  {xl']  Hegt  Denn  ihre 
Ordnung  mufi  größer  sein  ala  jedes  einzelne  und  kann  nickt  großer 
ak  irgend  ein  q"  lein;  sie  ist  daher  gleich  X.  Unter  den  Zahlen  der 
Ordnung  X  kann  es  aber  keine  geben ^  die  kleiner  als  jedes  x','  ist. 
Denn  jede  2Sakl  der  Ordnung  X  ist  notwendig  Ton  der  Form 

I  —  «M^  4-  ßm^""  +  yai^-*  H  , 

wo  a,  0j  T,  ...  irgendwelehe  poaitiyen  reellen  Zahlen  sind.  Man  er- 
UUt  flbeidiee  um  so  kleinem  Zaklen,  je  kleiner  «  isi  Welche  he- 
atimmien  Werte  man  aber  auch  r,  .  .  .  erteilt,  so  gibt  es 

unserer  Festsetzung  gemSB  immer  eine  Zahl  x"y  die  kleiner  als  |  ist. 

14.  Es  bleibt  noch  die  oben  aufgeworfene  Frage  zu  pi*flfen,  ob  die 
nichtarchimedischen  Zahlen  jedrazeit  die  Eigenschaft  behalten,  daß  ihre 
Lficken  durch  neue  Zahlen  ausgefüllt  werden  können.  Diese  Frage 
dtlifte  zu  bejahen  sein. 

Bleiben  wir  zunächst  einmal  bei  den  Torstehenden  BeispieLm 
stehen,  so  Ußt  sich  die  bezQgliche  Lücke  in  dem  ersten  durch  Hinzufttgen 
von  ausf&llea  Im  zweiten  Beispiel  ist  eine  derartige  Ausfüllung  zwar 
unmöglich;  man  kann  die  Lflcke  aber  in  beiden  Fällen  auch  so  aus- 
fülleiv  daß  man  zu  den  Torkandenen  Einheiten  ta^  eine  neue  transfinite 
Einkeit  Sl  und  ihre  reziproke  so  kinzulügl^  daß  f&x  jede  ganze  Zahl  v 

Sl  >  ö' 

ist   In  unaenn  Fall  gentigt  es  ofifenbar,  i$2  — zu  wSfalen. 

Da  man  nun  transfinite  Einheiten  ebensoweit  zulassen  kann,  wie 
man  woklgeordnete  Mengen  definieren  kann,  und  da  es  eine  größte 
wohlgeordnete  Menge  nicht  gibt,  so  erscheint  damit  die  obige  Behaup- 
tung  bewiesein.  Jeden&lls  kann  man  folgern,  daß,  welcke  bestimmten 
Einheiten  man  auch  zugrunde  legen  mag,  in  dem  durch  sie  definierten 
Größensystem  eine  XJnmSglichkeii,  Lficken  durck  neue  Zahlen  aus- 
zufallen,  nicht  eintreten  kann. 
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Über  die  partiellen  Diflerentialgleicinmgen  der  Physik. 

Beferat  für  die  V^rsammlimg  der  Dettteehen  Mathematiker-Yereinigang 

in  Menm. 

Von  W.  Wien  in  Würzburg. 

Der  Aufforderung  der  Ifatliematiker-Yereiuigung,  ein  Referat  fiber 
die  partiellen  Di£PeraitiaIgleichungen  det  Physik  m  erstatten,  bin  ich 
gern  nachgekommen,  wenn  ich  mir  auch  klar  darüber  bin,  daß  ein 
Physiker  einer  solchen  Aufgabe  nur  in  sehr  beschränkter  Weise  nach- 
kommen kann.  Aber  die  erfreuliche  Tatsache,  daß  die  Mathematiker 
in  neuester  Zeit  den  l'roblenu'n  rier  l*hysik  grrößeres  Interesse  enti^egen- 
bringeu^  vor  allem  aber  das  Bedürfnis  der  Physik  selbst,  eine  uiniassendere 
Mitarbeiterschait  au  ihren  mathematischen  Problemen  zu  erhaiteu,^haben 
mich  bestimmt,  das  Referat  zu  übernehmen. 

Ich  werde  mich  daher  auch  nur  auf  den  Standpunkt  des  Physikers 
stellen  und  zwar  im  wesentlichen  pro  dornt)  sprechen,  indem  ich  be- 
sonders diejenigen  matlu  inatiseh-pli ysikalisriien  Probleme,  die  niir  am 
Her7en  lieijen  und  deren  liearbeituni;  mir  <ainz  besonders  erwünscht 
ersrluMMt,  herausgreife.  Aus  diesem  (irunde  wird  das  l{eferat  auch 
keuieswefrs  eine  zusammenfassende  Übersicht  über  den  Stand  der  par- 
tiellen Diiiereutittlgleichungen  liefern,  zu  deren  Ahfassun«,'  i«'h  au(  Ii  irnr 
nicht  hefähipt  wäre,  da  mir  ein  sehr  großer  Teil  der  rein  mathe 
matischen  Behandlunir  der  {»artiellen  sowohl  wie  der  gewöhnlichen 
linearen  Dilfereutialgleichuntjen  vollkommen  fremd  ist.  So  kann  ich 
z.  B.  die  Fragen,  die  in  dem  Artikel  über  partielle  Diflferentialgleichuugen 
der  mathematischen  Enzyklopädie  oder  in  dem  Handbuch  der  linearen 
DiflPerential«^] pichungen  von  Schlesinger  vorkommen,  überhaupt  nicht 
berühren,  da  sie  Anwendung  auf  physikalische  Probleme  nicht  gefunden 
haben  und,  soweit  ich  sehe,  nicht  finden  können. 

Von  den  physikalischen  Problemen  will  ieh  aber  auch  alle  die- 
jenigen fortlassen,  denen  sich  neue  Seiten  vorläufig  nicht  werden  ab- 
gewinnen lassen,  wie  die  akustischen  und  rein  elastischen  Probleme, 
e])enso  wie  die  Wärmeleitong.  Auch  sonst  muß  eine  Beschränkung 
schon  w^en  der  mäßigen  zur  Verfügung  stehenden  Zeit  eintreten,  und 
ich  lasse  daher  auch  alle  Probleme  der  allgemeinen  analytischen 
Mechanik  beiseite. 

Dagegen  möchte  ich  beginnen  mit  Problemen  der  Hydrodynamik. 
Diese  Disziplin  hat  sich  allmählich  zu  einer  rein  mathematischen 
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Domäne  ausgebildet^  in  welcher  Gfelegenheit  znr  Anwendung  fast  simi* 
Jicher  analytisclLer  Hilfemittel  geboten  wird.  Man  kann  sagen^  daß 
jede  analytische  Eroberong  gleichzeitig  die  Lösimg  eines  hjdro- 
«^amischen  Problems  mit  sich  bringt  Aber  der  moderne  Physiker 
pflegt  sich  für  Hydrodynamik  unr  maßig  2n  interessieren,  obwohl  sie 
nodi  ein  Lieblingsgebiet  Ton  Helmholtz  war.  Der  Grand  scheint 
mir  darin  zn  liegen,  daß  die  aas  der  Hydrodynamik  abgeleiteten  Re- 
sultate meistens  zu  Folgenmgen  itUiren,  die  mit  den  tatsSchlich  be- 
obachteten Erscheinungen  in  keiner  Übereinstimmung  stehen.  Nur 
einige  Reibungsprobleme  lassen  sieh  mit  der  Erfahrung  rergleichen 
und  fOhren  in  speziellen  JEtQlen  zu  erträglicher  Übereinstinmiuug.  Da- 
gegen können  Beaultate,  wie  die  Bewegung  fester  Körper  in  einer 
Flfissigkeil,  selbst  wenn  die  Lösung  in  ToUkommenster  Weise  gelingt, 
niemals  auch  nur  entfernt  mit  den  tatsächlichen  Verhältnissen  ähn- 
lich gefimden  werden. 

Der  Grund  liegt  daran,  daß  man  in  den  Diiferentialf^leichungen 
selbst  nicht  genügend  die  Verhältnisse  der  Wirkliclikeit  berücksichtigt. 

Wir  wissen  nicht,  ob  die  Berücksichtigung  der  llcibung  dunh 
das  Hinzufögen  der  Reibuugsglieder  als  Fundament  für  die  hydro- 
dynamischen Jknvegungeu  zureichend  ist^  d.  h.  ob  alle  vorkommenden 
Bewegungen  sicli  mit  diesen  Gleichungen  in  Ubereinstinnnung  betinden. 

Aber  in  den  meisten  Problemen  wird  auch  die  Reibung  veiuaeli- 
lii.ssigt,  weil  di<'  mathematische  Behandlung  des  allgemeinen  Problems 
nicht  durchführbar  iht.  Man  nimmt  daher  an.  rhiß  die  an  sich  schwadif« 
Keibung  die  Bewegungen  nur  mäßig  verändern  kann.  Aber  die  hu  r 
liegenden  Schwierigkeiten  sind  noch  zum  gnißteu  Teil  unaufgeklärt. 
Bewegungen,  die  ohne  Berücksichtigung  der  Reilnnig  tiir  labil  gelten, 
können  durch  die  Reilumg  stalnl  werden  und  umgekehrt.  So  weist 
z.B.  Lord  Kelvin  erst  in  diesem  Jahre  daraufhin,  daß  eiu  gewöhnlicher 
Helmholtzscher  Wirbelring  sich  im  labilen  Gleichgewicht  befinde. 

Besonders  vergrößert  werden  die  Schwierigkeiten  durch  die  Grenz- 
bedingungen,  die  für  reibende  Flüssigkeiten  anders  lauten  als  iür  nicht 
reibende. 

Wir  wollen  hier  einen  sehr  einfachen  Fall  betrachten,  eine  um 
eine  Achse,  die  -Achse,  symmetrische  Bewegung.  Sei  tc  die  Ge- 
schwindigkeit in  der  Richtung  der  i^-Achse,  x  in  radialer,  gl)  in  tan- 
gentialer Richtung,  q  die  Entfernung  von  der  Achse,  l-  die  Reibungs- 
konstante, s  das  speziiische  Gewicht.  Wir  köimen  dann  den  üleichungen 
f&r  eine  reibende  Flüssigkeit  genügen,  wenn  wir  setzen 
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BajiB  wird  der  Druck 

p  1  a*-fc» 

Ferner  ist,  wenn  ^  »  a#  +  |  , 

In  einer  freien  Oberfläche  muß  i{j  =  const,  aber  auch  ;)  =  const 
sein,  wenn  keine  Reibun<j;  vorhanden  wäre.  Dann  muß  also,  wenn  £ 
eine  neue  Konstante  bezeichnet: 

oder 

daher 


sg 

sein. 

Nun  ist  aber  die  Bedingung  /)  =  const  keine  ausreichende,  da  die 
allgemeinen  Druckkomponenten  an  der  Obcrtiäche  beiderseits  gleich  sein 

mfiBBen.   Wählen  wir  -  d.  h.  a  MeiUi  d.  h.  kleine  Beibang^  dagegeai 

c  nnd  damit  h  groß,  d.  h.  große  Rotation  nnd  yertikale  Strömung,  so 
sind  die  Abweichungen  der  Drucke  an  der  Oberfläche  vom  konstanten 
Wert  klein.  Wir  erhalten  also  eine  Bewegung,  die  nicht  ganz  stationär 
ist,  weil  noch  unausgeglichene  Druckkräfte  vorhanden  sind,  die  aher 
nicht  weit  von  einer  stauunären  entfernt  ist.  wenn  wir  kleine  Keiijung 
haben.  Die  hier  auftretende  Bewegung  entspricht  einem  Strudel,  der 
von  einer  Linie  q^z  =  const.  als  einer  freien  OberHäehe  begrenzt  wird. 

Dagegen  ist  ohne  Reibung  die  ganze  Bewegung  unmöglich,  weil 
fOr      —  0,  a,  h,  c  verschwinden. 

Betrachtungen  wie  diese  zeigen,  daß  Vernachlässigung  der  II«  il  ung 
manche  Flüssigkeitsbewegungen  gar  nieht  zur  1  )Hr>^telluug  bringen  wird. 
Der  Vergleich  mit  den  wirklichen  l^'lüssigkeil^i)ev^  egungen  läßt  uns  nun 
aber  die  Frage  aufwerfen,  ob  wir  überhnupt  je  hoffen  können,  durch 
die  Behandlung  der  Probleme  auf  Grund  der  Ditferentialgleichungen 
weiter  zu  kommen.  Die  hydrodynamischen  Gleichungen  j^iud  nicht 
linear,  die  Fälle,  in  tlenen  eine  Integration  nuiglirh  ist,  dürften  im 
großen  und  ganzen  erschö|ift  sein,  und  da  schon  die  Behandlung  line- 
arer Differentialgleichungen  unter  Berücksichtigung  der  ürenzbedingungen 
Bchwierig  ist,  so  wird  man  wohl  mit  Berechtigung  sich  fragen,  ob  wir 
derartige  Hilfsmittel,  wie  sie  hier  gefordert  werden,  auch  von  einer  sehr 
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IbrfegeschrittoDen  Analyse  rerlangen  können.  Die  Bewegungen,  wie  sie 
in  den  Waeserbew^gnngen  der  Natar  Torkommeny  sind  so  lumgelmaßig 
md  kompluieitr  daß  anch  die  mecbaniflehe  Dantellnng  notwendig  äußerst 
Terwickelt  ans&llen  muß«  Man  muß  sidi  aber  eagen,  daß  eine  solche 
defcsiQlierto  Behandlung  der  hydrodynamischen  YorgSnge  auch  gar  kein 
Interesse  haben  würde.  Wir  stehen  hier  offenbar  Tor  einem  ganz  ahn- 
liehen Problon  wie  vor  der  Warmebewegong^  wo  ebenfalls  die  meeha- 
nisehe  Auflösung  der  Molekularbewegung  ebenso  unmöglich  wie  wert- 
los ist 

In  der  Wirmelehre  hilft  man  sich  mit  der  Einführung  Ton  Mittel- 
werten und  statistischen  Oberiegungen,  und  es  ist  das  große  Ver- 
dienst Bo Hamanns  die  Beadehungen  swisehen  derartigen  Betrach- 
tungsweisen und  den  allgemeinen  Geeetsen  der  WSrmelehie  aufgestellt 
m  haben. 

Andereiseita  hat  Helmhol ts  in  seinen  monozyldischen  Systemen 
gezeigt,  daß  auch  ganz  ein&che  mechanische  Bewegungen  ihnlidben 
Gesetzen  wie  die  Würme  gehorchen,  wenn  man  sich  in  bezng  auf  die 
Einwirkung  auf  die  Bewegung  gewisse  Besduinkungen  auÜBvlegt. 

Der  erste  der  versucht  hat,  in  die  Hydrodynamik  Mittelwertsbe- 
trachtungen einzuführen  war  Osborne  Reynolds.^)  Er  war  durch  seine 
Versuche  über  die  Strömung  von  Flüssigkeiten  in  Röhren  dazu  veran- 
laßt, nachdem  er  gefunden  hatte,  daß  hei  Ubersehreiten  einer  gewissen 
GeschwiuJigkeit.  die  von  der  Heibungskonstaute  und  dorn  Röhrenquer- 
schnitt abhängt,  die  gewöhniiciiea  von  Poiseuiile  auj^estellteu  Gesetze 
nicht  mehr  ausreichen. 

Es  zeigen  sich  dann  unregelmäßige  Bewegungen,  die  Strömung 
erfolgt  nicht  mehr  rein  axial,  sondern  erfolgt  in  unregelmäßigen  hin 
und  hergehenden  (juer-  und  Längsstromungen.  Ein  großer  Teil  der 
Energie  wird  durch  diese  uuregplui;ißigen  IStröraungen  verzehrt,  und 
die  axiale  StröniuMu^  ist  daher  bei  gleichen  Drucken  viel  kleiner  als 
dem  Poiseuiile  sehen  Gesetz  entsprechen  würde. 

Die  theoreti<^chen  Betrachtungen  von  Reytiolds  sind  schwer  ver- 
ständlich. Lorent/,-)  hat  sie  in  eine  ülx'röichiiit'he  Form  gebracht,  und 
man  kann  in  der  'I'at  durch,  diese  Überlegungen  einen  gewissen  Einblick 
in  die  V^orgänge  gewinnen. 

Es  scheint  mir  nun  von  vornherein  klar  zu  sein,  daß  solche  un- 
regelmäßige Bewegungen  nicht  auf  die  Strömung  in  zylindrischen  Röhren 
beschränkt  sein  können,  sondern  bei  allen  Bewegungen  vorkommen 

1}  Bejnolds,  Fbü.  Trantaet.  1883. 

S)  Q,  A.  Lorsats,  Over  den  weerstand  dien  een  vloeistofstroom  in  ee&e 
eiliadxildis  bnii  mderrindt»  Koninklijke  Akad.     Wet.  te  Amaterd.  10.  Joni  1897. 
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raüsseii,  wo  die  Flüssigkeit  von  festen  Köri)ern  begrenzt  wird  und  die 
Geschwind io-kcit  gewisse  Grenzen  übersehrcitet. 

Auf  dieser  (inindiage  erscheint  eine  andere  Behandlungsweise  der 
hydrodynamischen  Probleme  möglich.  Zunächst  Einführung  einer  ein- 
fachen regelmäßigen  Bewegung,  wie  sie  sich  an  den  bisherigen  Dar- 
stellungen schon  als  möglich  gezeigt  hat;  darin  eine  darüber  ge- 
lagerte unregelmäßige  Bewegimg,  die  durch  Mittelwerte  eingeführt  wird. 
Die  GrundzOge  einer  solchen  Theorie  sind  in  den  Arbeiten  von  Reynolds 
und  Loren tz  enthalten.  Aber  eine  g^anere  Untersuchung  über  die 
Behandlung  der  unregelmäßigen  Bewegung  erscheint  notwendig.  Zu* 
nächst  ist  es,  ^M  >  bei  allen  derartigen  Bchandlungsweisen,  in  gewissem 
Grade  willkürlich,  wie  man  die  Mittelwerte  bilden  will,  und  es  müßte 
gezeigt  werden,  welche  hier  die  einzig  zulässigen  sind.  Sodann  ist  es 
nicht  ausgeschlossen,  daß  die  in  der  Wärmelehre  ausgebildeten  Theorien 
auf  sie  Anwendung  finden  können.  Die  Flassigkeitsbewegangen,  um 
die  es  sich  hier  handelt^  sind  in  hohem  Grade  ungeordnet.  Man  kann 
sagen,  daß  sie  in  gewissem  Sinne  nicht  umkehrbar  sind.  Denn  man 
wird  getrost  behaupten  können,  daß  wir  keine  Mittel  hesitzen,  eine  solche 
einmal  eingetretene  unrelmaßige  Flflssigkeitsbewegnng  in  eine  roll- 
kommene  regelmäßige  zu  verwandeln,  und  es  scheint  mir  kaum  zweifel- 
haft, daß  dieser  unregelmäßige  Charakter  in  bestimmter  Weise  sich 
ausdrucken  muß,  wie  es  bei  der  Molekularbew^Bfung  und  der  mono- 
zykÜschen  der  Fall  ist 

.Wenden  wir  uns  jetzt  zur  Elektrodynamik.  Dem  von  mir  vor 
zwei  Jahren  ausgesprochenen  Wunsche,  eine  genaue  Analyse  der  Be- 
wegung eines  Elektrons  zu  erhalten,  ist  von  Herrn  Sommerfeld  in 
sehr  weitgehender  Weise  entsprochen  worden.^)  Wir  besitzen  in  seinen 
Arbeiten  eine  Theorie  der  Bewegung  einer  kugelförmigen  elektrischen 
Ladung  von  unveränderlicher  Gestalt,  die  auf  die  meisten  Fragen,  die 
der  Physiker  stellen  kann,  eine  Antwort  zu  geben  vernrng. 

Das  wesentlich  Neue  in  diesen  Untersuchungen  ist  das  Verhalten 
von  Elektronen,  die  sich  mit  Liehtgeschwindigkeit  oder  Überlichtge- 
schwindigkeit bew^en. 

Besondere  Aufmerksamkeit  verdient  das  Resultat,  daß  die  Gleichungen 
für  die  krältefreie  BevveguJig  keine  Lösung  haben  sollen. 

Hier  scheinen  mir  aber  doch  noch  Belnvierigkeiten  zu  liegen,  die 
einer  nucli  eiudringeuderen  Bearbeitung  bedürfen.  Zunäthst  seheiul 
es   mir  mathematisch  nicht  ganz  durchsichtig,   wie  eine  iileichung, 

1)  Sommerfeld,  Gött.  Nachr.  1904,  S,  99  u,  S.  863;  Proceeding»  Acad. 
Amsterd.  1901,     846,  Gött.  Nachr.  190ö.  S.  201. 
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welchor  Art  sie  auch  sein  möge,  überhaupt  keine  Lösunjj  befitzf^ji 
kann.  Aber  auch  physikalisch  int  das  Ergebnis  schwer  zu  versteht n 
Wir  kftrnii  II  uns  z.  B.  ein  Elektrou  mit  Uuterlichtgeschwiudigkeit  durch 
eine  Mi  talipiatte  geschleudert  denken,  der  auf  der  andern  Seite  eine  zweite 
Mettallplatte  gep^enübersteht.  Zwisciien  beiden  «ei  ein  Feld  vorhanden, 
das  das  P^iektron  auf  Überlichtgeschwindigkeit  brmgt.  Wenn  es  durch 
die  zweite  Metailplatte  gebt,  kommt  e.s  in  ein  kräftefreies  Feld.  Die 
Annahme,  daß  es  nun  plötzlich  auf  Unterlichtgeschwindigkeit  sinkt, 
setzt  doch  voraus,  daß  es  eine  verzögerte  Bewegang  dorchmacht,  die 
ja  auch  ausgeschlossen  sein  soll. 

Vom  Standpunkt  des  Physikers  wird  man  wohl  zunächst  an  der 
Ansicht  festhalten,  daß  die  Überschreitimg  der  Lichtgeschwindigkeit 
nnmögllch  ist. 

Diese  Folgerung  ist  ohne  weiteres  aus  der  Annahme  zu  ziehen, 
daß  die  Elektronen  ihre  Form  mit  der  Geschwindigkeit  ändern,  indem 
sie  in  immer  mehr  abgeplattete  Ellipsoide  übergehen.  Diese  Annahme, 
die  übrigens  die  einfachste  ist,  die  man  machen  kann,  ist  neuerdings 
Ton  Lorentz  dnrch  wichtige  Gründe  gestützt  worden.  Es  scheint, 
daß  die  Anaarbeiinng  der  Theorie  für  diesen  Fall  kaum  erhebliche 

Schwierigkeiten  machen  wird,  weil  ein  solches  im  YeiliSltnis  1:1—  , 

(r  Translations-,  c  Licbtsreschwindigkeit)  ubgejdattetes  EUipsoid  für 
den  Bewegungszustand  der  Kugel  im  Ruhezustand  entspricht.  Dadurch 
ist  naturgemäß  auch  der  mathematisch  einfachste  Fall  bestimmt. 

Von  den  sonstigen  elektromagnetischen  Problemen  möchte  ich 
hi«r  noch  die  Beugiing  erwähnen,  deren  eingehendere  Behandlung  mir 
ganz  besonders  wünsebenswert  erscheint.  Alle  bisherigen  Theorien  der 
Beugung  sind  auf  den  Einfluß,  den  das  Material  des  beugenden  Körpers 
auf  die  Lichtwellen  hat,  nicht  eingegangen.  Andererseits  zeigen  die 
Versuche  von  Gouy*)  und  mir,  sowie  von  Du  Bois  und  Rubens^), 
daß  ein  solcher  Einfluß  vorhanden  ist. 

Die  Fundamente  für  eine  vollständigere  Theorie  der  Beugung  sind 
in  der  elektromagnetischen  Lichttheorie  gelben. 

Wir  haben  es  mit  elektromagnetischen  Wellen  zu  tun,  die  an  der 
Oberfläche  der  beugenden  Kdrper  entlang  gleiten,  wobei  der  ganze 
Yoigang  durch  die  MaxwelUchen  Differ^tialgleichungen  und  die 
Graizbedingungen  bestimmt  sein  muß,  ohne  daß  wir  irgend  eine  An- 
nahme über  die  Vorgänge  an  der  OberOäche  zu  machen  brauchen. 
Eine  Tollsündige  Analyse  muß  den  ganzen  Vorgang  darstellen  und 

1)  Gou y,  r  S  97.  S  157«,  W  Wien,  Wied.  Ano.  2Ö,  S.  117;  1886. 

2)  Du  Bois  and  Hubens,  Wied.  Ann.  19»  S.  593;  18Ö3, 
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jede  Frage  beantworten  können.  Sind  es  lange  Hcrtzsche  Wellen, 
Bo  hüben  wir  in  Leitern  nur  die  Leitfähigkeit  vai  berücksichtigen, 
handelt  es  sich  um  Lichtwellen,  so  müssen  die  durch  die  Dis]j*  isioub- 
glieder  ergänzten  Gleichungen  herangezogen  worden.  Die  Theorie  ist 
keine  andere  als  die  der  Reflexion  an  absorbierenden  Medien. 

Ein  Anfang  für  solclie  Betrachtungen  ist  von  J.  J.  Thoiusou  '  ge- 
macht, der  den  Einfluß  einer  leitenden  Kugel  auf  eine  ebene  W  elle 
besimmit  hat.  Jjeider  sind  die  von  ihm  gewonnenen  Ergebnisse  so 
kompliziert,  daß  eine  übersichtliche  Diskussion  nur  für  den  Fall  sehr 
kleiner  Dimensionen  der  Kugel  möglich  istj  für  die  eigentliche  Beugungs^ 
theorie  ist  dai^iit  weniir  gewonnen. 

Die  Theorie  der  Beugung  an  einem  unendlichen  Zylinder  ist  von 
Herrn  Seitz-)  für  lange  elektromagnetische  Wellen  durchgeführt.  Er 
ist  damit  beschäftigt,  die  Theorie  für  Lichtwellen  zu  ergänzen,  wo  der 
Einüuß  des  Materials  bereits  zum  Vorschein  kommen  muß. 

Für  diese  Theorie  f^ind  die  vorhandenen  Hilfsmittel  der  Aualysis 
jedenfallB  ausreichend.  Die  Theorie  der  Besselschea  Funktionen  ist 
so  atugearbeitety  daß  ihre  Anwendung  auf  das  Torliegende  Problem 
keine  prinzipielle  Schwierigkeit  darbietet. 

Bei  der  Beugang  an  einem  unendlichen  Zylinder  sind  die  experi- 
mentellen Bedingungen  für  die  Beobachtung  der  Beugangsersch^nngen 
sieht  gflnstig.  Geeigneter  für  die  Beobachtung  ist  die  Beugung  an 
einem  unendlich  dünnen  Schirm  oder  Spaii.  Die  mathematische  Be- 
handlung würde  sich  durchführen  lassen,  wenn  die  Funktionen  des 
elliptischen  Zylinders  genau  analytisch  entwickelt  wären.  Lassen  wir 
die  Ezzentriaitat  der  Ellipse  zunehmen,  so  können  wir  einen  dfinnen  ^ 
Schirm  Ton  unendlicher  Länge  in  die  Theorie  einführen.  Wahlen  wir  ^ 
statt  der  Ellipse  eine  Hyperbel,  so  kommen  wir  auf  den  Fall  eines  Spalts. 

Mathematisch  haben  wir  es  mit  der  Di£Perentialgleiehnng 

zu  tun.  Wie  H.  Weber  nachgewiesen  hat^  smd  die  elliptischen  Koor- 
dinaten die  eimdgen,  bei  denen  eine  Integration  durch  eine  Funktion 

II  qp^ 

möglich  ist,  wo  9  nur  von  der  einen,  ijf  nur  yon  der  anderen  Koor- 
dinate abhängt 

i)  J.  J.  Thomgon,  Heceat  Rea.  in  Electhoity  and  Magnetism;  Oxford  18dS, 
8.  Ml. 

S)  W.  Seitz,  Ann.  der  Phy0.  16,  S.  746;  1906. 
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Für  elliptische  Koordinaten     und  |  erhalten  wir  die  UleichnngoiL 

—  (k*  cos*  ii  —  a)<p  =«  0 

Mit  dieser  Differentialgleichung  liaben  Bich  eine  Atwtatil  herromigender 
Matlieiuatiker  beschäftigt,  insbesondere  Heine^),  Lindem  ann*), 
Häntzschel*), Mathieu^),  Särchinger.*)  Für  dasphjsikalisdie  Problem 
brancben  wir  zunSchst  analytische  Darstellungen  der  beiden  partikularen 
IntefEndOf  die  anch  für  numensehe  Berechnungen  braachbar  sind. 
Dann  muß  die  Funktion^  welche  eine  ebene  einfallende  Welle  ausdrückt, 
nSmlich  e''*'»e'*«M«<««wq  eine  Reihe  entwickelt  werden,  die  nach 
den  Funktionen  des  elliptischen  Zylinders  fortschreiten,  die  sich  in 
die  Form  bringen  läßt 

wo  die  a  durch  einfache  bestimmte  Integrale  dargestellt  werden. 

Im  Innem  des  elliptische  Zylinders  nehmen  wir  einen  metal- 
lischen Leiter  an.  Hier  ist  nur  das  eine  partikulSre  Litegral  brauchbar, 
weil  das  andere  in  den  Brennpunkten  der  EUipse  einen  unendlichen  Diffe- 
rentialquotienten hat  Im  äußeren  Baume  sind  dagegen  beide  partikulare 
Integrale  heraozmsiehen.  An  der  Grenze  sind  die  Bedingungen  zu  er- 
füllen, daß  die  taugentislen  Komponenten  der  magnetischen  und  der 
elektrischen  Kraft  stetig  sind.   Bei  dem  elliptischen  Zylinder  muß  an 

der  Oberfläche,  wo  |  konstant  ist,  u  und       stetig  sein. 
Im  innem  Baum  haben  wir  zu  setzen 

für  den  äußeren 

wenn  wir  mit  ^  das  zweite  partikuläre  Integral  bezeichnen.  Da  an 
der  Oberflache  |  konstant  ist,  so  müssen  die  einzelnen  Glieder,  die 
gleiche  Funktionen  Ton  i}  enthalten,  zur  Erfüllung  der  Grenzbediugungen 

1)  üeiue,  Handbuch  der  Kugglt'unktiuncn. 
S)  Lindewann,  Math.  Ann.  Bd.  22,  8. 117. 

8)  H&ntsscbelf  Programm  d.  Bealgymn.  in  Duisburg  Oüteni  1886;  Pro» 
gxamm  d.  dritten  höheren  BQrgerachule  zu  Berlin,  Ostern  1889;  Zeitscbr.  f.  Math, 
U.  Phyg.  31,  S.  25,  1883 

Aj  Mathieu,  LiouTÜle  Journal  II,  hd  l.f,  isgh. 

5)  Särchinger,  Programm  d.  (Jvmu.  Cuemnitz  löUA. 
Jahresbericht  d.  D«uUoh«a  Hofham.- Vareiuigiing    XV.  lieft  1.  4 
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gleich  gemaeht  werdeiL  Nun  cdnd  aber  die  (^j^  von  den  (S,^  Ter- 
flcbiedeiX;  da  sie  sieb  auf  andere  Konstanten  J:  der  Differentialgleichung 
bezieben.  Es  müssen  daber  die  (S  in  trigonometrische  Reiben  ent- 
wickelt werden  und  die  Koeffizienten  der  trigonometrischen  Funktionen 
gleich  gesetzt  werden.  Durch  die  beiden  GrenzbediiiguiiLren  bestimmen 
sic'ii  iluiin  die  Koeffizienten  dieser  lieiken  und  somit  auch  die  h  und 
die  c^.  ISini  biit  schon  Heine  solche  trigonometrische  Reihen  an- 
g('i(eben  und  auch  ein  Verfahren,  um  die  Koeffizienten  als  Xiiherungs- 
zähler  und  Nenner  von  unendliehtMi  Kettenhrüchen  zu  berechnen.  Er 
hat  gleiL-li/eitig  gezeigt,  daß  die  Bedingung,  daß  die  ß  nach  ij  periodisch 
sind,  dit'  ja  in  (Heseni  l  all  erlüllt  sein  muß.  nur  dann  erfüllt  ist,  wenn 
dip  <i  als  Wurzeln  einer  transzendenten  Gleichung  bestimmt  werden. 
Die  Jndit  rs  1,  2,  i\  . . .  n  der  Reihe  bezieben  sieb  auf  diese  in  uneud- 
lichtn-  Aii/.ahl  vorhandoni-n  Wurzeln. 

Obwobl  nun  die  wirkliclu»  l'erechuung,  wie  bereits  nns  der  Not- 
wendit^^kfit,  Doppelreihen  nn/usft/»Mi,  hervorgeht,  nicht  einfach  sein  kam), 
eo  wiir<'n  doch  die  Mittel  zur  Berechnung  analytisch  geij<^hen.  sobald  man 
das  zweite  partikuläre  integral  als  Funktion  von  cos  >^  besitzen  würde. 

Zwar  hat  Heine  einen  Ausdruck  ango;j:td>en,  in  welchem  das 
Integral  durch  Reihen  dargestellt  wird,  die  nach  Besseischen  Funk- 
tionen zweiter  Art  fortschreiten,  aber  die  Richtigkeit  dieser  Entwicklung 
ist,  wie  es  scheint  mit  Hecht,  von  Häntzschel  angezweifelt. 

Andererseits  sind  yon  Lindemann  alle  Potenzbedingungen  nacb 
cos'  i;  untersucht. 

Setzt  man  oos^ij^ir^  so  erbält  man  die  Gleichung 

4,(1  -  ^j'^Ji  +  2(1-  +      -       =  0. 

Es  lassen  sieb  nun  zwar  die  beiden  partikularen  Integrale  als 
Potenzreiben  darstellen,  die  innerhalb  des  Einbeitskreises  konvergieren. 
Für  das  imaginäre  Argument  t|  ist  indessen  oos^i;  >  1,  und  die  ent- 
sprechenden Reiben  sind  hier  divergent.  Bei  der  Heineseben  Dar- 
stellung durch  Reihen,  die  nacb  Sinus  oder  Kosinus  der  geraden  oder 
ungeraden  Yielfacben  von  ij  fortschreiten,  können  wir  allerdings  eine 
aber  nur  eine  dieser  Reiben  durch  passende  Wahl  der  Konstanten 
in  der  ganzen  Ebene  konvergent  machen,  und  zwar  geben  «Lmtlicbe 
Potenzreiben  Lindemanns  in  diesem  Fall  in  die  Heineseben  über. 
Es  gebt  also  die  DarsteUung  des  zweiten  partikulären  Integrals  Ter< 
loren,  und  es  bleibt  zunächst  nur  die  Möglichkeit,  das  zweite  Integral 
durch  die  Bezi^nng 

wirklieb  auszurechnen.  *    2'«^"  *"*'^ 
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Für  die  BerechnuDg  der  beiden  partikulären  Integrale  ist  aber 
möglicherweise  die  Anwendoog  halbkoiiTergeiiter  Beiheiiy  zweckmäßiger^ 
die  nach  Thome,  in  der  Form 

an^eeiellt  werden  können.  Hier  ist  eine  Eonstante  nnd  g(jt)  eine 
ganze  rationale  Funktion  von  #. 

Es  bedarf  dann  sUerdings  noch  einer  besonderen  Untersuchung^ 
welche  dieser  Reihen  unsem  Funktionen     und  %  entspricht. 

Wenn  ich  hier  anstatt  allgemeiner  Betrachtungen  eine  Af»«^hl 
spezieller  Probleme  besprochen  habe,  so  ist  das  TOm  Standpunkt  des 
Physikers,  dem  hierdurch  allein  gedient  wird,  wohl  gerechtfertigt,  und 
wenn  es  mir  gelungen  sein  sollte,  das  Interesse  der  Mathematiker  für 
diese  Fragen  zu  erregen,  ist  der  Zweck  des  Referates  erreicbt 


Bemerknngen  zur  Elektronentheorle 

hei  der  Disknssion  sa  yorstehendem  Vortrage  des  Hemi  W.  Wien 
über  die  partiellen  Dlfferentlalgleiohimgen  der  Physik. 

Von  A.  ISoMAiEiiFELD  iu  Aachen. 

Indem  ich  der  Eürjse  halber  nur  zum  Gegenstande  Elektronen- 
theorie das  Wort  nehme,  mochte  ich  die  von  Herrn  Wien  erwähnten 
absonderlichen  Resultate  besprechen,  die  ich  für  ein  mit  Überlicht- 
geschwindigkeit bewegtes  Elektron  theoretisch  abgeleitet  habe.  Herr 
Kollege  Wien  hat  aus  diesen  Absonderlichkeiten  in  seinem  allgemeinen 
Vortrage  über  Elektronen  den  Schluß  gezogen,  daß  die  Gmndlapeu 
der  Elektronentheorie  einer  Rerision  bedürfen.  Diesem  SchluB  kunn 
ich  iiiclit  beistimmen.  Daß  die  Verhältnisse  bei  Uberlichtgeschwmdig- 
keit  nicht  anders  als  absonderlich  lief^en  können,  dürfte  von  vornlierein 
klar  sein;  ja  wir  diirttcu  wcdil  uIIl'  darin  übereinstimmen,  daß  die 
überlichtgeschwindigkeitslx'wetriingen  überhaupt  uiclit  physikalisch 
realisierbar  sind.  Gibt  uuii  die  Theorie  von  dieser  Nichtrealisier- 
barkeit  Rechenschaft?  Nicht  ohne  weiteres.  Wenn  wir  den  Fall 
von  Oherflächeyiladung  aiisschließt-u,  bei  der  Ri<-h  din  kt  eiiit-  unend- 
lich große  Kraft  zur  Er/eui^un«^^  nnd  Unterhalt nng  einer  Uherliebt- 
pjpscliwindi<5keitsbewpp^nn'^  als  f  rl'ordt^rln-ii  bt-reehiiet,  wenn  wir  also  R. 
eine  starre  niassi  Ihm'  Kugt;!  mit  gl«'i»-liiniißiiier  Vobjmhhhi t}ii  betrachten, 
80  liefert  die  Theorie  für  jede  vorgesehrietitiie  Jirueguiig  bestinnnie 
endliche  Kräfte,  die  an  dem  Elektron  anzubringen  sind,  um  die  fragliche 

4* 
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A.  SowiBvKLi»: 


Beweguug  zu  ermöglicheD.  Es  sind  nim  zwei  Punkte,  die  Herr  Wien 
bdsüi  standet: 

1)  Betrachtet  man  den  Durchgang  des  Elektrons  durch  einen 
bpstliiirntoD  Lberlichtgeschwiiidigkeitswert,  so  ergibt  sich  ein  (jrüßrrcr 
Kraftbedarf,  wenn  die  Bew^ong  verzögerif  ein  kleinerer,  wenn  sie  6e- 
schleunigt  ist. 

2)  Es  gibt  oberhalb  der  Lichtgeschwindigkeit  wedor  eine  />/•- 
achhunifßtc  noch  auch  eine  stetig  verzögerte  Bewegung,  welche  ohne 
Kraftznfuhr  von  statten  gehen  kann;  ebenso  wenig  ist  die  glcichförmigv 
Bewegung  mit  Überliclitgeschwindigkeit  im  kräftefreien  Felde  möglich. 
Mit  anderen  Worten:  Die  Integralgleichung,  welche  den  Bewegungg' 
verlauf  beherrscht,  hat  bei  Überlichtg<>  seh  windigkeit  keine  Losung, 

Punkt  1)  glaube  ich  durcsh  die  folg^MuIon  Bemerkunrrpn,  die  sieh 
Übrigens  mit  meinen  AuBfQhrungen  in  den  Göttinger  Nachrichten  1905 
TTeft  3  §  24  und  25  deckm,  rollständig  klären  zu  können.  Aus  Punkt  2) 
Iiube  ich,  ähnlich  wie  Wiechert  in  den  Göttinger  Nachrichten  1905 
Heft  1,  geschlossen,  daß  das  Elektron,  wenn  es,  einmal  auf  Überlicht- 
geschwindigkeit gebracht,  sich  selbst  übeiiassen  würde,  plötzlich  auf 
Lichtgeschwindigkeit  herunterfallen  müßte,  womit  die  physikalische 
Unmöglichkeit  der  Überlichtgeschwindigkeit  auch  theoretisch  belegt 
WBie.  Diesen  plötzlichen  Abfall  der  Geschwindigkeit  möchte  ich  hier 
durch  eine  Art  Kontinuitatsbetrachtnng  wenigstens  in  etwas  plausibel 
machen. 

Zu  1).  Es  ist  (tou  den  allereinfaehsten  quasisiationiren  Be- 
wegungen abgesehen)  fUr  die  Djnamik  der  Elektronen  charakteristisch, 
daß  sich  der  Kraftbedarf  nicht  nach  dem  augenblicklich«i  Bewegongs- 
TOstande  bemißt,  sondern  nach  dem  Bewegungsverlauf  wahrend  eines 
endlichen  ZeitinterraUes  Ton  der  Größenordnung  2a/ic  —  v  ',  wo  a  den 
Elektronenradiusy  e  die  Lichtgeschwindigkeit  und  v  die  augenblickliche 
Bewegungsgeschwindigkeit  des  Elektrons  bedeutet  Femer  sei  Toraus- 
geschickt,  daß  bei  gleichförmiger  Oberlichtgeschwindigkeit  eine  Kraft  % 
Tom  Betrage 

erforderlich  ist,  um  die  mit  der  Bewegung  verbundene  Energie- 
ausstrahlung zu  ersetaen.   Dabei  ist  e  die  Ladung  des  Elektrons. 

Haben  wir  es  nun  mit  einer  yerzögerten  Bewegung  zu  tun,  z.  B. 
in  demjenigen  Moment,  wo  r  =  2c,  so  war  in  dem  voruugchenden 
Intervall  die  Geschwindigkeit  und  daher  auch  der  Enerj^ieverlust  durch 
Strahlung  um  so  größer,  je  schneller  die  Verzö;^eruijg  ist.  Die  er- 
forderliche Kraft  wird  daher  um  so  größer  sein,  je  schneller  die  Ver- 
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wü&^esrmg.  Als  Oraizwort  bei  unendlidi  rascher  VenEÖgenuig,  wo 
umnittelbar  Tor  dem  betraebtoten  Momente  die  Qesehwixidigkeit  qh- 
endlich  groB  war,  ergibt  sieb  derselbe  Wert;  Ton  %  wie  bei  dauernd 
ttnendlieb  großer  Geschwindigkeit ,  nEmlieh  nach  der  angefithrten 
Formel  4«S  —  9^/4a*, 

In  der  Figur  bedeuten  die  negatiren  Abszissen  Verzögerungen,  die 
positiTen  Beschleunigungen.  Naeh  der  Ordinatenaehse  wird  der  Wert  yon 
aufgetragen,  der  dem  TerzSgerten  odtft  beschleunigten  Durchgange 
durch  die  doppelte  Lichtgeschwindigkeit  entspricht:  s.  die  mittlere  Kurve. 
Dieselbe  nähert  sich  für 

große  negative  Abszissen  •■^Sr 
asymptotisch  wachsend 
dem  Werte  9£-/4a^  und 
schneidet  auf  der  Ordi- 
natenaehse die  Strecke 
27«*/ 16a-  ab,  welche  der 
gleichförmigeu  Bewegung 
mit  t"  =  2c  entspricht. 

Dieselbe  Überlegung, 
die  die  Zunahme  der  Kraft 
bei  Vergrößeruntr  der  Verz  ini?  erklärt,  macht  auek  die  Ahiinhme  der 
Kraft  bei  zunehmender  Beschleunigung  verständlich.  Dabei  vergleichen 
wir  auch  jetzt  immer  solche  Werte  von  a*,  die  zu  (lers(dben  Geschwindig- 
keit r  =  2c  gehören,  lu  der  Tat  war  bei  gr<)ßerer  Beschleunigung  die  in 
ileni  vorangehenden  Zeitintervall  herrschende  mittlere  Geschwindigkeit 
kleiner  wie  bei  geringerer  Beschleunigung.  Diese  mittlere  Geschwindig- 
keit kann  sogar  bei  sehr  schneller  Beschleunigung  unterhalb  der  Lioht- 
gesehwitidigkeit  liegen,  wodurch  sich  der  alsdann  kleiner  ausfallende 
Kraftbcdarl  erklärt  Bei  unendlich  großer  Beschleunigung  wird  dieser 
Krafibedarf  ersichtlich  gleich  Null;  denn  in  diesem  Falle  war  ja  das 
Elektron  noch  unmittelbar  vor  dem  betrachteten  Momente  v  =  2'  in 
Ruhe;  ein  der  Bewegung  enf^fweehendes  Feld  war  überhaupt  noch  nicht 
vorhanden;  also  kann  auch  keine  Kückwirkung  des  Feldes  auf  das 
£lektron  auftreten.  Unsere  Kurve  nähert  sich  daher  für  grofie  Abszissen 
asymptotisch  der  Ahszissenachse  selbst. 

Die  zahlenmüßige  Größe  der  einzelnen  Kurven ordinaten  habe  ich 
L  e.  durch  Planimetrierungen  gefunden.  Zum  V^ergleich  zeichne  ich 
noch  zwei  Kurven  schematisch  ein,  von  denen  die  obere  dem  (ver 
zögerten  oder  beschleunigten)  Durchgange  durch  v  =  5c,  die  untere 
denjenigen  durch  v*^  1,2t:  entspricht.  Sie  haben  qualitativ  denselben 
Verlauf  wie  die  mittlere  Kurve  fQr  r  =  2c. 
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Ich  glaube^  dafi  durch  dieee  ISiditerungen  der  aUgemeinc  Yeilanf 
miBerer  Kuren  yoUi&dig  geUäxi  ist.  InsbeBondere  TerUert  nun  auch 
die  Tatsache  den  Schein  des  Absonderlichen,  daß  nnsere  Kurven  im 
Schnitlpunkte  mit  d^  Ordinatenachse  eine  nach  unten  gerichtete 
Tangente  haben,  eine  Tatsache,  die  man  als  Auftreten  einer  (iongitodinalen) 
neffoHvm  Horn  deuten  kann.  In  der  Tat  f&hrt  man  ja  den  Tragheita- 
begriff  auf  elektromagnetischer  Grundlage  unterhalb  der  Lichtgeschwindig^ 
keit  dadurch  ein,  daß  man  die  stationäre  Bewegung  mit  den  benachbarten 
quasistationaren  Tcrgleicht  und  den  durch  die  Beschleunigung  geteilten 
Kraftbedarf  der  letzteren  als  scheinbare  od«r  elektromagnetische  Masse 
anspridii  Die  Übertragung  auf  den  Fall  der  Überlichtgeschwindigkeit 
zeigt  unmittelbar,  daß  hier  die  besprochene  Tangentenncigung  die 
sdieinbare  Masse  reprSsentiert  und  daß  diese  uegatir  ist.  Der  Trogheits« 
begriff  kehrt  sich  also  oberhalb  der  liiehtgeschwindigkeit  um  bei  kugel- 
förmiger Yolumladung;  er  hat,  wie  Wiechert  1.  c.  hervorhebt»  überhaupt 
keinen  Inhalt  bei  den  Ton  diesem  betrachteten  Ladungsformoi. 

2)  Das  dynamische  Grundgesetz  des  (masselosen)  Elektrons  besagt, 
daß  die  von  dem  Eigenfelde  des  Elektrons  herrührende  Kraftwirkung 
mit  den  sonst  etwa  vorhandenen  äußeren  Kräften  im  Gleichgewicht 
stehen  soll.  Sind  keine  solchen  äußcicu  Kräfte  vorhaiuleii,  so  muß 
sich  (his  Elektron  derart  bewegen,  daß  die  80el)eu  konstruierte  Kraft- 
Wiikiaig  des  Eigenfeldes  verschwindet.  Naeli  unserer  Fi^ur  trifit 
dies  aber  für  keine  verzögerte  und  auch  für  keine  beschleunigte  Be- 
wegung zu,  wenn  wir  voji  dem  trivialen  Fall  der  unendlichen  Be- 
schleunigung absehen.  Wir  sind  daher  vor  die  von  Herrn  Wien  be- 
tonte ernstliehe  Schwierigkeit  gestellt:  Es  ist  theoretisch  möglich, 
(hirch  endliche  --  wenn  auch  sehr  große  —  Kräfte  das  Elektron  aut 
rberlichtgeschwindigki'it  zu  bringen  und  eine  Ztit  lang  auf  dieser  xu 
erhalten;  es  ist  unmöglich,  eine  stetige,  mit  der  erzwungenen  I  herlicht- 
geschwindigkeit  anhebende  Hewi  gung  anzugeben,  w»  Ich»'  das  von  den 
Kräften  befreite  Elektron  wcittMhin  auszuführen  imstande  wäre. 

Den   einzigen  Ausweg   aus  dieser  Schwierigkeit  hübe  ieh  (vgl. 
Göttinger  Nachrichten  190ö,  S.  203)  in  der  Annahme  gesehen,  daß  das 
Elektron  plotzUch  auf  Lichtgeschwindigkeit  oder  Unterlichtgeschwindig 
keit  herabfällt.    Diesen  Ausweg  etwas  plausibler  zu  machen  soll,  die 
folgende  Koutinuitätsbetrachtuiig  dienen. 

Nehmen  wir  vorübergehend  an,  das  Elektron  hätte  eine  gewisse 
träge  Masse  gewöhnlieher  Art.  Dann  wird  sich  z.  B.  fttr  den  Durch- 
gang durch  die  Geschwindigkeit  2c  auf  Grund  unserer  Kurve  eine 
gewisse  Verzögerung  abgreifen  lassen,  bei  welcher  die  Träghoitskraft 
im  gewöhnliche  8inne,  nämlich  Masse  mal  Verzögerung,  die  Wirkung 
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des  EigenfeldeB  ins  Gleichgewicht  setzt.  Diese  TenSgeite  Bewegung 
wfirde  dem  Gmndgesete  der  ElekironendTiuiiiiik,  wenn  wir  dasselbe 
sinngemäß  auf  mit  wirklieher  Hasse  behaftete  Elektronen  erweiten, 
genfigen  und  stellt  eine  mische  kraftefireie  Bewegung  des  Elektrons 
dar.  Lassen  wir  nun  die  wirkliehe  Masse  abnehmen,  so  mufi  die  Yer- 
zögening  in  demselben  MaBe  znnehmra,  um  wieder  die  Wirkung  des 
Eigenfeldes  ins  Oleichgewicht  zu  setzen.  Gehen  wir  in  der  Grenxe 
zur  Masse  Null  über,  d.  h.  zu  derjenigen  YorsteUmig,  die  wir  uns  mit 
guten  Gründen  von  der  physikalischen  BeschaflFenheit  des  negativen 
Klcktrons  gebildet  habeii^  so  entspricht  dieser  Grenze  eine  unendlich 
sebneiie  Verzögerung,  d.  h.  ein  plötzlicher  Abfall  von  der  urbprünglicheu 
Überlichtgesch  w  i  ml  i  g  keit. 

Ich  gebe  gern  zu,  daü  diese  Betmhtung  etwas  Künstliche«  h.d, 
da  sie  aus  dem  sonst  festgehaltenen  Vorstelhnigskreise  der  masseloscn 
Elektronendynamik  berüusiritt.  Indessen  ist  wohl  auch  die  ganze 
Frage  nach  dem  IkwtgungBVPrlauf  bei  Überlichtgeschwindigkeit  eine 
künstliche,  durch  pliysikalisclie  Mittel  nicht  zu  entscheidende. 

3)  Dem  vorangehenden  Panuluxun  stellt  sich  ein  anderes  an  die 
Seite.  Wir  sahen  soeben,  daß  sich  bei  der  Kraft  Null,  oder  allgemeiner 
hei  zu  Meiner  äußerer  Kraft  keine  stetige  Bewegung  angeben  läßt, 
welche  o'm  auf  ÜberlichtgeschwindiL'kpit  gebnichtes  Elektron  weiterhin 
auszutühreu  imstande  wäre.  Wir  künuen  aiuls'rerseits  sagen,  daß  hei 
zu  großer  Kraßj  wenn  nämlich  die  änßere  Kratt  den  in  unserer  Figur 
auftretenden  asymptotischen  Grenzwert  überschreitet,  ebenso  wenig  eine 
mit  dem  Grundgesetz  der  masselosen  Elektronendynamik  vertragliche 
stetige  Bewegung  möglich  ist.  Der  fragliche  Grenzwert  ist  gegeben 
dorch  4»§  —  Qsy4a*.  Die  entsprechende  Kontinuitätsbctrachtungf  bei 
der  wir  von  einem  mit  wirklicher  Mass«  begabten  Elektron  ausgehen 
und  den  Übergang  zu  verschwindender  Masse  machen,  würde  in  diesem 
Falle  einen  plötdichen  Spmng  auf  unendlich  große  Geschwindigkeit 
erwarten  lassen. 

4)  Was  die  Theorie  des  deformierbaren  Elektrons  betrifft,  so  w  ird 
man  mit  dieser  fOglich  warten  dürfen,  bis  Herr  Kaufmann  das  Re- 
sultat seiner  diesbezüglichen  Messungen  bekannt  gegeben  hat. 
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Rudolf  Lipschitz. 

Nekrolog  von  H.  Kortum, 
abgedruckt  aus  der  Bonner  Chronik  vom  Jahre  1903. 

Einen  schweren  Verlust  erlitt  unsere  Universität  am  7,  Oktober 
1903  durch  den  Tod  des  genialen  Mathematikers  Rudolph  Lipschitz, 
der  ihr  seine  Tätigkeit  vom  Anfaug  seiner  akademischen  Laufbahn  an 
mit  einer  einzigen  Unterbrechung  von  zwei  Jahren  gewidmet  hat.  Er 
war  ein  Ostpreuße,  geboren  am  14.  Mai  1882  auf  dem  väterlichen  Gut 
Bönkeim  bei  Königsberg.  Sehr 
frühreif  absolvierte  er  das  Königs- 
berger Gymnasium  schon  mit  15 
Jahren.  Zunächst  bezog  er  die 
heimatliche  Universität;  Ri- 
chelot  und  vor  allem  Franz 
Neu  mann,  damals  einer  der 
ersten  Vertreter  der  mathe- 
matischen Physik,  waren  haupt- 
säcblich  seine  Lehrer.  Angezogen 
durch  Dirichlet  wandte  ersieh 
dann  nach  Berlin.  Eine  schwere 
Krankheit  zwang  ihn,  seine 
Studien  etwa  ein  Jahr  lang  zu 
unterbrechen,  sodaß  er  erst  am 
9.  August  lHö;j  in  Berlin  pro- 
movierte. Um  diese  Zeit  ver- 
lobte er  sich  mit  einer  Jugend- 
gespielin, Ida  Pascha,  der 
Tochter  eines  Gutsnachbars,  und 
entschloß  sich,  um  rascher  selb- 
ständig zu  werden,  zur  Gymnasial- 
Laufbahn,  legte  in  Königsberg 

sein  Probejahr  ab  und  wirkte  am  Gymnasiuni  in  Elbing  al.s  Lehrer. 
Dann  aber  gewährte  ihm  sein  Vater  die  niitigen  Mittel;  er  habili- 
tierte sich  Ostern  1807  bei  uns  und  begann  im  Herbst  desselben 
Jahres  seine  glückliche  VAie.  Mit  der  seltensten  Hingebung  und  Auf- 
opferung hat  ihm  seine  Gattin  zur  Seite  gestanden,  in  guten  Zeiten 
und  in  Zeiten  des  Leidens,  als  er  die  gewolinte  und  lielt^^e wordene 
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Arbeit  mit  tiaurigem  Herzen  unterbrechen  maßte  und  znletat  in  den 
trfiben  Tagen  am  Ende  seines  Lebens,  als  ein  langwieriges  Nierenleiden 
seine  Er&fte  langsam  Terzehrto. 

Ostern  1862  ging  er  als  anderordentiicher  P^fessor  nach  Breslau, 
kehrte  aber  schon  Ostern  1864  als  Ordinarius  nach  Bonn  snrflck. 
Einmal  trat  die  Yersnchnng  an  ihn  heran,  uns  zu  Terlassen,  er  erhidt 
Ende  1873  nach  Glebsoh'  Tode  einen  Rnf  nach  0(>ttingen,  und  ob- 
gleich er  es  fBr  eine  große  Saehe  hielt,  wenn  aach  nur  mittelbar, 
Nachfolger  Ton  Dirichlet  zu  werden,  blieb  er  in  Bonn. 

Mit  großer  Gewissenhaftigkeit,  Geschaftskenntnis  nnd  Sachlichkeit 
widmete  er  sich  den  Angelegenheiten  der  Faknltat,  geschätzt  als  Berater 
in  anßergewShnlichfflL  flUlen.  In  Bemfongraachen  stellte  er  das  wissen- 
schaftlicbe  Interesse  der  Universität  allen  anderen  Rücksichten  voran. 
Für  das  Jahr  1874/75  wurde  er  einstimmig  zum  Rektor  gewählt. 

Lipschitz'  mathematische  Denkweise  ist  durch  DiricliUt  be- 
stimmt worden,  als  dessen  Schüler  er  sich  betrachtete.  Au  Dirichlet 
knüpfen  auch  .seine  frühesten.  Arbeiten  an,  später  erol)erte  er  sich 
eigene  Gebiete,  auf  denen  er  bahnbrechend  vorging.  Seine  wissen- 
schaftliche Tätigkeit  als  Forscher  in  ihrem  ganzen  Umfang  und  viel- 
seitigen Gredankeninhnlt  zu  schildern  ist  hier  unmöglich,  dafür  war  sie 
zu  au.sgedchnt  nnd  mannigfaltig.  Sie  erötrekte  sich  hauptsächlich  auf 
Zalileiitheoriej  namentlich  in  Verbindung  mit  der  Infinitesimalrechnung, 
Reilicntheorie,  gewöhnliche  und  partielle  DiJl'erentialgleichungen .  ana- 
lytische Mechanik,  inathematiache  Pliysik  (namentlich  Potentialthetu'ie). 
Besonders  hervorzuheben  sind  sein»'  austrodebnten  Untersuchunü-cu  ülier 
Formen  von  n  Ditf'erentialen  und  damit  zu.sammcnhängende  Fragen  der 
Variations-Heclinung,  Ivaumtheorie  und  Mechanik,  die.  an  die  Ent- 
wicklung Riemanns  in  seiner  berühmten  Habilitatjonsrede  über  die 
Hypothesen  der  Geometrie  anknüpfend,  einen  neuen  Zweig  der  Mathe- 
matik geschaffen  haben.  Hierüber  sagt  die  von  der  Jtcrlinrr  Älcademie 
an  Lipschitz  bei  Gelegenheit  seines  50 jährigen  Doktor-Jubiläums  ge- 
richtete Adresse  folgendes: 

.,T)iese  (Jliemanns)  tiefgriimliffe  Enitmdilunff  uor  nhpr  den  Maihe- 
niatihrrn  ein  Buch  mii  sieben  Sirfjchi,  und  ttns  ihr  Verständnis  fr.^chlossen 
zu  haben,  ist  vorzugsweise  das  Verdienst  Ihrer  unaUässiffen  vielseitigenf 
lichtvollen  Untersuchungen." 

Femer  sind  her?orzubeben  seine  aus  der  Transformation  von 
Quadratsummen  herausgewachsene  Erweiterung  des  Begriffs  der  kom- 
plexen Größen  und  die  merkwürdigen  Untersuchungen  über  Oberflächen 
mit  Torgeschriebenen  Krümmangseigenschaftea. 

Grofies  Interesse  wendete  er  auch  den  Grundfragen  der  mathe- 
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matischen  Analyse  zu;  seine  dsbingehorigen  Untersudiiingen  ergänzte 
er  Bfiftier,  abweichend  Ton  den  Gewohnheiten  der  ihm  geieteeverwandten 
deutschen  Hathematiker  seit  Gaud  zn  einem  i^Lehrbuch  der  Analjsis^. 
Treffend  charakterisiert  diesen  Teil  seiner  wissenschaftlichen  Arbeit  eine 
Adresse  der  GoUmger  KSni^,  GeseUsdtaß  der  Wissensduiflm  mit  folgenden 
Worten: 

Jn  dem  Straten  nae/t  GenenUisierung  der  Fragesidhmgen  und  hei 
dem  Eimhingem  m  ifte  entfenUeren  Segionen  absirakt  mathematischen 
Denkens  lassen  Sie  nidtt  die  SU^naig  des  vorhandenen  BesiUssUmdts 
der  Wissensehaft  außer  adU,  Sie  durdidenken  vielmehr  aufs  stMrfsle 
die  Beweismeihoden  für  den  FundamenktUats  der  Algehra,  die  DarsieOung 
wUStOrlü^  Funktionen  durdi  Beihen,  die  MogliMeii,  ein  System  von 
reißen  Differentialgleichumjm  m  integrieren  und  kennen  endlicky  aus- 
gestattet  mit  den  euverlassigstcn  Mifidn  der  Kritik,  an  die  große  Aufgäbe 
herantreten  y  das  System  der  Analysis  von  den  Grundbegriffen  an  in 
stetigem  Zusammenhang  darzustiUen.  So  schufen  Sie  ein  Lehrbuch  der 
AnotysiSf  nie  es  in  dieser  tiefen  Auffassung  und  nissenschafttichen  Be- 
deutung die  deutschen  Mathematiker  bis  duhiu  idclit  besaßen,  und  das 
noch  i)i<n>rhe  junge  (ioirrdfioit  Jh/m  -k  lebhaftem  l)n>ik  verpflichten  trird."" 

Lipächitz  befußte  sieh  nie  mit  unliedeiiteuden,  nebensächlichen 
Fragen,  er  hatte  einen  scharfen  Blick  für  ihis  Wesentliche,  auch  kleine 
Arbeiten  ohne  >'»mit'rUche  Kesultate  bringen  bei  ihm  ilberraschend 
neue  Gesieht  [ unkte  und  OedankeD.  Immer  behielt  er  im  Aiitre,  was 
die  verseil) (  i  tieu  niatheniutisehen  Dis/.iph'iien  verbindet.  Ju  ^'euissem 
Sinn  war  ir  hauptsächlich  Algebraiker,  indem  er  auch  in  analytischen 
Fraj^en  den  mit  ihnen  zusammenhängenden  algebraischen  Aigunthmen 
die  griiBte  Aufmerksamkeit  schenkte,  sie  gewissermaßen  tiir  den 
wesentlichen  Kern  hielt. 

Er  kon/.iiiierte  leicht  und  rasch  nud  besaß  ein  riesiges  analytisches 
Anschuuuugsvermiigen  iiml  <las  .sicliert^te  rrefiihl  für  das  Hichtlge.  Da- 
mit im  engsten  Zusammenhang  staud,  daß  die  Dar.steliung  seine  weniger 
starke  Seite  war.  Was  er  mit  einem  Blick  übersah,  in  einzelne  Schlüsse 
zu  zerlegen  und  methodisch  auseinanderzusetzen,  machte  ihm  die  größte 
Mühe  und  gelang  nicht  imm<T  vollständig.  Auch  für  den  gewiegten 
Gelehrten  bot  die  Lektüre  seiner  Sachen  immer  noch  hier  und  da 
Schwierigkeiten,  und  er  ist  längere  Zeit  wenig  gelesen  nnd  viel  zu  wenig 
gewürdigt  worden.  Wie  sehr  sich  dies  aber  in  den  sjtätereji  Zeiten 
geändert  hat,  zeigte  sich  besonders  in  der  außerordentlichen  Fülle  der 
Zuschriften  zur  Feier  seinem  .^^»jährigen  Doktor^-Jubiläums.  Sdion  oben 
fand  sich  Gelegenheit,  charakteristische  Äußerungen  der  Akademien  von 
Berlin  und  Göttingen  anzuführen.    Diesen  mögen  zwei  andere  angereiht 
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werdeB.  Königsberger  dankt  ihm  JUr  alle  die  yroßm  Birekiientngm, 
die.  Sie  der  Wis$emehaft  haben  guieil  werden  laam  wnd  dvmk  die  Sie 
tu  die  erste  Seihe  der  Forseher  der  iMen  50  Jahre  befreien  smd^.  F.  K le in 
sagt  in  einem  äußerst  liebenswürdigen  an  Frau  Lipschitz  gerichteten 
Brief  folgendes:  „und  Uh  htüte,  indem  ich  selbst  fortschritt,  immer  mehr 
gelernt,  sein  (Lipschitz)  hohes  matftematisches  Ideal  zu  verstehen,  das  die 
Wissenschaft  in  strenger  und  durrhsichtigcr  Gliederumf  als  ein  zusammen- 
hünqendes  Ganze  begreifen  icill  und  mit  uffvncm  Sinn  für  die  Weiter- 
cnlivkhlung  die  Aufmerksamkeit  doch  immer  wieder  mit  Vnrlirhe  auf 
die  Arbeiten  der  große))  Bahul/recher  dt  r  )iidim  und  fernen  Vvi ijatnjt  ttiit'U 
zurücklenkt.*''  Lipschitz'  Ansehen  wird  aber  norb  immer  steigen,  denn 
immer  noch  nn  hr  wird  den  Mathematikern  der  'j;roße  in  seinen  iSachen 
steckende  Geiliuiktunihnlt  zum  Bewußtsein  kuiimif^n. 

Er  war  korrespondierendes  Mitglied  der  Akatietnien  von  Paris, 
Berlin,  Göttinj^en,  Rom  (Lincei j  usw.  .Seine  Arbeiten  sind  vielfach  in 
fit  in(](  S[!mchen  übersetzt  worden.  Mit  seinem  j^roßen  franziJsi seilen 
Zi  itirenoHseu  Ilermite  unterhielt  er  durch  längere  Jahre  einen  iebhui'ten 
Brietwechsel. 

Seiner  Lehrtätigkeit  nahm  sich  Ivipschitz  auf  das  gewissenliafteste 
an.  Er  hat  nicht  weniger  als  19  verschiedene  große  Vorlesungen  über 
fast  alle  Zweige  seiner  Wissenschaft  gehalten.  Bei  seinen  Schülern 
suchte  er  vor  allem  den  Pinn  für  präzise  Fassung  der  Theoreme  und 
Sicherheit  der  Beweise  zu  wecken.  Immer  und  immer  wies  er  sie  auf 
die  Notwendigkeit  hin,  vom  Lehrbuch  zn  den  Originalarbeifcen  zurück- 
zngehen.  Mit  Flacker  hat  er  im  Jahr  1860  das  hiesige  mathematische 
Seminar  gegründet. 

Seine  Geradheit  und  sein  energisches  Eintreten  für  das,  was  er 
einmal  als  recht  und  gerecht  erkannt  hatte,  haben  ihn  in  der  ersten 
Zeit  seines  Bonner  Ordinariats  ein  paarmal  in  Konflikte  geliracht; 
bald  aber  brach  sich  die  Erkenntnis  ^^eine3  lauteren  wohlwollenden 
Charakters  Bahn,  und  er  erfreute  sich  der  höchsten  Achtung  ninl  Liehe 
aller  Kollegen  und  starb  allgemein  betrauert,  nicht  nur  als  Gelehrter, 
sondern  auch  als  Persönlichkeit. 
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Hermaim  Kortum. 


Nekrolog  von  AnschCtz  und  Study, 
abgedruckt  aus  der  Bonner  Chronik  vom  Jahre  19(»4. 

Am  24.  September  1904  verschied  in  dem  Krankenhause  Bethanien 
zu  Hamburg  der  ordentliche  Professor  der  Mathematik  Hermann 
Kortum.  Auf  einer  zur  Erholung  unternommenen  Nordlandsfahrt  be- 
fiel ihn  ein  schweres  schmerz- 
haftes Leiden,  das  ihm  die 
Rückkehr  unmöglich  macheu 
sollte. 

Kortum  entstammte 
einer  Familie,  deren  Namen 
der  Verfasser  der  Jobsiade 
berühmt  gemacht  hat.  Er 
wurde  nach  dem  Tode  seines 
Vaters,  der  Arzt  in  Düren 
war,  geboren  zu  Muffendorf, 
unweit  Godesberg,  am  29.  Sep- 
tember 1^<3G.  Seine  Mutter 
Josephine,  geb.  Gossen, 
eine  Frau  von  ausgezeichneten 
Geistes-  und  Charaktereigen- 
schaften, ließ  ihm  eine  vor- 
treffliche Erziehung  zuteil 
werden.  Ihre  musikalische 
Ausbildung  und  Begabung, 
sowie  eine  ungewöhnliche 
Willensstärke  ermöglichten  es  ihr.  durcli  Erteilung  von  Klavierunterricht 
zu  Köln  den  beim  Tode  ihres  Mannes  drohenden  Verlust  eines  Vermögens 
abzuwenden,  das  meist  in  damals  schwer  verkäuf!icln*n  Grundstücken  an- 
gelegt war.  Dadurch  sicherte  sie  nicht  nur  sich  sell)st,  sondern  auch 
ihrem  Sohne  ein  sorgenfreies  Dasein,  bis  sie  später  durch  eine  Erbschaft 
in  mehr  als  auskömmliche  Vermögensverhältnis.sc  kam.  Inigekelirt 
weihte  der  Sohn  der  Mutter  —  es  ist  nicht  zuviel  gesagt  —  sein  ganzes 
Leben,  und  das  rührende  einzigartige  Verhältnis  zwischen  dem  un- 
verheiratet gebliebenen  Sohn  und  der  früh  verwitweten  Mutter  fand 
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erst  durch  den  Tod  der  hockbetagten  Frau  im  Jahre  1899  geiDen 

Abschhiß.^) 

Seine  Schuibtidung  empfing  H.  Kortum  auf  dem  Friedrich- Wilhelras- 
Gymnasium  zu  Köln,  das  er  nach  bestandener  KeifeprQfung  mit  der 
Absicht  verließ,  den  Beruf  eines  Ingenieurs  zu  ergreifen,  wozu  Neigung 
und  Begabung  ihn  hinzogen.  Nicht  lange  jedoch  fesselte  ihn  die  hier- 
mit in  jener  Zeit  zunächst  yerbundene  Tätigkeit  in  einem  Bureao 
^  bald  wandte  er  sich  dem  Stadium  der  Mathematik  zu,  zunächst  in 
Bonn.  Besoudexen  Einfluß  gewannen  hier  auf  ihn  Persönlichkeit  und 
Vorlesungen  des  nur  um  vier  Jahre  älteren  genialen  Mathematikers 
R.  Lipschitz,  dem  Kortum  später  als  Koll^fe  zur  Seite  treten  sollte 
und  mit  dem  er  sein  ganzes  Leben  lang  in  engster  Freundschaft  yer- 
bunden  blieb.  In  Göttingen  und  Berlin  erfreute  er  sich  sodann  der 
TOu  Biemann,  Dirichlet  und  Weiers traB  ausgehenden  Anregungen. 
Nach  bestandener  Oberlebretprfifnng  übernahm  er  zunächst  die  Stelle 
eines  Hathematiklelirers  an  einem  Gymnasium  zu  Eolo  und  bereitete 
uoh  auf  seine  Promotion  Tor,  die  am  24  Juli  1861  zu  Bonn  stattfand. 
Bald  darauf  gab  er  seine  Ijehrerstelle  auf,  um  sieh  an  der  Bonner 
Hochschule  am  11.  Januar  1865  zu  habilitieren.  Von  da  au  blieb  er 
trotz  mehrfacher  Lockungen  unserer  Alma  mater  treu.  Das  UntTeisitftts^ 
album  TNzeiehnet  seine  Ernennung  zum  außerordentlichen  und  ordent> 
liehen  Professor  unter  den  Daten  des  24.  Mai  1869  und  25.  Juli  1892. 

Li  ein&chen  Formen  also  hat  sich  dieses  Leben  abgespielt.  Es 
laßt  sich  daraus  nicht  entnehmen^  mit  einem  wie  reichen  Inhalte  es 
eilttllt  gewesen  ist. 

öffentlich  ist  Kortum  allerdings  nur  wenig  hervorgetreten.  Es 
ist  das  TOr  allem  znrflckzufBhren  auf  seine  besonders  in  spateren  Jahren 
stark  entwickelte  kritische  Yeranlagung,  mit  der  er  eine  große  Be- 
scheidenheit Tcrband.  Die  von  ihm  Teröfientlichten  geomehisehen 
Arbeiten  haben  Anerkennung  gefunden  und  brauchen  eine  Vergleichuug 
mit  ahnlich  Geartetem  aus  jener  Zeit  gewiß  nicht  zu  scheuen.  Aber 
wie  die  Untersuchungen  anderer,  so  maß  er  auch  die  eigenen  Gedanken 
mit  dem  höchsten  Maßstab.  Daher  verschmähte  er  es,  sicli  femer  an 
einer  Art  der  Produktion  zu  beteiligen,  die  ihm  eine  wirkliche 
Förderung  seiner  Wispenschaft  nicOit  zu  bewirken  schien. 

Außer  seiner  lnau<;urul-Diss»'rtutiuii  „De  proprietatil)Us  curvaruui 
tertii  ordinia  synthetica  methüdo  deduotis"  (  Pars  prior,  i^onnae  iSfU) 
ist  von  ihm  nur  noch  eine  größere  Arbeit  im  Druck  erschienen,  die 

1)  Worte  von  L.  Heffter,  aus  dem  sclioucn  Naclmif«',  den  <li<  ner  dem 
PreuDd©  in  der  Honner  Zcitnnjr  v  28.  Sept.  1904)  gcvridmet  hat.  Auch  oinigea 
andere  entnehmen  wir  dieser  Quelle. 
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ihm  den  Steiner-Preis  der  Berliner  Akademie  eintrug  und  Weierstrali 
zu  dem  Versucli  bewoj^,  ihn  fi5r  Berlin  zu  gewinnen:  .Jiber  geometrische 
Aufgaben  dritten  und  vierten  Grades"  (Bonn  IHOO).  Eine  dritte  umfnng- 
reiche  Arinit  liat  tiicli  in  sffneni  XachbiR^e  g»'fnnden:  „Über  diejenigen 
gegenseitigen  Lagen  ebener  kuliiiit  ;u>'r  kSvrteme,  kollinearer  Raum- 
Ftrabll)iisehel  und  kollinearer  Systeme  im  liaume,  bei  welchen  es  sich 
i^elbst  i  ntsprechende  Kegelschnitte  resp.  Kegel  und  Flächen  zweiter 
Ordnung  gibt." 

Das  Manuskript  befindet  sich  jetzt  im  Besitze  des  Mathematischen 
•Seminars  zu  Bonn. 

In  dem  Werke  von  A.  v.  Lasaulx  über  das  Erdbeben  von  Herzogenrath 
(Bonn  1874)  findet  sich  noch  eine  kleinere  Arbeit  Kort  ums,  in  der 
er  die  Tiefe  des  Erschütterungsmittelpunktes  und  die  Fortpflanzungs- 
geschwindigkeit dieses  Bebens  zu  bestimmoa  suchte.  Auch  der  Nachruf 
auf  Rudolf  Lipschitz  in  der  Bonner  Chronik  (^1903)  stammt  aus 
Kortums  Feder. 

Kor  tum  war  in  hohem  Maöe  Autodidakt.  Frühzeitig  schon 
wendete  er  sich  zum  Studium  der  klassischen  matbematisehen  Literatur, 
in  der  er  es  zu  einer  ungewöhnlichen  Beleseuheit  gebracht  hat.  Mit 
Vorliebe  beschäftigte  er  sieh  mit  den  Schriften  von  Weierstraß,  der 
ihn  auch  bei  der  Herausgabe  seiner  gesammelten  Werke  zur  Mitwirkung 
herangezogen  hat,  und  mit  denen  Dirichlets,  wie  denn  überhaupt* 
in  späteren  Jahren  die  Zahlentheorie  sein  Lieblingsstudium  bildete. 
Ohne  Zweifel  aber  war  er  der  beste  Kenner  der  Arbeiten  seines  ver- 
ehrten Freundes  R.  Lipschitz.  Es  ist  daher  sehr  su  beklagen,  daß 
ihn  über  einer  eingehenden  Würdigung  der  Leistungen  dieses  genialen 
Forschers,  die  er  im  Auftrage  der  Deutschen  Mathematiker- Vereinigung 
begonnen  hatt^  der  Tod  hinwe^^rafft  hat  Kein  anderer  wäre  so  wie 
Kor  tum  zu  dieser  keineswegs  leichten  Aufgabe  befähigt  gewesen. 

Die  erwähnten  ebenso  grundlichen  als  ausgedehnten  Studien  kamen 
Kortums  zahlreichen  Schülern  zugute.  In  seinen  Vorlesungen,  die  er 
unermüdlich  immer  wieder  ganz  von  neuem  ausgearbeitet  hat,  war  er 
vor  allem  darauf  bedacht,  seinen  Zuhörern  eine  sichere  GrundUige 
mathematischen  Wissens  zu  vermitteln.  Doch  behandelte  er  in  Vor- 
lesungen und  besonders  in  seineqi  Seminar  dfters  auch  (iegenstande, 
die  an  das  Verständnis  der  Studierenden  höhere  Ansprüche  stellten, 
z.  B.  die  Theorie  der  quadratischen  Formen.  Seine  Vortragsweise  war 
einfach,  klar  und  fesselnd;  sie  entbehrte  nicht  einer  gewissen  Anmut. 

Seine  Freunde  und  Kollegen  kannten  Kort  um  als  einen  Maon  von 
gediegener  und  vielseitiger  Bildung,  sie  schätzten  in  ihm  einen  geraden 
und  voruebmen  Charakter,  vor  dessen  durchdringendem  Blick  nichts 
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Unechtes  bestehen  konnte,  und  zugleich  einen  Mann  v(in  tiefpm  Oeniüt, 
dessen  Herz  voller  Güte  und  Wohlwollen  -war.  Sein  bmn  tür  hinmor, 
oft  nicht  ganz  frei  von  Sarkasmus,  der  aber  nie  verletzend  wirkte,  sein 
fröhliches  und  lebhaftes  Temperament  machten  ihn  zu  einem  ungemein 
angenehmen  und  Hebens wtirdigeu  Gesellschafter.  In  seinem  Urteil  über 
Menschen  und  Dinge  war  er  eigenartig  und  unabhängig  von  her- 
kömmlichen Meinnnjren,  ein  Original  im  besten  Sinne  des  Wortes. 

Zu  seinem  behaglichen  Wesen  paßte  seine  gedrungene  Gestalt^  sein 
bedeutender,  schön  geformter,  schon  früh  kahl  gewordener  Seliädel, 
der  weiße  kurzgehaltene  Bart,  ein  luchlustiger  Mund  und  helle  kluge 
Augen,  mit  denen  er  lebensfroh  und  mutwillig  in  die  Welt  sah. 

Wie  Lipschitz,  war  auch  Kortum  ein  leidenschaftlicher  Lieb- 
haber und  feiner  Kenner  der  Musik,  besonders  der  klassischen.  £r 
selbst  spielte  in  jttngeren  Jahren  gut  Klarier  und  Orgel  und  versuchte 
sieh  im  Komponieren. 

Kein  Wunder,  daß  Kortum  hei  solchen  Gaben  des  Geistes  und 
Herzens  den  Mittelpunkt  eines  großen  geselligen  Kreises  bildete,  mit 
dem  er  seit  dem  Tode  seiner  Mutter  noek  häufiger  yerkehrte*  Allen 
Mit^iedem  dieses  Freundeskreises,  zu  dem  zahlreiche  jüngere  und 
altere  Kollegen  gehörten,  wird  der  treue  Mann  uuTergeßlich  bleiben. 
Seine  Schfller  und  Kollegen  aber  werden  dem  pflichttreuen  Lehrer  und 
tflchtigen  Gelehrten  ein  dankbares  Andenken  bewahren. 

.  Mitteilungen  nnd  Nacliricliten. 

Oeeignete  IfitteUmigea  wird  der  Heratugeber  stets  xnit  größtem  Danke  entgegen- 

nehmen. 

L  Akadomien.  QeMUBohafteB.  Ysrdinigiuigen.  Yemnunlnngen. 

Ktothemattoehe  Sektion  der  Soblealsolien  Gesella<diaft  fttr  Vator- 
ULndlsohe  Xnltiir*  SUewiff  am  5.  Deecmher  1905.  Nachdem  Herr  Sturm 

dne  Wiederwahl  abgelehnt  hatte,  wuidt  ii  /u  Sekret&ren  für  die  Jahre  1906 
und  1907  orw&hlt  Herr  Töplitz  und  Herr  Kneser.  Vortrüge  hielten 
sodann  Herr  Feche  tih^r  dir  ii;itürliche  <  J'-nniffric  im  Sinne  Cesarov;  }I<>rr 
Kneser  über  den  elementaren  Aufhaii  der  rropurtiuns-  und  Ahnlitlikeil.>lLliie. 
—  iSüzung  am  23.  Januar  1906:  0.  Gutsche,  Über  die  muderue  Dreiccks- 
geometrie.  —  E,  Töplitz,  über  einen  Beweis  in  C.  G.  J.  Jacobis  Ab- 
handlung  de  determinaotibus  fiinctionaUbos.  —  G.  Landsberg,  tlber  die 
Siagttlaritftten  der  pBeudoBphftriBcben  Flächen. 

Berliner  Mathematiaohe  QsseUsohaft.    Sitzunp  am  MiHwocIi  den 

13.  Dezember  1905:  Lampe,  Über  angenKh^rt»'  \Viiik<ltf  iluncfii  mit  Zirkel 
und  Lin*?al:  Kooh(\  1.  Herleitung  der  partiellen  I)itVrrinTiiil!^'l«'i«huii^'  der 
Potentialfunktion  uns  deren  Integr.ileigcnsehaft:  'J.  I  ber  eine  Kniteilunn  der 
birationalen  Transformationen,  durch  welche  das  algebraische  Gtbiide  vom 
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Bange  Eins  in  sich  selbst  übergelit:  (i ü n t sclie,  Heroüisilii'  Dreiecke  mit 
einer  rationalen  ilittelliuiw.  —  Die  noch  ausstehenden  Sitzungen  im  iauieuden 
G«sellaebafU;jabr  findttii  autnabinslos  «m  leisten  Uittwoob  les  Monats  statt, 
also  am  31.  Januar,  28.  Februar,  28.  MSrs,  25.  April,  30.  Mtd  und 
27.  Juni  1906. 

Mathematische  Oesellaehaft  in  Hamburg.  Die  (tesellschaft  beschloB 
die  Herausgabe  eines  zweiten  Nachtrags  zu  ihrem  im  Jahre  1890  heraus- 
gegebenen „Katjilor,'  der  auf  Hanibnriier  Bibliotheken  vorhandenen  Literatur 
aus  der  reinen  und  migewaudt<*n  Matiicniatik  und  Physik."  Der  Nachtrag 
soll  die  Neuerwerbungen  der  Bibliotheken  vom  Jahre  ÜHU  bi^  1905  (incl.) 
enthalten.  Die  Vortragstliemata  der  letzten  Sitzungen  lauten:  9.  Siptember: 
Oberlehrer  Dr.  Frank:  Über  partielle  Differentialgleiehungen,  deren  Charakte- 
ristiken geodfttiscbe  Linien  auf  den  Integralflächen  sind.  - —  Ii.  Okfober: 
Professor  r  1  rt  s s e n ,  Assistent  am  physikalischen  Staatslaboratorium:  Über  die 
Theorie  der  Kathoden-  und  T^iliitcrenstrahlen.  —  11.  Xnrrmhn".  Oberlehrer 
Dr.  Busche:  Ein  Satz  über  Ttib'ran/.ahlen.  —  Dr.  SchwuUaiann,  Obser- 
vator  an  der  Sternwarte;  Mitteiluugen  über  die  Resultate  der  Hamburgischen 
Sonnenfinsternis  —  Expedition  nach  Souk-Ahras.  —  9.  Dezember:  Oberlehrer 
A.  Wetzl  er,  Harburg:  Darstellung  der  Potenz  einer  Potenzreihe.  —  Fkvfessor 
Dr.  Hoppe:  Die  Kant^Laplace'sche  Theorie  und  die  Gasgesetze. 

MathematiBohe  Gesellaohaft  su  Iktarburg.    Im  Sommersemester 

1905  fanden  5  Sitzungen  statt  und  im  ersten  Quartal  des  Wintersemesters 
1905/06  4  Sitzungen.  Es  wurden  fnlironde  Vorfriitje  gehalten:  Im  Homnier- 
semester.  —  30.  Mai:  Prof.  X«  nniann  Ihuii  litt  tf  über  seine  Untersuchungen 
über  die  beiden  Band wertaui gaben  der  Potentialtbeorie.  —  MO.  Juni:  Herr 
Jordan  referierte  Aber  die  Arbeit  von  Her  mite:  Sur  la  fonction  exponeu- 
tielle.  —  Am  4,  und  18.  JvH  setzte  Prof.  Neumann  den  Beriobt  vom 
30.  Mai  fort.  —  1.  August:  Herr  0 ettinger  referierte  über  die  Arbeiten 

Ton  Hilbert,  Hurwitz  und  Gordan  über  die  Transzendenz  von  c  und  Tt.  

Im  Wintersemester:  Hl.  Olfohcr:  Prof.  Hensel  sprach  über  die  arith- 
metischen Eigenschaften  algebraischer  und  transzendenter  Zalikn.  — 
14.  November:  Prof.  Hensel  setzte  diesen  Vortrag  fort,  und  Dr.  Fueter 
begann  einen  triebt  über  die  einfiicbsten  Arten  Ton  Zahlstrablen,  den  er 
am  Ji8.  November  beendete.  —  12,  Dezemberi  Dr.  Jung  sprach  über 
Abelsohe  Funktionen  Ton  mehreren  Veränderlichen. 

Oeneralvenwmnilaiigeik  und  wissenaohsflliehe  Abende  (ma^ 
TTrUniwlien)  des  KatliematisolL-NaturwjMenBchaftliohen  Vereins  von 

Württemberg  zu  Stuttgart    1.  S.  XI,  03,    B.  Wolff:  Demonstration 

zu  der  Drehmomentengleiehnni,'  und  zu  der  dyuamisehnn  riniiid/jlt  ii  hung. 
R.  Mehmke:  Die  kinemati-^  hi-  ( ii  undlaLT''  von  Chr.  Wieners  Taugt'-nten- 
methode  und  ihr  Verhältnis  zu  Hobervais  Tangentenmethode.  E.  Wolf  fing: 
Die  sogenannten  punktierten  Zweige  der  Kurven.  A.  Schmidt;  Eine  Be- 
obachtung am  Bodensee.  —  2.  16.  XI.  03.  R.  Mehmke:  Die  gestalÜichen 
Verbältnisse  einer  Flilehe  in  der  Nähe  eines  parabolischen  Punktes.  — 
3.  14.  XJI.  03.  C.  Reuschle:  (  ber  bestimmte  Integrale,  deren  Tntegrand 
zwischen  den  (trenz^u  T^n.stt  t  ifspunkte  >te»;it/t  —  t.  Z*^'.  T.  O  l. 
K.  Maek:  Physikali^rhc  Prujousirationen.  H.  Mehmke:  Kou^trukin)»  der 
Beschleunigung  eines  Punktes,  wenn  die  Balm  und  die  Geschwindigkeit  ge- 
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geben  sind,  —  5.  15.  II.  04,  L.  Pilgrim:  Ausdehnung  der  Methode  des 
NewtonscUen  Parallelogramms  auf  algebraische  Flächen.  E.  Wölffing: 
Über  hebbare  UnsietigkAiteiL  —  6.  38,  IL  04.  B.  Mehmke:  Über  die 
dazstdlende  Geometrie  der  Bftnme  Ton  4  und  mehr  Dimenmonen  mit  An- 
wendung  anf  die  graphische  Mechanik  und  die  graphiedie  LSsung  toü 
Systemen  nnmerischer  Gleichungen  beliebigen  Gradeft.  A.  t.  Brill:  Geschichte 
der  Geometrie  in  den  letzton  50  Jahren.  K.  KommerfiU:  Ein  Analogen 
zum  Taylorschen  Lehrsatz.  —  7.  21.  III.  04.  R.  Mehmke:  Über'  die 
Hainütousche  Operation  V-  —  ^-  Haas:  Demonstration  von 

ÄppamAen.  —  9.  SO.  FT.  04.  B.  Mehmke:  Über  dne  toh  der  „Wieknndig 
GenootBchap"  zu  Amsterdam  gestellte  Aufgabe.  — 10. 17.  X  04.  E.  Wölffing: 
Bnicht  über  den  Internationalen  MathematikerkongreB  zu  Heidelberg. 
K.  Mack:  Demonstration  eines  SpiegeUineals.  —  11.4.  XII.  04.  C.  Reuschle: 
Über  Grenzwerte  und  Grenzfunktiouen  A.  Sclimi  dt:  f)  )9T  einige  seismische 
Vereuche.    V.  Kommerell:  iri)er  eino  optische  Eigeiisehatt  tles  Paraboloids. 

—  12.  19.  XII.  04.  JL  Mack:  Demonstration  eines  Apparats  äut  Zer- 
Sprengung einer  Glasplatte  durch  einseitigen  Dniek.  A.  Schmidt:  Über 
das  Oopplerache  Prinzip  und  die  Vmchiebung  der  Linienspektren.  — 
13.  16.  I.  05.  K.  Mack:  Sichtbarmachung  ultraraikroskopischer  Teilchen. 

—  14.  30.  IT.  05.  W.  Mehmke:  Über  Vektoriirodnkte.  A.  Schmidt: 
Über  die  magnetische  Vermessang  des  Kieses.  —  If).  l'J.  III.  Ofi.  E,  Geck: 
Stamrat'unktiou  und  bestimmtos  Integral.  Ii.  Mehmke:  Über  die  DiÖ'erentiation 
▼on  Vektorprodukten  mit  Anwendung  auf  Krümmung  der  Flächen.  — 
16.  V.  05.  Lehrplandebatte.  —  17.  19.  YI.  05.  Schluß  der  Lehrplem- 
debatte.  —  18.  17.  7.  05.  E.  Mack.*  Über  Wettertypen.  —  19.  15.  X.  05. 
R.  Lang:  über  das  J.  J.  Thomsonsche  Atommodell.  —  20.  12.  XL  05. 
F.  Junker:  Über  die  DiflFereutialgleichungen  der  In-  und  Kovarianten. 
E.  Geck:  Ül>er  da«*  Parallelenaxiom  im  Schulunterricht.  A,  Schmidt: 
Über  die  Aberration  des  Lichtes.  —  21.  18.  XIL  05.  F.  Haag:  Über  Viel- 
ecke, welche  den  Yielflachen  des  regulären  EristaLlsjstems  y^tnOge  des 
BusUtfttsprinzips  entsprechen.  B.  Mehmke:  Über  graphische  Bestimmng 
von  Bewegungen.  —  Die  Versammlungen  6.  und  15.  fanden  in  N&rtingen, 
die  Versammlung  18.  in  Hohenheim^  die  flbrigen  in  Stattgart  statt 

Deutsohe  Phsreikalisohe  Q-esellschaft.  Übersicht  der  Sitzunt/en  für 
1906.  Berlin,  lieichstagsufer  7  u.  8,  Abends  7 Uhr.  Januar:  Freiiag^ 
dm  12.  nnd  26.  Fdbruar:  Frtitag,  den  9.  und  23.  Mäm:  Freitag^  dm 
9.  nnd  23.   Mai:  Fräkiff»  dm  4.  und  18.   Junii  FreUag,  dm  1.»  15. 

und  29.  —  OlÜober:  FreUag,  dm  19.  Norrmher:  Freitag,  dm  A,  16. 
und  .30.  Dezember:  Frrifn^,  rlr^tj  11.  —  Dienstags  nnd  Freitags  liegen  die 
neuen  Journale  von  6  Uhr  Abends  ab  im  liibliothekziininer  aus.  —  Der 
jährliche  Beitrag  —  füi^die  Berliner  Mitglieder  20  Mk.,  iilr  die  auswärtigen 
Mitglieder  5  Mk.,  —  wird  von  dem  Rechnungsführer,  Herrn  Ministtnial- 
direktor  a.  D.  Dr.  P.  Micke,  Berlin  W.,  Eleiststr.  15,  angenommen,  eyentueU 
auch  Ar  einen  Iftngeren  Zeitraum  im  yorans.  (§  6  nnd  §  9  der  Satsnngen). 

—  Den  Joumalzirkel  ordnet  der  SekretSr.  —  Dr.  Edgar  Meyer,  Reichstags- 
ufer 8,  nimmt  die  Artniclilun^ert  tu  Yorfrägen  entgegen.  —  Der  Vor-tand  der 
Deutschen  Physikalischen  Gesellschaft  setzt  sieh  bi«  /um  Mai  190ü  wie  folgt 
zusammen:  Vorsitzender;  M.  Planck;  Beisitzer:  W.  v.  Bezold,  E.  Hagen, 

Jsluwbvrtelit  4  Dmtackm  SaA«Bi.-T««iiiigimg.  xy.  S«A  1.  6 
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P.  Drude,  H.  Bnbens,  E.  Warburg;  EedurangsfUirer:  P.  Micke;  stell» 
TMrtiretender  BechnuDgsfOhrer:  E.  Jahnke;  SckriftfQhrer:  F.  Kurlbanm;  stell- 

vertretender  Sohriftfüliror:  E.  Meyer;  Revisoren:  M.  Frbr.  v.  Seherr-Thoß, 
().  Kri  rar- Menzel;  Bibliothekar:  H.  Zahn;  stell  vortretender  Bibliothekar: 
F.  Kiebitz;  Rnlakteure  der  „Fortschritte  der  Physik":  R.  Aßniarin, 
K.  Scheel,  letzterer  zugleich  Redakteur  der  „Verhandlungen"  der  Geselkchait; 
YoraitKender  dea  wisBensehaftlichen  Ausschnsses:  W.  Voigt;  Mitglieder  des 
wissensehaftHoheii  Aussciiiisses:  B.  Abegg,  F.  Braun,  P.  Drude,  Y.  T.Laug, 
E.  Lecher,  0.  Lummer,  F.  Bioharz,  H.  Bubens,  E.  Scheel,  O.Wiener. 

Yersammlxiiig  von  Lebrem  der  Kathematik  an  Sohveiaexiaohen 

Mittelschulen.   Die  fünfte  Jahresversammlung  der  Lehrer  der  Mathematik  an 

schweizerischen  Mittelschulen  fand  am  9.  Dezember  1905  unter  dem  Vorsitz 
von  Professor  G übler  in  Zürich  statt.  Es  wurden  folgende  wissenschaft- 
liehen Mitteilnngon  gemacht:  EgH.  Tber  den  Unterricht  der  tlurstellenden 
Geometrie;  Fehr,  Über  die  gegenwärtigen  Bestrebungen  im  geometrischen 
Elementaruntemeht;  Otti,  Uber  die  Yortaile,  welche  im  üntemcht  der 
Mittelschulen  der  Gebrauch  der  desimalen  Wmkelteilung  mit  vierstelligen 
Logarithmen  darbietet.  —  Zum  Vorsitzenden  des  nichsten  Jahres  wurde 
Professor  Fehr  - Genf  gewählt.  Die  nftchste  JahreSTersammlnng  soll  im 
Oktober  1906  in  Basel  stattfinden. 


2.  Preis  aufgaben  und  gekrönte  PryisschrlfteL. 

PrelBaui'gaben  der  Akadomie  der  "Wiööenschaften  zu  Paris.  In 
ihrer  öffentlichen  Sit/uug  vom  18.  Dezember  lÜUö  hat  diu  i'ariser  Akademie 
der  Wissensdiaften  folgeode  Preise  in  dem  Gebiete  der  mathemstisdien 
Wissenschaften  ausgeschrieben: 

1906:  Prix  Francoeur  (1000  Fr.):  Für  den  Urheber  von  Arbeiten 
oder  EntilecknngPTi ,  die  für  den  Fortschritt  der  reinen  oder  angewandten 
mathematischen  Wisseuscliaftcn  nützlich  sind.  —  Prix  Montyon  (700  Fr.j: 
Für  Ertindung  oder  VervoUkuiiuuuuug  von  Instrumenten,  die  dem  Fortschritt 
des  Ackerbaus,  der  mechanischen  Künste  oder  der  exakten  Wissenschaften 
förderlich  sind.  —  Prix  Poncelet:  Für  ein  Werk  Uber  reine  Hathematik.  — 
Prix  Lalande  (540  Fr.):  Fttr  die  wertvollst«  Beobachtung,  Abhandlung  oder 
Arbeit  in  der  Astronomie.  —  Prix  Valz  (460  Fr.):  Fttr  die  interessanteste 
astronomische  Boohnchtnng  des  Jahres.  —  Prix  Jansen:  Eine  nnldmedaiile 
für  einen  wichtigen  Fortschritt  in  der  physischen  Astronomie.  —  Prix 
Saintour  (3000  Fr):  Wird  verteilt  im  Interesse  der  Wissenschaft, 

1907:  Prix  Bordin  (3000  Fr.):  BecomiOtre  d'wte  manUre  gm&dU 
H  Us  coordanndes  des  pomfa  d'une  surfaee  algebrique  pettvent  ^estprmer  m 
fonciions  äb^lienprs  de  deux  paramitres,  de  ÜRe  swrie  qu'a  Und  poInt  dr  la 
surfaee  correspomle  plus  d'un  si/sfhne  de  ra1ent  s  df  s  ^aranidtrvs  (anx  pn  iodes 
pr^s).  Ktudier  et^  pnHicuUrr  h-  m«?  ou  VnjHafinn  dr  la  surfaee  serait  de  la 
forme  ^^  =  f(Xjy),  /  c'tant  uu  pnli/nome,  et  donner  des  excmples  explicites 
de  telles  mrfaces.  —  Prix  Vaillaut  (4000  Fr.):  Perfectionmr  cn  un  pnini 
fn^MtrkvH^  le  probiUme  d^analysv  relaüf  d  VdguUibre  des  plaqites  elasHques 
eneasbreeSf  e^esi-ä-dire  le  probUme  de  ViniSffraäon  de  Vigwiikn 
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avec  ks  conditims  que  la  fondimi  h  et  ta  «l^rMe  9uimuU  la  normale  au 
contour  de  la  plaque  solent  iiuiles.  »«mwpr  ph(<:  spicialement  le  caa  ä'un 
eonfonr  reciangidairc.  —  Prix  G.  dr  I^onteeouiant  (700  Fr.):  Für  ünter- 
suihungen  über  die  Hiumielsniechanik.  —  Prix  Binoux  (2000  Fr.):  Für 
Arbeiten  über  die  Geschichte  der  exakten  Wissenschaften.  —  Prix  Petit 
d^Ormoy  (10000  IV.):  Für  Arbeiten  ans  dem  Gebiet  der  reinen  oder  an- 
gewandten Mathematik.  —  Prix  Leconte  (50000  Fr.);  Für  den  Urheber 
neuer  und  wichtige  Entdeckungen  in  der  Mathematik,  der  Physik,  der 
Chemie,  den  Naturwissenschaften  und  den  medi7,In!?<-hf^n  Wissenschaften,  sowie 
den  ürhcbern  neuer  Anwendungen  dieser  Wissenschaften. 

1908:  (xrand  Prix  des  sciences  mathematiques  (3000 Fr.);  liealiscr 
un  progris  imporkmt  dma  Vihtde  de  la  de'fornwHon  de  kt  tmface  gMr<de 
du  secand  degrS,  —  Prix  Fourneyron  (1000  Fr.):  Etüde  Gi4origw  ou 
expcrimodalc  des  turhines  ä  vapeur.  —  Prix  Damoisean  (3000  R:.): 
Hieorie  de  la  planite  has^e  sur  toutcs  les  ohservatiom  conmtes. 

1909:  Prix  Vaillant  (4000  Fr.):  Perfectionner,  en  un  point  important, 
Vapplicafion  des  priHnpfs  de  Ja  dinmmique  des  fluides  4  la  th^mrif  de  Vh^'ice. 

1910:  Prix  i'ierre  Guzmau  (100000  Fr.):  Für  ein  Mittel,  sich  mit 
einem  andern  Stern  als  dem  Planeten  Mars  in  Verkehr  m  seteen. 

Preiäverteilujig  der  Akademie  der  WiseeuBcliaftea  zu  Paris.  In 
ihrer  fitttzung  am  18.  Dezember  1905  hat  die  Panaer  Akademie  folgmde 
Preise  im  OeMete  der  mathematischen  Wissenschaften  verteilt: 

Henm  Stonff  fftr  die  Ctesam'&eit  seiner  Arbeiten  den  PrixFrancoeur. 

—  Herrn  Mesnager  für  seine  thporeti.st lien  und  experimentellen  Arbeiten 
über  dip  ElastizitJlt  und  die  Widerstandsfähigkeit  der  Matcriali^^n  (kn  Prix 
Montyon.  —  Herrn  Tiallemand  für  die  Gesamtheit  seiner  Arbeiten  über 
die  Figur  der  Erde  und  die  Verbesserungen  an  den  geodätischen  Insli'unienteu 
den  Prix  Poncelet.  ^  Herm  Piokering  90x  seine  Arbeiten,  insbesondere 
die  Entdeckimg  sweier  neuer  Satelliten  des  Batum,  den  Prix  Lalande.  — 
Henn  Giacobini  für  seine  Entdeekong  von  neun  Kometen  seit  1896  den 
Prix  Valz.  —  Herrn  Kaptovn  fiir  seine  Untersuchun^jen  znr  FTimmels- 
mechanik  den  Prix  Pontecoulant.  -  -  Herrn  Fayet  den  Prix  Dunioiseiiu. 

—  Herrn  Fabry  einen  Preis  von  lOUO  Francs.  —  Herrn  Borol  für  die 
Gesamtheit  seiner  Arbeiten  den  Prix  Petit  d'Ormoy.  —  Den  Prix  Binoux 
den  Arbeiten  Ton  Paul  Tannery. 

I>er  I*agrange-Prei8  der  Belgischen  Akademie  der  WisBensohafteu 
ist  dffin  sttndigen  Mitarbeiter  am  Geodfttischen  Institut  zn  Potsdam,  Professor 
Dr.  Heck  er,  fttr  seine  üntenmchtuig  Uber  „Schweckraftbestimmungen  auf 
dttu  atlantisch«!  Ozean  im  Jahre  1901*'  Terliehen  worden. 


3.  HoehflohiilBaohliohteiu 

Universität  Halle.  In  dem  preußiscben  Etat  1906  sind  unter  den 
einmaligen  Ausgaben  für  die  Universität  Halle  vorgesehen:  4000  Mark  zur 
Erg&nsong  der  Bibliothek  und  ModeUsammlung  des  Mathematischen  Seminars* 

Promotionen  in  Mathematik  an  der  Faonltd  des  Soiemoas  au 
Paiia  im  Jahre  1906.    Zoretti,  Sur  les  foncüons  analytiques  uniformes 
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qui  possedent  un  ensemble  parfait  discontinn  de  points  singuliers. 
Stoencsco,  Sur  la  propa<?ation  et  l'eTtinction  des  ondes  })lanes  dans  un 
milieu  hoind'/rm  et  translucide,  pourvu  d'uii  plan  de  sjmetrie.  Po  in  ei  u, 
Sur  la  cüuimuiie  des  fouctiouä  de  variables  complezes.  Bernard  de 
UonteBiufl  de  BftUore,  Sur  les  fradions  oonünuoB  algebriqaes.  HnssoBt 
Redwrdie  des  integrales  alglbriques  dans  le  mouTement  d'itn  iolide  pesant 
autour  d'un  point  fixe.  Heveille,  Etüde  sjnih^tiqae  et  analytique  du 
deplaceuieiit  d'un  syste?no  .pii  roste  semblable  a  Ini-meme.  Monteil,  CSon* 
tribution  a  l'etude  des  courants  de  convection  oalohfique. 


4.  PefsonaliiMhiiokteiL 

Srnennimgmi,  Aaszeiolmangen  usw.: 
Dr.  E.  Aschkinass,  Privatdozent  der  Physik  an  der  UnWenitftt  Berlin, 

wurde  ztim  Professor  ernannt. 

Professor  S.  J.  Barnet  an  der  Stautord  Universität  wurde  zum  Professor 
der  Phjsik  an  der  Tuiaiie  Universität  ernannt. 

Ftofesaor  Dr.  0.  Blnmenthal  an  der  Techmscben  Hodisehnle  m  Aaehen 
wurde  sam  etatalidlfligHi  Profenor  der  Mathematik  daselbst  ernannt. 

J.  E.  Bonegright  wnrde  znm  Fto&ssor  der  Ifatthematik  an  der  ünirersittt 
zu  Ottawa  ernannt. 

Dr.  H.  Hrunn,  Privatdozent  an  der  Uuiversitftt  München,  wurde  zum 
Houorarprofeüäor  daselbst  ernannt. 

Dr.  H.  A.  Bumste  ad  in  New  Häven  wurde  znm  Profefl8<nr  der  Phjsik  an 
der  Sheffield  Scientific  School  daselbst  emanot 

Professor  J.  Bias  Gastizo  in  Saragossa  wurde  zum  Professor  da-  theore- 
tischen Mechanik  an  der  Unlver.sitllt  Madrid  ernannt. 

Professor  Dr.  Dieterici  an  der  Teclmischen  Hochschule  in  Hannover  hat 
den  ]{uf  als  o.  Professor  der  Physik  an  der  Universität  Hostock  an- 
genommen. 

Dr.  F.  W.  Djson,  erster  Assistent  am  Bojal  Ohservatory  za  Greenwioh, 
wnrde  znm  Royal  Astronomer  fttr  SdiotUand  und  cum  Professor  der 

Astronomie  an  der  üniversit&t  Edinburg  ernannt. 
Dr.  A.  S.  Gale  in  New  Häven  wurde  zum  ProÜBSSOr  der  Mathematik  an 

der  T^niversitüt  iu  Rochester  ernannt. 
Professor  Dr.  Hecker  vom  ( ieodütischen  Jn^ititut  wurde  von  der  belgischen 

Akademie  der  Wissenschaften  der  Lagrange-Preis  zuerkannt. 
Ptt^ssor  W.  J.  Hussey  an  der  Iddc- Sternwarte  wnrde  zum  Professor  der 

Astronomie  an  der  Michigan-üniTersitftt  und  Direktor  des  Detnnt-Obser- 

vatoriums  in  Ann-Arbor  ernannt. 
Geheimrat  Professor  Dr.  F.  Klein  in  Göttingen  wurde  von  der  Technischen 

Hochschule  zu  München  zum  Ehrendoktor  der  technischen  Wissenschaften 

ernanut. 

Dr.  M.  Mason  wnrde  zum  a.  o.  Professor  an  der  SBefiield  Scientific  School 
ernannt. 

Professor  Dr.  H.  B.  Newson  an  der  Kansas  üniversit&t  wurde  znm  o.  Pro- 
fessor der  Mathematik  daselbst  ernannt. 

W.  M.  Prrsons,  Instruktor  der  Mathematik  an  der  üniversitHt  von  Wi.seonsin, 
wurde  zum  a.  o.  Professor  der  Statistik  am  Dartmouth  College  ernannt. 
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Rrofessor  C.  J.  de  La  ValUe-Poussin  an  der  Universität  Löwen  wnrde 

der  lOjtihrige  belgische  Preis  in  d^r  Mathematik  zuerkannt. 
Professor  Dr.  Zenneck,  Dozent  der  Physik  an  der  Tecbuisclien  Hochschule 

in  Däuzig,  wiurde  zum  o.  Professor  der  Physik  an  der  Technischen 

Hochachule  in  Braunschweig  ernaimt. 
Dr.  E.  Zermelo,  FHTaMosent  an  der  UniTenitftt  Götting«n,  wurde  zum 

Prt^HBor  ernannt 

HftMlttetloii: 

Oberiebrw  Dr.  B.  Fuchs  hat  ai«^  an  der  Technischen  Uochsdnile  zn 
Oharlotfcenbnig  fllr  reine  Mathematik  halvilitiert. 

aartorben; 

Professor  Dr.  CL  J.  J0I7  an  der  üniversität  Dublin,  KOniglieher  Astronom 
flr  Mand,  ist  am  4.  Januar  1906  im  Alier  Ton  41  Jahren  gestoiben. 


5.  Vttimiflehtafl. 

Anfimf  znr  Erriohtiiiig  eine«  Denkmals  für  Guido  Hauok.  — 

Der  am  25.  Januar  1905  verstorbene  Geheime  Regierungs-Rat  Pro- 
fessor Dr.  Guido  Hauck  hat  sich  in  iseiner  Ob^r  27  Jabrc  umfassenden 
Berliner  Lehrtätigkeit  an  der  ehemaligen  Bau-Akademie  und  au  der  Tech- 
nischen Hochschule  sowohl  um  seine  spezielle  Wissenschaft,  die  darstellende 
Geometane,  als  aiMdi  um  die  Techniscdie  Hoehsehule  so  hohe  Verdienste  er- 
worbra,  daß  gleich  nach  seinem  Tode  der  Wunsch  laut  wurde,  ihm  in  den 
B&umen  der  Technischen  Hochschule,  deren  Bektor  er  dreimal  ge- 
wesen ist,  ein  Denkmal  zu  errichten. 

Xaebdem  Rektor  und  Senat  diesen  gewiß  im  Sinne  der  /.ahlreiclien 
Freunde  und  Seliüler  ties  Verewigten  getaiiten  L'lan  gebilligt  habeo,  ist  aus 
den  Unterzeichneten  ein  Ausschuß  gebildet,  der  den  Plan  zur  Ausführung 
bringen  wäl. 

In  der  Übeneugong,  dafi  das  Andenken  an  den  pflichttreuen,  verehrten 
und  geliebten  Lehrer  in  den  Hersw  seiner  vielen  Schüler  lebendig  ist,  er> 
geht  an  diese  und  an  die  sonstigen  Freunde  und  Verebrer  des  Verewigten 
hiermit  die  herzliche  Bitte,  durch  Spenduug  eines  Beitrages  für  das  zu  er- 
richtende Denkmal  ihren  Gefühlen  der  Verehrung  ttlr  den  teureu  Ent- 
schlafenen Ausdruck  zu  geben  und  dazu  mitzuwirken,  daß  seb  Bild  in 
kttnstleriseh  würdiger  Form  der  Nachwelt  erhalten  bleibt. 

Beib^ge  bitten  wir  an  den  expedieionden  Sdcretär  und  Kalkulator 
Herrn  Kiesel  an  senden;  derselbe  wird  bereit  sein,  sowohl  Postanweisungen 
wie  Zahlungen,  in  dem  Priifungsamte  der  Toclmischen  Hochschule,  wochen- 
tags von  lü  biä  2  Uhr,  in  Empfang  zu  nehmen. 

Berlin,  im  Dezember  19U5. 

Akademischer  Architekten- Verein.  Cranz,  Professor,  Dr.  Dziobek, 
Professor,  Dr.  Ernst  &  Sohn,  Verlagsbuchhandlung,  Berlin.  Flamm,  Geheimer 
Reffierungsrat,  Fkefeesor,  Rektor  der  Technischen  Hochschule  zu  Berlin.  (Joering, 
Geheimer  Regiemngfrat,  Professor.  Hrnnmach,  Profensor,  Dr.  Gutzmer,  Pro- 
feüsor,  Dr.,  üniveriiität  Halle  a.  S.  ilueutzschel,  Professor,  Dr.  K.  Hartmann, 
Geheimer  BegierangsTat,  Professor.  Heitser,  Geheimer  Begierongsrat,  Professor, 
Dr.  Heesenberg,  Piofeaeor,  Dr.  Hettner,  Gebeimer  Kegierangaiat,  ProfeMor. 
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Dr.  Hinckeldeyn,  Ober-Barudirektor,  I.  Vorsitzender  des  Architekten -Yereias 
zu  Herlin.  Hosfifeld,  Geheimer  Ober -Baurat.  Hfltte,  Akademischer  Terein. 
Jolles,  Professor,  Dr.  Kays  er,  Baurat,  YorBitzeuder  der  Architekten-Vereinigung. 
Knoblauch,  Professor,  Dr.,  Vorsitzender  der  Mathematiker- Gedelischaft  Koch, 
Geheimer  Baurat,  PzofeeBor.  Krigar-Menael,  Profeoeor,  Dr.  Efihn,  Geheimer 
Baurat,  Professor.  Knrlbainn,  Professor,  Dr.  Lampe,  'leheimer  Regieruiif^-srat, 
Professor.  Dr.  Liebermann,  Geheimer  Eegierxmgsrat,  Professor,  Dr.  ronLinde, 
Professor,  Dr.,  I.  Totmtzender  des  Yereins  deuäoher  fogenieure.  Msthemaii> 
scher  Verein  der  ünivernität  Berlin.  Mietlie,  Gebeimer  Hegierungsrat,  Pro- 
fessor, Dr.,  Prorektor  der  Technischen  Hochschule  zu  Berlin.  Möunich,  Regie- 
rungs-  und  Baurat.  Motiy,  Akademischer  Verein.  Müller,  Geheimw  Oberhatuntt 
lind  vortragender  Rat  im  Ministerium  der  öffentlichen  Arbeiten.  Müll  er- Breslau, 
Geheimer  Kegierungsrat,  Professor,  Sr.-^ng.  Paasch e.  Geheimer  ßegierun^rat, 
Professor,  Dr.  Parisius,  Pastor.  Planck,  Professor,  Dr.  Post,  (Jeheimer  Ober- 
Regierungsrat,  Professor,  Dr.  Eiedler,  Geheimer  Regierungsrat,  Professor,  Dr., 
^.s^ng.  Rietschel,  Geheimer  Re<vieruugsrat,  Professor.  Rothe,  Dr  ,  l'rirat- 
dozent.  Hubens,  Professor,  Dr.  Saal,  Geheimer  Ober- Baurat.  Sarrazin,  Ge- 
heimer Ober- Baurat,  ^.«l^itfl.  Schmalz,  Regieriingi?-  und  Baurat,  ProfeMOr. 
Schwar?.,  Geheimer  Kegieruntr« rat,  Professor,  Dr.  Slnby,  Geheimer  Rep^icrungsrat, 
Prülessür,  Dr.  Siebeck,  Dr.,  i.aupps  Verlagsbuchhandlung,  Tiibingen.  Stiickel, 
Professor,  Dr.,  Hannover.  Steinitz,  Profe.ssor.  Dr.  Thür,  Wirklicher  (Tcbeimw 
Ober-Banrat,  Dr.,  vortragender  Hat  im  Ministerium  der  ötVentlichcu  Arbeiten, 
über,  Geheimer  Haurat  und  vortragender  Rat  im  Ministerium  der  ötTentliehen 
Arbeiten.  Wiehert,  Ober-Baadirektor,  Abteilungsdirigent  im  Ministerium  der 
öffentlichen  Arbeiten.    Witt,  Geheimer  Regienmgsrat,  Profeeior,  Dr.  Wolff, 

(ieheimer  Haurat,  Profesf*or. 

Einweihungsfeier  des  pliysikali schon  Instituts  der  Universität 
Göttingen.  Auf  dem  großen  Terrain  in  i  r  iiunsenstraße  erbebt  sich  in 
rotem  Sandsteinbau  das  umfangreiche  Hauptiustitut,  welches  mit  einem 
KoBtenaufWande  Ton  rund  400000  Mark  errichtet,  die  Abteilung  für  Ex- 
perimentalphysik (Direktor:  Geh.  Bat  Prof.  Dr.  Rieke)  und  die  Abteilung 
fttr  theuretisehe  Physik  (Direkt(^r:  Geh.  Bat  Prof.  Dr.  Voigt)  beherbergt 
Dieses  Institut  ist  seit  Hegiuii  des  Sommerseme.sters  in  Benutzung.  Daneben 
in  besonderem  Bau  hat  die  seit  10  dahreu  bestehende  Abteilung  für  ange- 
wandte Elektrizität  »lehre  ihre  Wirkung-sstätte.  Diese  Abteilung  und  das 
im  alten  phjsikalMieii  Institute  Prmsenstraße  21  nunmehr  wiNUg  unter* 
gehradite  Institut  ffOr  angewandte  Mathematik  und  Hedianik  sind  die  reifen 
Pktichte  der  Bestrebungen,  an  der  Oöttinger  Universität  auch  die  ange- 
wandten Wissenschaften  kräftig  zur  Geltung  zu  bringen,  Bestrebungen,  die 
untür  Führung  von  Herrn  Geh.  Rat  Prof.  Dr.  Klein  und  Herrn  Geh.  Rat 
Dr.  Böttinger  seit  Jahren  von  der  Gottinger  Vereinigung  zur  Förderung 
der  angewandten  Physik  und  Mathematik  mit  stets  wachsendem  Infolge 
betätigt  werden.  Der  Nenbau  der  Abteilung  für  angewandte  ElektriaitSts- 
lehre  wurde  mit  einem  Kostenaufwande  von  75000  Mark  TOm  Staate  er- 
richtet. Die  innere  Einrichtung  mit  25  000  Mark  ist  ganz  von  der  Götlinger 
Vereinigung  hnschafl't  worden.  —  Viele  auswärtige  <!ä.>^te  waren  der  Ein- 
ladung zu  den  Eiuweibungsfeierlichkeiten  am  9.  Dizemher  lUOö  gulolgt. 

Der  Festakt  wurde  in  Vertretung  des  Herrn  Kultusministers  durch 
Hm»  Geh.  Oberregierungsrat  Kurator  Dr.  Höpfner  eröffnet,  der  die  Institute 
ihrer  Bestimmung  übergab  und  verkündete,  daB  von  heute  ab  die  Abteilung 
für  angewandte  Elektrizitätslehre  als  dritte  Abteilimg  des  physikalischen 
Instituts  selbständig  einem  Institutsdirektor  unterstehen  solle,  und  daß  Prof. 
Dr.  Simon  zum  Tnstitnt''direktor  ernannt  sei.  Er  verkfuulete  ferner,  daß 
der  Herr  Kultustuiuister  dem  neuen  Institute  eine  Marmorbüste  des  Vor- 
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sitMuden  der  QOttmg«r  Yereinigang,  Dr.  BOttinger,  sn  fltiflen  bMchloaaen 
habe,  daß  Herrn  Prof.  v.  Linde  TMünchen)  die  goldene  Merlaille  fih-  Wiswn- 
aebaft,  Herrn  Baurat  Rieppel  (Nürnberg)  der  Bote  Adlerorden  3.  Klasse, 

Hfinrn  Geh.  Rat  Prof.  Dr.  Riecke  dor  Krnnpnnnlpn  9  Klasse,  Herrn  Geh. 
Rat  Prof.  Dr.  Voigt  das  Komturkieuz  des  '  M  Itus  ileinrichs  des  Löwen, 
und  Herrn  Prof.  Simou  der  Kronenorden  4.  ivlasäe  verliehen  sei. 

Herr  Geh.  Bat  Bieeke  hielt  alsdann  die  Festrede.  Nach  hendiohem 
Dank  an  die  Staatsregianmg  gab  er  eine  historisehe  Übersieht  Aber  die 
Entwicklung  der  Göttinger  Physik,  von  dw  Zeit  Lichtenbergs,  in  der  es 
physikalische  IrT-titnte  noch  nicht  gab,  sondern  der  Professor  sich  aus 
eigenen  Mitteln  ein  Donionstratiouskabinett  halten  mußte,  bis  auf  den  heu- 
tigen Tag  und  verweilte  bei  deu  großen  Namen,  die  der  Göttiuger  Physik 
ihre  heutige  Stellung  gegeben  haben,  insbesondere  W.  Weber.  Er  zeigte, 
wie  dann  allm&hlig  das  physilmlisehe  Institut  in  Göttingen  einen  Sproß 
nach  dem  anderen  abzweigte,  zuerst  die  Abteilung  für  theoretisdie  Physik 
(unter  Voigt),  dann  das  Institut  für  physikalische  Chemie  (unter  Kernst, 
Dolezalek),  das  Institut  für  technische  Physik  (unter  Mollier,  Meyer, 
Lorenz,  Praudti),  das  geophysikalische  Institut  (unter  Wiechert),  das 
Institut  für  angewandte  Elektrizitätslehre  (unter  des  Coudres,  Simon). 
Und  dann  gab  er  im  Hinveis  auf  die  große  moderne  Entwicklung  der 
Physik  einen  AusbHek  in  die  Zukunft  und  entwickelte  die  Gesichtspunkte, 
nach  denen  das  neue  Institut  füat  die  aukflnftige  Arbeit  zweckmäßig  ein- 
gerichtet worden  sei.  Ahnliche  Darlegungen  über  die  speziellen  Absichton, 
die  bei  der  Einrichtung  ihrer  Institute  obgewaltet  hatten,  gaben  Geh,  Rat 
Voigt  und  Prof.  Simon  und  luden  gleichfalls  zur  Besichtigung  ihrer  In- 
stitute eiu.  Der  letztere  daukte  namentlich  auch  der  Göttinger  Vereinigung, 
dureh  deren  tatkräftige  Ünterstützung  das  Institut  für  angewandte  Elektrizi- 
tfttslehre  zustande  gekommen  sei.  Dann  braehte  der  Prorektor  der  Uni- 
versität, Herr  Prof.  Dr.  Althaus  die  Glflck wünsche  der  Universität,  Herr 
Geh.  Rat  Prof.  Dr.  Lehmann  als  Dekan  die  Glück  wünsche  der  philoso- 
phischen Fakultilt  dar.  Der  letztere  verkündete,  daß  die  Fakultät  dem  Tage 
zu  Ehren  sechs  Ehrendoktoren  zu  erneunen  beschlossen  habe,  die  er  feierlich 
promovierte.  1.  Wirkl.  Geh.  Oberregierungsrat  Dr.  Naumann,  2.  Baurat 
Bieppel,  Nfbrnberg,  3.  Prof.  Zeemann,  Amsterdam,  der  sich  auch  unter 
den  Festgästen  befand,  dann  4.  Prof.  Dr.  Henry  Becquerel,  Paris,  5.  Ptof. 
Heaviside  Newton,  Abbot  (Bngland)  und  6.  Prof.  J.  J.  Thomson, 
Cambridge. 

Mit  der  Überreichung  und  Verlesung  einer  künstlerisch  ausgost arteten 
iiaukadresse  der  Göttinger  Vereinigung  an  E.x/ellenz  Alt  hoff  durch  die 
beiden  Yornlxenden  der  GOttinger  Vereinigung,  Herrn  Geh.  Bat  Klein  und 
Geh.  Bat  Böttin ger,  fond  die  offizielle  Feier  ihr  Ende  und  die  Führung 
durch  die  Institute  begann. 

Eine  genaue  Beschreibung  des  neuen  physikalischen  Instituts  wird  in 
einer  bo^oruV'rert  Festschrift  enthalten  sein,  die  demnächst  bei  B. G.  Teubner 

in  i>ejp:'ij_''  rr^rlu-i n1 , 

UntorriohtBauBschuß  des  Vereins  Deutscher  Ingenieure.  Der 
Verein  Deutscher  Ingenieure,  der  bereits  im  vergangenen  Jahre  eine  Be- 
sprechung über  Fragen  des  ezaktwissensehafblichen  Unterrichts  au  Hochschulen 
und  h(}heren  Lehranstalten  veranstaltet  hatte  (vgl.  das  im  Namen  des  Vereins 
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von  Herrn  von  Borries  auf  der  Breslauer  Naturforscherversammlung  er- 
stattete Referat),  hat  nunmehr  im  Anschluß  an  das  Vorgehen  der  Natnr- 
forschergesellschaft  einen  eigenen  Uuterrichtsausschuß  eingesetzt,  dem  unt^r 
dem  Präsidium  des  ersten  Vorsitzenden  des  Vereins,  Prof.  Dr.  v.  Linde 
(München),  der  Dirvktor  d«  Vereins,  Banrat  Dr.  Peters,  aus  den  Kreisen 
der  Induitriellen  die  Herren  Hersberg  (Berlin),  Rieppel  (Nfim1>erg), 
Weismäller  (Frankfurt  a.  M.),  von  Professoren  an  Technischen  Hochschuloi 
die  Herren  Bach  (Stuttgart),  v.  Ernst  (Stuttgart),  Fricke  (Braun* 
schweig),  Sommerfeld  ^Aachen),  Stäckel  (Hannovpr),  von  Lehrern  an 
höhereu  Mittelschulen  die  Herren  Hintzmann  (Klberteld)  und  Pietzker 
(Nordhauseuj  augehören. 

Ferienkursus  an  der  Univeraltilt  Göttingen.    In  der  Zeit  vom 

10.  April  l)is  1,  Mai  1906  wird  an  der  Universität  Göttingen  für  Lrhrfr 
höherer  iSchulm  ein  Ferimkursus  abgehalten  werden.  Grlieimrat  Klein  und 
Professor  Behrendsen  werden  die  von  der  Unterrichtskommission  der 
Gesellschaft  deutscher  Naturforscher  und  Ärzte  empfohlenen  mathnnaiisckm 
und  phpsUsaiist^en  Lehfj^äne  einer  eingehenderen  ErSrtemng  untwsiehen. 
Außerdem  werden  den  Teilnehmern  noch  folgende  Vorträge  hezw.  Demon- 
gtntionen  geboten:  Prof.  Behrendsen,  Behandlung  der  Polarisation  des 
Lichtes  auf  höheren  Schulen :  Prof  Prandtl,  Vnrföhrungen  aus  dem  Ge- 
biete der  Festipkeitslrhi t  und  Hydraulik;  Prof.  Runge,  Konstruktion  auf 
der  Kugelfläche,  Luit  Hille  der  stereographischen  Projektion;  Prof.  Simon, 
a)  Wediselstromvorgänge,  b)  graphische  Methoden  der  Eleiciroteclinik;  Prot 
Voigt,  Neuere  Problone  der  Spektroskopie  und  die  Mittel  zu  ihrer  LOsung; 
Prof.  Wagner,  Die  geographisdi  wichtigsten  Eartenprojektionen  und  ihre 
Fehlergrenzen. 

CredtiohtniBtafel  für  Ernst  Abbe.  In  Eisenach  ist  an  dem  Gchutts- 
hause  des  vor  einem  Jahre  in  Jena  verstorbenen  Leiten  der  optischen 
WerkstBtte  von  Eerl  Zeifi  und  Professors  der  Phjsik  und  Mathematik  an 
der  üniTersitKt  m  Jena,  Emst  Abbe,  eine  Gedenktafel  angebracht  wwden. 

Grabdenkmal  für  Karl  Weierstrafi.  In  der  Sitzung  der  Berliner 
Math^ataschen  Gesellschaft  am  29.  l^ovember  1906  teilte  der  Vorsitsende^ 
Ftofessor  Dr.  Knoblauch,  mit,  dafi  beabsichtigt  sei,  aus  freiwilligen  6ei> 

trägen  ein  Grabdenkmal  lür  Karl  "Weierstraß  zu  errichten.  Gründl  ,  die 
dies  bisher  verhindert  haben,  lägen  nicht  mehr  vor,  und  die  Aufstellung 
des  Grabmals  soll"  «l^shalb  im  nüdisferi  Frühjahr  erfolgen.  Die  Ocspllschaft 
beschloß,  diese  AJitleihmg  in  ilueii  iSitzungülcrichten  zu  veröflentlichen ,  um 
dadurch  Schülern  und  Freunden  von  Weierstraß  Gelegenheit  zu  geben,  sich 
durch  einen  Beitrag  an  der  Eiiicbtung  des  Grabdenkmals  zu  beteiligen. 
Ein  besonderer  Aufruf  soll  nicht  erlassen  werden.  Beitrfige  werden  bis 
cum  16.  Februar  1906  an  den  Vorsitzenden  J.  Knoblauch  (Berlin 
W.,  Karlsbad  12  erbeten,  der  auch  jede  Auskunft  in  dieser  Angelegenheit 
gern  erteilen  wird. 
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Literansckes. 
t  Kottaeii  vsd  BeapmcliiuigiD. 

Srwidemng. 

Im  letzten  Hefte  dieser  Berichte  gibt  Herr  Dehn  seiner  Rezension, 
ans  der  ein  Gesamturteil  tiher  meine  „abstrakte  (leometrie"  nicht  hervor- 
ging, einea  Zusatz,  der  mit  dem  Worte  „Somit"  beginnt.  Herr  Dehn 
gUubt  also  noeb  immer,  obwohl  er  Ton  «Tersduedeneii  Seiten"  das  Gegen- 
ieO  gehSrt  hatte,  es  htone  ans  seiner  Anfallilimg  einiger  %.  T.  nnwesent^ 
lieber  üinselheiten  ein  Gesamturteil  ohne  weitere  Begründung  gefolgert 
werden.  Er  behauptet  ferner,  wiederum  ohne  Beweis,  tlnß  mein  Buch 
gegenüber  denen  von  Pasch,  Hilbert,  Stolz  und  Gmeiner,  niciits  einigermaßen 
Wertvolles  bringt.  Demgegenüber  läßt  sich  zeigen,  daß  nach  dem  z.  Z. 
herrschenden  Urteil  und  Geschmaofc  in  mathematischen  Dingen  in  meinem 
Bache  Folgendes,  nm  nur  Hauptsachen  an  nennen,  als  neu  und  wertvoll 
snmsehen  ist:  l)  die  Systematik,  die  ich  den  Grundlagen,  inbesondere 
denen  der  Arithmetik  gebe,  2)  die  Grundlegung  der  pl  i:iaren  und  über- 
planareri  Anordnung,  3)  '1er  Grundsat/  der  relativen  Dichte,  4)  die  Be- 
griindimg  der  hyperbolischen  ''recmietne  ohne  metrische  Grundsätze,  5)  die 
Auffassung  von  Yerwandtächatis- Systemen  als  Zahlensysteme,  welche  früher 
nnr  als  Gruppen  angesehen  wurden  (z.  B*  die  Yehtorenxechnnng,  femer  die 
neue  Wnrfredinnng  mit  gebundenen  Wthrfen),  6)  die  einfache  Darstellung 
<]i  1  I  uklidisclien  und  nicht-euklidischen  Bewegungen  als  T"i  luaternionen,  7)  die 
ohne  Meßbarkeit  und  Stetigkeit  gegebene  Definition  der  Polyeder-Gleichheit, 
R)  der  ohne  Meßharteit  und  Stetigkeit  bewiesene  Satz  von  der  Gleichheit 
zweier  IVtraeder  gleicher  Grundtläche  und  Höhe. 

Diebe  Resultate  hudeu  sich  weder  iu  den  angeführten  Büchern,  noch 
Ifberhaupt  in  der  malbematiachen  Litemtur.  föe  sind  in  dem  oben  an- 
gegebenen Sinne  als  wertvoll  zu  beseicbnra.  Denn  (ad  1)  bei  dem  z.  Z. 
herrschenden  Interesse  für  gruDdlegende  Probleme  muß  eine  Systematik, 
die  in  gleicher  Weise  die  Arithmetik,  die  Euklidische  Geometrie  und  die 
Nicht- Euklidischen  Geometrien  umspannt,  von  Wert  und  Bedeutung  sein. 
Die  Grundlegung  der  plauaren  Ordnung  ^ad  2)  ist  von  Wert,  da  sich  nur 
hierauf  eine  strenge  Definition  eines  zweifachen  KonÜnuiun*)  aufbauen 
Iftflt  Der  Grondsats  der  relativen  Dichte  (ad  3)  ist  von  Wert,  denn  mit 
ihm  UBt  sich  die  projektive  Geometrie  begrttnden,  und  es  galt  als  ein 
Fortschritt,  als  Hilbert  in  der  Begrfindtmg  der  projektiven  Geometrie  die 
Dedekindsche  Stetigkeit  durch  die  weniger  enthaltende  Meßbarkeit  ersetzte; 
der  Grundsatz  der  relativen  Dichte  foidert  noch  weniger  als  die  Meßbarkeit 
und  ist  /.ugleich  der  am  wenigsten  fordernde  Grundsatz,  der  zur  Begründung 
der  projektiven  Geometrie  hinrdchl  (ad  4)  Die  Begrtb^ung  der  hyper- 
bolischen Geometrie  obne  metrische  Grundsiltse  bezeichnet  Herr  Dehn  in 
seiner  Rezension  selbst  als  ein  bemerkenswertes  Resultat,  (ad  5)  Bei  der 
grofien  Bedeutung  des  Gruppenbegriffs  in  der  Mathematik  ist  es  natürlich 


1)  Vgl.  hieigegcn  z.  Ii.  V  Klein  (Anweuduntf  der  Differential-  und  lutegral- 
rechnnng  auf  Geometrie,  Leipzig  190S  S.  17S),  der  diesen  kompljnerten  Begriff 
als  Ommlbegriff  annehmen  mnA. 
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von  Wext  sn  sehen,  daß  TenchiedeiieB  Systemen,  m  denen  man  biaher  nur 

die  Gruppen-Eigensdhaft  bemerkt  hatte,  die  mehr  enihalt^ndt  n  Zahlensystem- 
Eigenschaften  zukommen,  {ad  6)  Dio  Riemannscbe  Darstelluug  der  Drehungen 
einer  Kugel  durch  linear  g^broi-hcne  Substitutimipii  ist  in  den  verschiedensten 
Disziplinen  grundlegend  geworden;  aus  diesem  und  anderen  Gründen  kann 
die  Verallgemeinerung  demlben  auf  beliebige  Bewegungen  und  auf  nicht- 
enUidiscbe  Bäume  unmöglich  als  wertlos  angeseben  werden,  (ad  7  und  8) 
Hier  genügt  es  auf  die  hierauf  gerichteten  WQnsobe  von  GauA  und  Hilbert 
hinzuweisen.^) 

Greifswald,  Januar  1906.  Yahlbm. 

J.  Ttioma»,  OmndzlA  elnoir  anaHytteehen  Gtoomatrie  d«r  Xbene. 
[X  u.  184  S.]  8.  Leipmg  1906,  B.  6.  Teabner. 

Die  ausgezeichneten  Salmon-Fiedlprschen  Bücher  über  alle  Teile  der 
Geometrie  bieten  eine  solche  Überfülle  des  Stofffs,  daß  filr  den  Lernenden 
einp  Scheidung  dessen,  was  unbedingt  n<ltig  und  was  Sjx'/.ialuntersuchung 
ist,  schwer  wird.  Aus  diesem  Grund  hat  der  Verfasser  seinen  Zuliörem 
bisher  ein  Skelett  in  die  Hand  gegeben,  mit  dem  sie  das  in  der  Vorlesung 
Vorgetragene  leicht  repetieren  und  etwa  Unverstandenes  leidit  tugänzen 
könnten,  tind  das  eben  im  allgemeinen  nur  das  Nötige  enthielt.  Der  GrundriB, 
der  jetzt  der  Öffentlichkeit  flbergeben  wird,  ist  im  wesentlichen  jenes  Skelett, 
das  bei  der  Nouhearlx  itnng  einige  Erweiterungen  erfahren  hat.  Er  umfaßt 
die  analytische  Geometrie  des  Punktes,  der  Geraden,  der  Kurven  und  Büschel 
zweiter  Ordnung  und  legt  Gewicht  darauf,  die  wichtigsten  Sätze  der  pro- 
jektiven Geometrie  auf  analjtiseheni  Wege  zu  erbringen,  ohne  die  meMcheu 
Beziehungen  zu  vemachlBssigen.  Hierdorch  gedenkt  der  Ver&sser  das  Vor- 
st ändnis  der  projektiveu  Geometrie  zu  erU  u-litern,  deren  Methoden  nach  seiner 
Meinung  mit  denen  der  analytischen  Hand  in  Hand  gehen  nitis.sen. 

Die  Entstehung  des  Büchleins  aus  einem  Skelett  macht  es  selbstverHtJindlich, 
daß  es  eine  Vorlesung  nicht  überflüssig  machen  will,  diiB  es  viiiluielir  den 
Lernenden  beim  Hören  einer  Vorlesung  unterstützen  und  ihm  die  Anlegung 
eines  Heftes  erleichtern  wül.  Besonders  Begabte  werden  auch  mit  ihm  lülein 
sich  die  Fundamentals&tze  der  Geomefaie  der  Ebene  zu  eigen  machen  können. 

Jena.  J.  Thomas. 

Atüm  Qiiatüim  Woluter  (Clark  üniversitj,  Worcestm',  Massachusetts), 
Tba  Dynaniiea  of  pstttioles  and  of  xigid,  olattio  and  fluid  bodlM 
being  leotores  on  mathematical  physios.  [XT  u.  588  S.]  B.  G.  Teul)uers 
Sammlung  von  Lehrbüchern,  Band  XI.    8".    Leip/iL'  11*04,  B,  G.  Teubner. 

Obwolil  der  klassische  Grundbestand  der  Mechanik  noch  immer  als 
unerschüttert  gelten  darf,  betindet  sich  diese  Wissenschaft  fortwährend  in 
einer  sehr  lebhaften  Entwicklung,  durch  wchlio  di«'  '/Ax^o  ihrer  rrosamt- 
erscheinimg  immer  wieder  verändert  werden.  Ks  ist  auiier  mit  Freuden  zu 
begrüßen,  wenn  die  —  allerdings  große  —  Anzahl  von  Lehrbttchem  und 
Vorlesungen  über  Mechanik,  welche  bereits  existieren  und  zum  TeU  Vor- 
treffliches bieten,  durch  ein  neues  Werk  vermehrt  wird,  welches,  wie  das 
vorliegende,  in  krttftiger  Eigenart  ein  nicht  zu  breit  ausgeführtes  aber  voU- 

1)  Mit  der  obigen  Darlegung  erkl&rt  der  Hentusgeber  die  Diskussion  im 
redaktionellen  Teile  des  Jahresbericht«  f&r  abgeeehlossen. 
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stindiges  BOd  der  modenioii  Mechanik  entwiift  und  so  audi  dem  Stadierenden 
mit  den  Grondlebren  der  Wiasenscliaft  zagleioh  die  neuesten  AnsebflnnBgen 

übennittelt. 

Es  handelt  sich  liiur  nicht  nur  um  die  zablreicheQ  Lüsungcu  tfin/.elnor 
neuer  Piübleme,  welche,  durch  die  Bedürfnisse  der  Wissenschaft  oder  der 
Technik  gefordert,  den  Tatsachenbestand  der  Mechanik  fortwährend  bereichem, 
die  Tragweite  ihrer  Methoden  erprohen  und  in  etnem  didaktischen  Werke 
die  Dantellnng  hdehen;  es  sind  vor  allem  Fragen  prinzipieller  Natur,  welche, 
nachdem  sie  seit  geraumer  Zeit  den  Gegenstand  tiefsinniger  Untersuchungen 
gebildet  haben,  auch  in  einem  einführenden  Werke  nicht  mehr  unberücksichtigt 
bleiben  dürfen.  Diese  Untersuchungen  sind  nicht  dem  Scboßo  dor  reinen 
Bewegungslehre  entsprungen:  sie  sind  vielmehr  durch  die  Entwickelung  der 
gesamten  physikalischen  Anschauungen  gezeitigt  worden.  Daher  ist  es  ftr  ein 
Lehrbuch  dar  Mediauik  eine  gute  Empfehlong,  wenn  es  die  Beaeichnung 
„heing  lectnres  of  mathematical  physics''  nicht  nur  auf  dem  Titel  trägt, 
sondern  wirklich  rechtfertigt,  wie  das  Buch  von  Webster.  Wir  sind  nicht 
mehr  unbedingt  geneigt,  die  mechanistische  Auffassung  dor  Natur  für  die 
einzig  mögliche  zu  halten:  aber  so  lange  die  Mechanik  Anspruch  darauf 
erhebt,  eine  unter  den  möglichen  Formen  der  Naturbeschreibung  zu  sein, 
muß  sie  den  Fortschritten  der  Naturforschung  sich  anpassen.  Ans  diesem 
Gedanken  sind  die  fimdamenialen  Arbeiten  von  Helmholtz  und  Herta  und 
was  sieh  daran  anschließt  entstanden.  Mit  dem  Bedttifnis  der  Anpassung 
an  das  moderne  physikalische  Denken  stehen  auch  ge-svisse.  mehr  formale 
Neuerungen  in  Znsammenhang,  im  besonderen  die  Einführung  der  Vektoren- 
rechnuug,  die  Entwickelung  dyr  anschauUchen  Methoden,  welclj«  /.um  Teil 
auf  Poinsot  zurückgehen,  mit  den  Begriffen  des  Impulses,  der  Bewegungs- 
sohraube  usw.  arbeiten  und  eine  weitgehende  Beaiehnng  zwischen  Mechanik 
und  Liniengeometrie  geschaffen  haben;  femer  die  Heranziehung  des  mehr- 
dimensionalen Raumes,  welche  aus  der  Dynamik  der  Punktsysteme  ein  SO 
interessantes  Analogon  zu  der  D\  naniik  des  einzelnen  Ptinktes  gemacht  hat. 

Alle  diese  Dinge  linden  in  dem  Werke  von  Webster  voile  iicrttcksichtigung. 
Untersuchungen,  welche  ein  rein  mathematisches  Interesse  darbieten,  würden 
das  Buch  an  stark  belastet  und  sdnen  Charakter  als  Lehrbuch  der  physi- 
kaliscben  Mechanik  serstiSrt  haben.  Die  Stelleo,  an  welchen  derartige  Unter- 
snchungm  einsetzen  müssen,  sind  aber  meist  bezeichnet  und  mit  den  sur 
Ergänzung  nötigen  Literaturangaben  versehen.  Wie  sehr  auch  hierbei  der 
V»-rfrisser  bestrebt  war,  die  neuesten  Ergebnisse  zu  berücksichtigen,  mnge 
man  etwa  daraus  entnehmen,  daß  bei  der  Erwühnung  des  Dirichietschen 
Prinzips  bereits  die  Arbeit  zitiert  wiid,  in  welcher  Hilbert  neuerdings  den 
Baemannschen  Beweis  modifiziert  und  xu  einem  strengen  gemacht  hat.  Um 
das  Buch  erfolgreich  su  studieren,  muB  der  Leser  mit  der  höheren  Mathematik 
wohl  vertraut  sein;  doch  gehen  die  Anforderungen  nicht  über  die  Kenntnisse 
hinaus,  welche  der  Studierende  in  einer  guten  T'niversitätsvorlesunp  über 
Difl'erential-  und  Integralrechnung  erwerben  kann.  Einige  zum  Verständnis 
erforderliche  spezielle  mathematische  Gegenstünde  werden  in  fünf  ergänzejidtjn 
ZnsStasen  dargelegt;  anderes,  wie  z.B.  die  Grundlehren  der  Variationsrechnung, 
ist  in  den  Text  eingeflochten. 

Was  die  Anordnung  des  Toi^h^genen  Stoffes  betrifft,  so  erscheint  mir 
▼or  allem  ein  Punkt  bemerkenswert  zu  sein.    Es  ist  eine  schwierige  und 


Digitized  by  Google 


76 


Litetsrischet. 


wichtige  Frage,  welche  Stelle  in  einem  Lehrbuch  der  gesamten  Meohanik 

den  allgemeinen  Prinzipien  anznwpispti  >:oir  <;ie  an  den  Anfang  zu  setzen, 
verbietet  sich  bei  einem  einführenden  Werke  von  selbst,  sie  i\i  trennen  und 
an  verschiedenen  Stelleu  zu  behandeln,  schadet  der  Einsicht  in  den  gegen- 
seitigen Zntammeahang  und  die  Terachiedenen  Geltongsbereiohe  der  Prinzipien; 
dem  Gegenstände  ein  SchlnAkapitel  einmritunen,  empfiehlt  sieb  in  mancher 
Beaiehnng,  verlangt  aber  von  dem  Leser,  daß  er  den  durchgearbeiteten  Stoff 
nachtraglich  mit  dem  Geiste  der  allgemeinen  Prinzipien  durchdringt,  was  durch 
Hcranziolinng  der  Resultate  vorhergehender  Abschnitte  nur  nnvollständig 
erreicht  wird.  Diese  Sclnvierigkeit  iiat  der  Verfasser  dui'ch  eine  hehr  ulnck- 
liche  Gruppierung  überwundeu:  Nach  zwei  einleitenden  elementaren  Kapiteln, 
in  denen  die  Grundbegriffe  der  Kinematik,  der  Vektorenxeehnung  und  der 
Dynamik  des  materiellen  Punktes  auseinandergeaetst  und  die  wichtigsten 
Bewegungsfbrmen  eines  solchen  (Zentralbewegung,  harmonische  Bewegung, 
Pendelbewegnng)  studiert  werden,  folgen  sofort  drei  Kapitel,  welche  den 
Leser  mit  den  großen  mechanischen  Prinzipien  bekannt  machen  und,  in 
fortschreitender  Vertiefung,  bis  an  die  Schwelle  der  Hertzschen  Mechanik 
ftthren.  Das  erste  von  diesen  enthält  das  Prinzip  der  virtuellen  VerrttckuDgeo, 
das  D'AlembMiBehe  Prinzip,  das  Gesets  von  der  Erhaltung  der  Energie,  den 
Impulsbegriff,  die  Fl&chens&tze,  in  dem  nächsten  werden  die  verschiedenen 
Formen  des  Prinzips  der  kleinsten  Wirkung  abgehandelt,  die  Lagrangeschen 
und  Hamiltonschen  Bewefrungsplfichungen  in  ganz  allgemeiner  Wei«5p  auf- 
gestellt. Das  letzte  Kapitel  der  liruppe  i^'t  jenen  liüchst  inorkwürtligen  und 
wichtigen  Erscheinungen  der  kleinen  Schwingungen,  der  Resonanz  und  der 
zyUisdien  Bewegungen  gewidmet  und  ist  vielleicht  das  SchSnste  in  dem 
gansen  Buche.  Was  die  Lektüre  dieser  drei  Kapitel  so  anßenHrdentlich 
anziehend  gestaltet,  ist  die  Durchdringung  der  mathematisehen  Deduktionmi 
mit  physikalischem  Denken.  Um  nur  ein  Beispiel  herauszugreifen,  zitieren 
wir  die  im  §  37  gegebene  Interpretation  der  verschiedenartigen  Bestandteile 
des  Ausdnickes  f(ir  die  Keaktionskrätte  in  deu  Lagrangeschen  Ghiehiingen 
und  die  auschlieBendeu  Bemerkungen.  in  dem  Kapitel,  das  von  deu 
Schwingungen  bandelt,  wird  auch  das  Problm  der  sdiwingenden  Saite 
diskutiert,  und  durch  den  Üb«igang  von  gewOhnlifdiai  sn  pvrtiellen  Differentiat- 
gleichungen  die  später  folgende  Mechanik  der  Kontinua  in  interessanter  Weise 
vorbereitet  Bei  d<  r  Be.spreelmng  der  zyklischem  Koordinaten  und  Bewegungf^n 
können  allerdings  die  Kreiselerscheinungen  nicht  zur  Erläuterung  herbeigezogen 
werden,  da  diese  erst  iu  dem  nächsten  Abschnitt  vorgetragen  werden.  Diesem 
unvenneidlichen  Nachteil,  deu  übrigens  der  Verfasser  durch  sehr  hübsch 
gewühlte  Beispiele  mehr  elementarer  Natur  (wie  das  „Quadrantpendel") 
auszugleichen  weiß,  steht  der  ungeheure  Vorteil  gegenüber,  nunmehr  die 
Mechanik  der  starren  uud  deformierbaren  Körper  von  vornherein  unter  den 
großen  im  ersten  Abschnitt  gewonnenen  Gesichtspunkten  betrachten  zu 
kömieu. 

Die  Dynamik  uer  slarreu  Körper,  welche  den  Gegenstand  des  zweiten 
Teils  bildet,  wird  eingeleitet  durch  einige  rein  geometrische  Abschnitte;  sie 
behandeln  jene  Vereinigung  Ton  Vektor  und  Vektormoment,  durch  welche 

sowohl  die  Venückungen  eines  standen  Systems  als  auch  die  ituf  «  in  solches 
wirkenden  Kräfte  sich  darstellen  lassen.  Zrntrnhu  hsc,  Schrauhentheorie, 
Zylindrold,  sind  einige  Süchworte,  welche  hier  zur  Charakterisierung  des 
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Inhaltes  genügen  müssen.  Es  folgt  die  Definition  der  Tnipulsscliraube,  äor 
Trägheitsmoment*^  und  Trägheitsprodukte  mit  allen  <lazugehörigen  Begriffen 
und  Kon^ti  uküoii  'n  Vier  Paragraphen  Aber  die  analytische  Behandlung 
der  KinenmUk  starrer  Köi-per  schließen  das  Kapitel.  Das  folgende  ist  der 
eigenflidlMiL  Dymmik  gewidmet  Di»  sohSnen  geometnaolieii  Methodeii  Tcm 
Poinsot  und  die  Enlenohen  Gleiehnngen  werden  zunächst  für  die  Bewegung 
eines  beliebigen  starren  Körpers  um  einen  festen  Punkt  gegeben.  Dana 
folgt  die  Theorie  des  syrametristhen  Krfi'^pls;  da  die  KpTmtnis  der  ellip- 
tischen Funktionen  nicht  bei  dem  Leser  vorausgesetzt  wird,  beschriiukt  sich 
die  Behandlung  auf  eine  qualitative  Diskussion  der  Bewegungsgleichungen, 
bei  welcher  alle  wesentlichen  Züge  dieser  eigenartigen  Vorgänge  aus  Licht 
geeetxt  werden.  ZeUreicbe  Fignreo,  Abbildungen  Ton  Apparaten,  konstmktiT 
entworfene  oder  dnroli  graphische  Vorrichtungen  am  Kreisel  erhaltene  Be- 
wegnngskarren  erleichtern  das  Studium,  Hinweise  auf  geistvolle  technische 
Anvrendungen  (Griffin  Mahlmühle,  Torpedo  des  Admiral  Howell,  gyroskopischer 
Horizont  des  Contre-Admirals  Fleuriaijs)  erhöhen  und  beleben  das  Interesse 
an  dem  Gegenstande.  Hatten  die  Eulerschen  Gleichungen  als  Ausgangs- 
punkt der  analytischen  ünteranchung  gedient,  so  werden  dodi  in  deren 
Verlauf  auch  die  Xjagrangesch«i  Gleiehnngen  und  die  Jaoobisdie  partieUe 
Differentialgleichung  ebenfalls  herangesogen.  Die  Theorie  der  Lagrangeschen 
Gleichungen  erfährt  eine  wichtige  Erg&n/.ung  in  den  letzten  Paragraphf^n, 
welche  von  den  Erscheinungen  des  Rollens  (erläutert  durcli  die  Heispiele 
der  Billardkugel,  des  Reitens,  des  Velozipc(ls)  haudeln;  diese  Probleme  sind 
analytisch  durch  das  Auftreten  nicht  iutegrierbarer  Bedingungsgleichungcn 
charakteriaiert  und  unter  dieeon  Gesichtspunkt  in  neuerer  Zdt  vielfiich 
ontersoeht  worden;  idi  enriUine  hier  nur  die  interessante  Arbeit  ron  Holder 
über  nicht  holonome  Systeme,  weil  diese  von  Herrn  Wehste  nicht  zitiert 
-wii-d.  Den  Schluß  des  Kapitals  und  damit  des  gan7en  zwfiiton  Teils  bilden 
einige  Paragraphen  über  rf^lativf  Bewegung  mit  besonderer  Berücksichtigung 
des  Einflusses  der  Erdrotation  auf  die  Bewegung  eines  Körpers  an  der 
Erdoberfläche. 

Der  dritte  Teil  des  Buches  xerf&llt  in  xwei  Hftlften,  deren  erste  aus 
einem  sehr  frisch  und  anregend  geschriebenen  Kapitel  über  Potential theorie 
besteht.  Nicht  nur  die  wichtigsten  Sätze  über  das  Newtonsch(;  und 
logarithmiscl)'^  Pf^tential  werden  vorgetragen,  sondern  auch  zahlreiche  all- 
gemeine matiieniatische  Hiltsmitf^l  t  Differentialparameter ,  krummlinige 
Koordinaten,  Greensche  Formeln)  werden  im  Zusammenhang  damit  eingeführt, 
die  Entwicklungen  nadi  trigonometrischen  und  Kugelfnnktionen  finden  hier 
ihre  Stelle.  Wenn  somit  dieses  Kapitel  (das  achte  des  Baches)  einen  vor- 
wiegend analytischen  Charakter  hat,  so  ist  doch  wiederum  nirgends  Tersttumt, 
anschauliche  Interpretationen  der  mathematischen  Ausdriieke  zu  «rebeu, 
Pf  Sulfate  der  Experimentalphysik  in  den  Text  einzuflechten ,  so  z.  B.  die 
.\Itihü<ien  7ur  Bestimmung  der  mittleren  Dichte  der  Erdn,  im  besonderen 
die  hübsch  erdachte  Methode,  welche  Meudeuhall  am  Pujij^ama  iu  Japan 
erprobt  hat. 

So  vorbereitet,  gelangt  der  Leser  zu  den  drei  letzten  Kapiteln  des 
Bodiee,  welche  die  zweite  Hälfte  des  dritten  Abschnittes  bilden.   Das  erste 

von  diesen  (Kapitel  IX)  handelt  von  der  Kinnmatik  und  Dynamik  kon- 
tinuierlicher Massen  im  allgemeinen,  von  btress  und  Strain.  In  den  letzten 
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Paragi"apheii  werden  die  Bezieliungeu  zwischen  Ötress  und  ätrain  abgeleitet, 
unter  der  Voi-aussetzung,  daü  ein  Stresspotential  existiert,  welches  dann 
für  isotrope  Kttrper  besonden  einfache  Fonnen  aummmt.  Die  AusdillclEe 
fftr  die  Eraftkomponenten  werden  aufgestellt,  die  pbjsikalisclie  Bedeutung 
der  auftretenden  Konstanten  diskutiert.  Im  zehnten  Kapitel  werden  die 
\s ifhtigsteu  Gegeustäude  der  Hydrostatik  studiert,  sowie  jenes  berühmte 
Problem,  dessen  Lösung  durch  Barre  de  Saint- Venant  einen  der  wiclitigsten 
Fortschritte  der  neueren  Elastizitätstheorie  bezeichnet.  Auch  hier  ist 
wiederum  auf  die  experimentelle  Bestätigung  der  Theorie  Gewicht  gelegt, 
wdclie  Conia  durch  seine  sehOnen  Messungen  an  gebogenen  Glasstftben 
geliefert  bat.  Das  letzte  Kapitel  bringt  eine  Darstellang  der  Hydrodynamik. 
Im  Mittelpunkte  steht  die  Theorie  der  Wirbelbewegungen.  Von  den  beiden 
Hauptproblemen,  mit  welchen  sich  die  Helmholtzsehe  Arlnit  besonders  be- 
schäftigt, ist  nur  das  der  gerfidlinioren  Wirbeltädeu  ausführlich  behandelt, 
während  die  Diskussion  kreisförmiger  VVirbelfilden  angedeutet  wird.  £s 
folgt  eine  kurzge&Bte  Behandlung  der  Welloibewegung,  in  welcher  das 
Geseitenproblem  berfihrt  und  die  theoretische  Akustik  vorbereitet  wird. 
Ein  Schlußparagraph  ist  den  Flüssigkeitsbewegungen  gewidmet,  bei  welcihen 
die  Viskosität  eine  Rolle  spielt.  — 

Ich  habe  versucht,  in  diesem  Referate  einen  Begriff  von  dorn  reichen 
Inhalte  und  der  mannigfaltigen  lielmndlungsweise  des  HWikes  /u  geb^n,  das 
mir  zui-  Besprechung  vorliegt,  und  zu  zeigen,  daß  es  sich  hier  um  eine 
wertvolle  Bereidierung  unserer  LehrbucUiteFator  handelt.  Es  ist  mir 
kein  Bach  lllinlichML  Umfimges  bekannt,  welches  ich  dem  Studirenden  der 
Physik  und  auch  der  Mathematik  so  unbedingt  wie  dieses  zur  Einführung  in 
das  nesamtg(;tnet  der  ^Meclianik  empfehlen  mf'k'hte.  Es  steht  zu  hoffen,  daß 
die  englische  Sprache  der  Verbreitung  des  Buches  in  Deuti>ohland  kein 
ernstliches  Hindernis  entgegensetzt.  Der  Teubnersche  Verlag,  welcher  dem 
großen  Werke  von  Bonth  nach  weuigea  Jahren  diese  Vorlesungen  von 
Webster  hat  nachfolgen  lassen  und  nun  wieder  das  ErscheinMi  yon  Loves 
Lehrbuch  der  Elastizität  in  Aussicht  stellt,  wird  mit  diesen  drei  Unter- 
nebmuagen  dem  Studium  der  Mechanik  in  Deutschland  eine  mächtige  An- 
regung geben  und  sich  dadurch  ein  wahres  Verdienst  um  diese  Wissen- 
schaft eiwerben. 

Heidelberg.  Karl  Bo£um. 

W.  W.  Ronse  Ball,  Histoire  des  Mathematiques.    Edition  franfaise 

revue  et  augmentee.  Traduite  sur  la  troisicme  edition  anglaise  par 
L.  Freund.  Tome  premier.  VII,  422  p.  8^.  Librairie  A.  Hermann. 
Paris  1906. 

Die  vorliegende  fianzo.sische  Ausgabe  des  bekannten  englischen  Buches 
über  die  Geschichte  der  Mathematik  hat  der  Schifisleutnant  Freund  auf 
Grund  der  dritten  Auflage  des  Originals  flbwtragen.  Es  handelt  sich  aber 
nicht  nur  um  eine  bloBe  Übersetzung;  denn  es  sind  Zusätze  hinzugefügt 
worden,  die  eine  erwünschte  Bereicherung  der  Darstellung  bilden.  Durch 
diese  Verm*hrung  des  Urafangs  hat  sieh  eine  Teilung  des  Werks  in  zwei 
Bünde  erforderlich  gemacht.  Der  bisher  erschienene  erstr  Hand  reicht  bis 
zu  Newtons  Zeit  heran;  er  umfaßt  demnach  die  großen  Kpuchen  der  Mathe- 
matik im  Altertum,  im  Mittelalter  und  wfthrend  der  Renaissance  sowie  dw 
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neiiprPTi  ^fathematik  von  Descartes  bis  Iluy^'-f^ns.  Den  Beschluß  des  ei^sten 
Bacdes  bilden  füni  Zusätze,  die  der  Reihe  nüch  behundeln:  Vieta  als  Geo- 
meter,  nach  Ohasles;  Analyse  der  Originalschriften  Napiers  betreifend  die 
Erfindung  der  Logarithmen,  von  Biot;  Über  Kepler,  nach  Gbaales  und 
Bertraad;  Entwicklung  der  Prinzipien  der  Djnftmüc:  Arbeiten  von  Galilei 
und  Hujgens,  oacli  Mach;  Über  den  Ursprung  der  Statik,  Vorwort  des 
Werkes  von  R  Duhem. 

Alfred  IfaaM,  VerBioheruiigsweseiL  J.  u.  II.  Teil.  8^  [XII  u. 
468  8.]   Leipsig  1905,  B.  6.  Teubner. 

Dieses  Buch,  dessen  Verfasser  in  letzter  Zdt  durch  zwei  Monographien 

„die  Haftpflichtversicherung,  ihre  Gesehlcbte,  wirtschaftliche  Bedeutung  und 
Tfclmik  1902"  und  ..Yersicherungswissenschaft  auf  deutschen  Hochschulen 
Berlin  1904"  dem  weiteren  Publikum  bekannt  geworden  ist,  dOrftc  allen 
zu  empfehlen  sein,  welche  über  die  weitverzweigte  Organisation  des  Ver- 
sicherungswesens Än&öhluB  erhalten  wollen.  Besonderes  Interesse  dürfte  bei 
den  Lesern  dieser  Zeitschrift  der  Absehnitt  Uber  „Versichenmgswissenschaft" 
finden.  Der  Autor  vertritt  hier  sehr  ftberzeugend  die  These,  daß  nicht  nur 
die  Ausbildung  von  Versicherungstechnikem  auf  unsern  Hochschulen  anzu- 
streben s^i,  Fonrfern  daß  ein  nicht  minder  starkes  Bedürfnis  nach  Versieherungs- 
anwälteu  bt  steho,  einer  Institution,  die  bui  uns  im  Gecrensatz  zum  Auslande 
noch  völlig  unbekannt  sei.  Zugleich  wänscht  er  überhaupt  eine  größere 
Verbreitimg  der  Kenntnisse  über  das  Wesen  der  Versicherung  und  swar  im 
Literesse  der  aUgemeinen  Bildung,  wie  im  Interesse  der  Volkswirtschaft.  Für 
den  Ftehmann  sind  von  besonderm  Wei-t  die  Absdmitte  über  Versicherungs- 
kartelle und  die  vielen  neueren  kleineu  Vcrsiclierungszweigo,  die  bisher  eine 
literarische  Berücksichtigung  im  Zusammenhangt'  niebf  ertfilirfm  baben.  Die 
Danstellung  ist  ungemein  klar,  die  Anordnung  des  Stüttes  musterhaft,  sodaß 
die  Lektüre  des  Buches  dem  Leser  gradezu  einen  Genuß  bietet. 

F.  Bernstein. 

Handbuoh  der  Theorie  der  Gaminaftinktion.  Von  Dr.  Niels 
Nielsen,  Dozent  der  reinen  Mathematik  an  der  Universität  Kopenhapfen, 
Inspektor  des  mathematischen  Unterrichts  an  den  Gymnasien  DUnemarks. 
[X  u.  326  S.|    gr.  8.    Leipzig  19(  >G,  B.  G.  Teubner. 

Dies  iiandbucb  verbucht  eine  Gesamtdarstellung  der  bis  jetzt  bekannten 
Eigenschaften  und  Anwendungen  der  GammafunktLon  und  7erwandter  Funk- 
tionoi,  in  strenger  und  doch  ml^glidist  elementarer  Form  zu  liefeni;  es  ist 
daher  als  der  erste  neuere  Versuch  dieser  Art  /.u  bezeichnen,  denn  merkwürdiger- 
weise ist  seit  dem  Traite  von  Le^^endre  keine  für  ihre  Zeit  vollständige 
Darstellung  dieser  Theorie  publiziert  \\'nrden.  —  Dor  erste  Teil  des  Buches 
gibt,  ohne  Zuhilfenahme  bestimm ter  Integrale  sondern  ausschließlich  durch 
Anwendung  der  Theorie  analytischer  Funktionen,  eine  elementare  Entwicklung 
der  Eigenschaften  Ton  und  verwuidter  Funktionen,  indem  I\x)  mittels 
seiner  Diflfermsengleichung  definiert  wird.  —  Im  zweiten  Teile  wird  eine 
recht  vollständige  Theorie  der  beiden  Eulerschen  Integrale  und  der  durch 
Ganiniafunktionon  tiusdrückbnron  bestiinTntm  Integrale  sowie  ibrer  Auwendung 
zur  H»'rleitung  der  Reihen  von  Stirliiig.  Kiiiiinier  und  Lercb  gegeben;  djen- 
so  werden  die  beiden  Meliinscben  l  mkebrprobleme  und  ihre  Anwendung 
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auf  gewisse  Funktionengattungen  Vx  lirtiniolt.  —  Der  dritte  und  letzte  Teil 
untersucht  die  reziproken  Gammafuakuouen  als  Entwicklungst'unktionen  durch 
eine  DaittoUiuig  der  toh  SdiUhnileb,  Jensen,  Findiierle  nnd  aamentUeh  ▼om 
VerfasBer  ausgebildeten  Theorie  der  Fakultfttenreihen;  hier  findet  mAk  woU 
zum  ersten  Male  eine  Würdigung  der  Methoden,  die  Stirling  über  solche 
Reihen  angpdeuti^t  hat.  —  Das  Buch  enthiilt  eudlich  ein  möglichst  voll- 
stftndiges  Vei-zeichnis  der  reiohen  Literatur  über  die  behandelten  Theorien. 

Kopenhagen.  Niels  Niblsbm. 

B.  Osaber,  Vorlesnagien  über  BUflMraiiilal*  und  nstagralreolmiiiis. 
In  2  Bftnden.  L  Band,  mit  115  Figuren  im  Text  Zweite,  sorgfältig  durcb" 
gesehene  Auflage,   gr.  8.   [XIV  u.  560  S.j.   Leipzig  1906,  B.  G.  Teubner. 

Bei  der  Bearbeitung  der  zweiten  Auflage  hat  die  Gesamtanlage  des 
Werkes  eine  Ändernn«»  nicht  erfahren,  da  mir  weder  die  Urteile  der  Kritik 
noch  die  eigenen  seither  gemachten  Erfahrungen  eine  solche  als  notwendig 
erscheinen  Üeßen.  Hingegen  ist  alle  Sorgfalt  darauf  verwendet  worden, 
den  Lihalt  absEuranden  und  den  Zwecken,  für  welche  das  Buch  bestiinmt 
ist,  ToUkonunener  anzupassen;  wo  es  angezeigt  schien,  die  Darstellnng 
piftsiser  zu  gestalten  und  die  Ergebnisse  schUrfer  zu  formulieren.  Von 
größeren  Erweiternn^en  de>  Inhaltes  seien  erwül  nt  im  I.  Bande  die  hjper- 
bolischt'ii  Funktionen,  der  Hogriti'  der  Funktion  'luer  komplexen  Variablen; 
im  II.  Bande  die  Eulerschen  Integrale,  die  i  ourierschen  Reihen,  Momeut- 
irnd  Sobwerpanktsbestunmnngen ,  die  l^tze  von  Green.  Die  Einfügung 
histcnisdbier  und  literarischer  Notizen  wird  manohem  willkommen  snn;  and^ 
die  /ienilich  zahlreichen,  an  passenden  Stellen  vorgelegten  Probleme  dürften 
zur  Verwendbarkeit  des  Buches  Iteitragon.  So  hoffe  ich,  die  Absichten, 
welche  mir  bei  der  Anlage  des  Werkes  vorschwebten,  der  Verwirklichung 
näher  uehrn^chi  zu  haben. 

Wien.  E.  CzuBKB. 

F.  Fockels,  Lehrbuch  der  Kristalloptik.  Mit  168  Figuren  im 
Text  und  6  Doppeltafeln.  [X  u.  520  S.]  gr.  8.  Leipzig  1906,  B.  G.  Teubner. 

In  diesem  Buch  soll  in  erster  Linie  den  Physikern,  aber  auch  den 
Mathematikern  and  Mineralogen,  dio  sich  über  die  Probleme  und  Ergebnisse 
der  Eristaliopiik  näher  zu  unterrichten  wünschen,  eine  möglichst  vollständige 
Übersiebt  der  gegenwttrtigen  Kenntnisse  auf  diesem  Gebiete  der  Optik  ge- 
boten werden,  üm  auch  den  mit  der  tiieoretischett  Pbjrsik  weniger  vertranten 
Lesern  das  Sindringen  zu  erleichtem,  werden  die  Gesetze  der  Liehtfortpflanzung 
in  Kristallen  zunächst  aus  Beobachtungstatsachen  mit  Hilfe  naheliegender 
Verallgemeinern T!irf'T>  abgeleitet  —  also  auf  dem  Wege,  der  in  der  Hauptsache 
auch  derjenige  der  historischen  Entwicklung  gewescui  ist  — ,  und  dann  erst 
wird  gezeigt,  wie  sieh  diese  Gesetze  aus  den  Diftereutialgleichungen 
der  Tcrscbiedenen  Lichttheorien  ergeben.  Von  letcteren  wird  ttbrigens  nach 
kurzer  Charakterisierang  der  meduuubchen  Theorien  weiterbin  nur  die 
elektromagnetische  Theorie  nebst  ihren  modernen,  zur  Erklärung  d« 
Di<;persion,  «le.s  DrehungsvermOgens  und  der  Absoiption  notwendigen  Er- 
weiterungen herangezogen. 

Dem  Zwecke  des  Buches  entsprechend  tinüen  auch  dio  Bt  obarhtungs- 
methoden    sowie    die   Beobachtungsresultate   eingehende  Besprechung, 
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wilhrf-nrl  auf  dpfailliffff  "Rp=rlireibting  der  Instrumente  allerdin^rs  verzichtet 
werdeil  inuBle,  was  aber  iluü  so  eher  aupHncrig  schien,  als  iu  dieser  Hinsicht 
z.  B.  der  „Grundriß  der  physikalischen  Kristallographie'"  von  Th.  Liefoisch 
alias  WOnseliensverte  bietet 

Dank  dem  Entgegenloniimeii  des  Hemi  Dr.  H.  Hanswaldt  konnte 
eine  Anzahl  von  dessen  Toxtrefflichen  photographischen  Aufnahmen  von 
Interferenv:-  und  Ahsorptionserscheinung'en  reproduziert,  und  so  eine  weit  l)es<;ere 
Veranschaulicbmig  dieser  Erscheinungen  geboten  werden,  als  es  durch 
schematische  Figuren  allein  möglich  ist. 

Heideiberg.  F.  Fockels. 

J.  A.  Fleming  (Prof.  der  Elektrotechnik  am  ünmnitj  College  zu 
T.ondoTi\  elektriaohe  WeUentelegraphie.  Vier  Vorlesungen.  Autorisierte 
deutsche  Aasgabe  von  E.  Aschkinaß.  Mit  ö3  Abbildungen.  [IV  u.  185  S.j 
gr.  8.    Leipzig  1906,  B.  G.  Teubner. 

£s  schien  eine  dankenswerte  Aufgabe  zu  sein,  J.  A.  Flemings  ,,Cantor 
Leotures  on  Hertzian  Wava  Telegraph^"  dnrch  Torliegende  UberBetcimg 
avch  einem  grOBwen  deatedben  Leeerkreiae  mgftnglicb  m  machen.  Denn 

obwohl  das  Thema  der  Telegrapbie  ohne  Draht  schon  mehrfache  Bearbeitnngm 
gefunden  hat,  so  existiert  doch  bisher  in  der  deutschen  Fachliteratur  kein 
Werk,  in  welchem,  wie  hier,  auf  verhSltnismSßig  engem  Kaume  sowohl  die 
rein  wissenschaftliche  als  auch  die  technische  Seite  des  Gegenstandes  in 
gleichem  Maße  berücksichtigt  wird  und  in  weichem  beide  mit  der  gleichen 
grllndliekeD  SaehkemntniB  bäiandelt  werden. 

Die  der  neuen  Tedmik  zugnmde  Hegenden  wissensdiaflilieheD  Prinzipien 
werden  von  einem  völlig  modmien  Standpunkte  aus  erörtert,  indem  die 
Faraday-Maxwellschen  Vorstellungen  zAisammen  mit  der  Elektroueutlieorie 
zu  einem  einheitlichen  Bilde  verbunden  werden.  Dabei  tritt  in  der  iJarstellung 
allenthalben  jene  Anschauliciikeit  hervor,  der  wir  gerade  in  den  Werken 
englischer  Autoren  so  häutig  begegnen. 

An  der  praktäschen  Ausgestaltung  der  drahtlosen  Telegraphie  hat  der 
Verfosier  bckanntlieh  als  Mitarbeiter  Ton  Iforconis  Wirelesa  Telegraph  Oompanj, 
die  wohl  von  allen  Unternehmungen  auf  diesem  n(d)iete  nicht  nur  über  die 
reichsten  Erfahrungen  verfügt,  sondern  auch  die  Ijedeutend'^ten  T'?-folge  auf- 
zuweisen hat,  selbst  einen  hervorragenden  Anteil  gehabt.  Daher  dürfte  es 
auch  von  besonderem  Interesse  sein,  die  ätelluugnalnne  des  Verfassers  zu 
den  praktischen  Problemen  jener  Teohzuk  aus  diesen  Vorlesungen  n&her 
kennen  va.  lemeo. 

Berlin.  E.  Abcrkinass. 

Generalregiflter  au  Band  1 — 50  der  Zeitoohrift  für  Matliematik 
und  Physik.  Bearbeitet  von  Dr.  E.  Wüllfiug,  Professor  an  der  KönigL 
Techniachen  Hoehschnlo  Btnttgart.  [xn  u.  308  S.j  gr.  8.  Leipzig  1905. 
B.  G.  Teabner. 

Das  Oeneralregistor  ist  sachlich  angeordnet  und  enthAlt  die  Titel  der 

Abhandlungen  und  liezensionen  unter  zahlreiche  Stichwörter  verteilt.  Dabei 
ist  die  Klassifikation  nicht  nur  nach  dem  Tit*  I  erfolgt,  sondern  es  wurde 
immer  auch  der  Tidialt  einzelner  Teile  jeder  Abhandlung  sorgfältig  berüek- 
aichtigt.     Die  Rezensionen  sind   iu   das  Sachregister  eingeordnet  und  am 

J&Lraubcrlolit  d.  Dantsclioa  MAtbatn  -VereiQlgnng.    XV.    Uoft  1.  0 
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Schlüsse  jedes  SlicliworUs  angeführt.  Das  Autort-aregister  umfaßt  die  Ver- 
fasser der  Abhandlungen  und  der  rezensierten  Öchrifteu  und  gibt  bei  jedem 
deraelben  daa  in  d«r  SSeitsdiriit  enümltme  und  nadh  anderen  Qaellen  er* 
gftnste  biognploflolLe  Hbterial.  E.  Wölffwo. 

Jonal        Betmel—  MttemltoM  •  AsIkoiioibIom.    Das  Tan 

F.  Oomes  Teizeira  begründete  and  lange  Jahre  erfolgreich  geleitete 

„Jbrwa/"  wird  mit  dem  Band  XV  sein  Erscheinen  einstellen.  Statt  dessen 
erscheint  von  jetzt  ab,  ebenfalls  unter  der  Leitung  von  i\(ionies  Toixeira, 
ein  neues  Organ  mit  erweitertem  Programm  unter  dem  Titel:  „Ännaes 
Siirntifirns  da  Ara<lrmiti  Pohßfchnim  da  Porio'".  Nach  dem  vorliegenden 
ersten  lieft  sind  die  „Annaes^^  in  ähnlicher  Weise  wie  das  Journal  de 
rEoole  Poljtediniqne  niciht  anssehlieBlich  der  Mathematik  gewidmet,  viel- 
mehr BoUen  anAer  der  reinen  und  angewandten  l&tfaematik  alle  an  der 
Teehnischen  Hochschule  gelehrten  Wieeeudiaften:  Physik,  Chemie,  Natur- 
wissenschaften, Soziahvisspnschaften  usw.  darin  Benick sichtigimg  finden. 
Die  „Annaes  '  werden  in  Heften  von  etwa  4  Bogen  erscheinen,  4  Hefte 
bilden  einen  Band. 

AusKeicti.nung  der  Zeitschrift:  L*BnBeignemeut  matliömatique. 
Bei  Gelegenheit  der  internationalen  Kunst-  und  Gewerbe- Ausstellung,  die 
aus  Anlaß  der  Feier  der  75jährigen  Unabhängigkeit  in  Brüssel  veranstaltet 
war,  ist  die  genannte  Zeitsehrift  mit  der  goldenen  Medaille  aosgezeiofanet 
woorden. 

Bibliothek  Oremona.  Die  Bibliothek  des  ventorbenen  Luigi  Cre- 
mona  ist  scum  Kauf  aoageboten.    Sie  besteht  aus  3657  italienisch,  1163 

Iranzösisoh,  995  deutsch,  509  englisch  und  23  lateinisch  geschriebenen  Ab- 
handlungen und  Abdrücken,  sowie  einer  Terhältnismftßig  kleinen  Zahl  von 

Büchern  und  Zeitschriften. 

Unter  der  Presse  bei  B.  G.  Teubnor,  Leipzig  (vgl.  XIV,  Heft  10, 
S.  541 V   E.   Blaschke.  Vorlesungen   über  mathematische  Statistik.  — 

G.  H.  Brvan,  Tlierniod\ uamics  (in  engl.  Sprache).  —  H.  Durege,  Theorie 
der  elliptischen  Funktionen,  ö.  neiibearb.  Auti.  von  L.  Maurer.  —  L.  Krüger, 
zur  Ausgleichung  der  Widersprüche  in  den  Winkelbedingungsgleichungen 
trigonometrischer  Ketee.  —  Mitteilungen  der  mathematisdien  Gesellschaft 
in  Hamburg.  Bd,  IV,  Heft  6.  —  Die  physikalischen  Institute  der 
Universität  Göttingen.  Festschrift  im  Auschlnssp  an  die  Einweihung  des 
neuen  physikalischen  Ilauptinstitutes.  Herausgegeben  von  der  (lött Inger 
Vereinigung  zur  Forderung  der  angewandten  Physik  und  Mathematik.  — 

H.  Poincare,  Wissenschaft  und  Hypothese.  Deutsche  Ausgabe  von  F.  und 
L.  Lindemann.  3.  Aufl.  —  H.  Weber  und  J.  Wellstein,  Enzykloptdie 
der  Elementarmathematik.  HL  Band:  Die  Anwendungen  der  Elementar- 
mathematik. —  B.  Weinstein,  philosophische  Grundlagen  der  Natur- 
wissenschaften. 


2.  Büeheroehan. 

Abbe^  E,,  Gesammelte  Ahhaudlungon.  2.  Ikl.  Wi.^tsen.'^chaftliclie  Abliarunmigcn  ans 
verschied«  iien  Gebieten,  Paten tRchrifteo,  Gedächtnisreden.  IV,  34ü  S.  m.  IG  Fig. 
u.  7  Tal.  ö'.  Jena  190Ü.    JC  7.öO. 
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Aaio4eO)  F.,  Vita  matematica  napoletauft.    Studio  Btorico,  biogE«fieo,  biblio- 

grafico.   Fart«  Prima,  j^iapoli  190ö. 
Beek,  H.,  Di«  StnUcnkeMen  im  hTperboliachen  Baum.  66  S.  Disaert  Bonn  1906. 
IMUdflSttUy  K*y  ProjekÜTe  Geometrie  in  «jntlietiielMr  Behaadhm^.  Mit  91  Fig. 

181  S.  8"    3  vrrb.  Anfla^^e.  Leipzig  igof).    M  0.80 
Doster,  G.,  Eleinonta  de  la  theorie  den  deteniiitmntü,  avec  api)lication  ä  l'algebre, 

la  tiigonometrie  et  la  geomeirie  aual^tique  (ians  ie  plan  et  daus  l'espace,  a 

INuage  des  oImms  de  mftth^tiqiiee  ep^slee.   8«  Edition.  XXXni,  36«  p 

8'.  Paria  1905.    Fr.  8.—. 
<]>raesK,  L.,  Die  Elektrizität  und  ihre  AnwendiingMi.    18.  Auflage.   XVI,  669  S. 

m.  üOi  Abbild.  8".  Stuttgart  1906.    JC  7  —. 
Hartwig)  Th.y  Leitfftdeii  der  konsftniieieiiden  Steceomelrie.  Daratellimg  der  Bamn" 

formen  im  Sclirägbilde,  nabit  ^^gva  Anwendungen  von  Schrägbildern  auf 

dem  Gebiete  der  theoretischen  und  rechnenden  Stereometrie,  dart'tellenden 

Geometrie,  Mineralogie,  maihematiachen  Geographie  und  Physik.  39  8.  m.  66  Fig. 

8«.   Wien  1906.  1.—. 
Hnick,  0.,  Lehrbuch  der  Stereometrie.    Auf  Grund  von  Dr.  Fttd,  KotnmeraDi 

Lehrbuch  neu  bearbeitet  und  erweitert.   9.  Aufl.,  beransgegoben  von  V.  Kom* 

merell.   Tübingen  19üö.    .k.  2.60. 
Heiter  und  Koekler,  Lehrbuch  der  antlyiischen  Geometrie.   1.  Bd.:  Geometrie 

in  den  Gnindgebilden  erster  Stufe  und  in  der  Ebene.  XTI,  687  S.   8*  Hit 

mti  Figuren.    Leipzij2:  190.').  14.— 
Hepke,  B.,  Über  kür/.esto  Transversalen  /.winchen  Erzeugenden  einer  hyperboloi- 

diöcbeu  liegelschar.    76  S.    8".    Breslau  1905.    ^iC  2.—. 
Ben,  J.,  Gewöhnliche  DiffinentialgleiehQngen  beliebiger  Ordnung.    X,  391  S. 

8".    Leipzig  1906.    JC  10.— 
Kammer,  O.)  Invetnonen  bei  Permutationen  mit  Wiederholung.  21  S.  Piogiamm. 

Ahifeld. 

Xenlein,  U,,  Zmn  Untemcht  in  der  anÜTttsehen  Geometrie  an  den  humaniitieehea 

Gymnasien  Bayerns.    Ptogr.  Ludvigshafen  1905. 
Komnierell,  K.,  Riemannpche  Flürben  im  ebenen  Raum  ron  vier  Dimensionen. 

49  S.    8*.    Heilbronn  1905.    .(C  1.6Ü. 
H9rhen  Strahlendiagraram  zur  Tereinfachtsn  Herstellung  peräj^ektiTischer  Zeieh- 

nungen.    Berlin  1905.    JC  1.50. 
Lightfoot,  J.,  Graphic  algebra.  For  elementaiy  and  intemediate  students.  With 

exercises  and  answers.    s.  1. — , 
Meyer^  J.,  Einfubmog  in  die  Thermodynamik  auf  energetischer  Grundlage.  VUl, 

216  8.  8*.  Halle  a.  S.  1906.   JC  8.—. 
Hohr,  0.,  Abband hmgen  aus  dem  Gebiete  der  technischen  Mechanik.  IX«  469  8. 

m  :51  Abbild.  8".  Stuttgart  lit06.    Jf  15.—. 
Münch,  W.,  Zur  Bestimmung  der  absoluten  oder  kosmischen  Bewegung  unseres 

Planetensystems  durch  mvoUstftndigfee  Aberrationsmessnngen.   Diseert,  67  S. 

Berlin. 

Hoth,  G.,  Differentialinvarianten  und  invariant«  Ditferentialgleichuttgen  sweier 

10-gliedriger  Systeme.    82  S.    8°.   Leipzig  1905.    JC  1.00. 
Rrtner,  1.,  Hermann  Ton  Helmholl».    S04  S.  mit  Bildnis.  8*.  Leipzig  1906. 
M.  8  .60. 

Vighi,  A..  Die  moderne  Theorie  der  physikalinchen  Erscheinungen  iRadi<iaktivität, 
Joueo,  Klektronen).  Aus  dem  Italienischen  von  B.  Dessau.  V,  162  S.  mit 
17  Abb.   8»,   Leipzig  1906.    JC  2.Ö0. 

Sehreber,  K,  und  Spriagnaam,  P.,  Experimentierende  Physik.   Zugleich  voM- 

stlindi;,'  umgearbeitetp  dcutpche  Aus^j'abe  von  Henri  Abrahams  Recueil  d'expt'rieuccs 
^lementaixe«  de  pbysique.  1.  Band.  Vli,  171  S.  mit  280  Abb.  S".  Leipzig  1906. 
.fC  3.60. 
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Notice  of  1  >  1  Ii  r  r  t  T n  (■  k  0  r. 
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J.  Bottssinesq,  PoQvoir  reliroidissaiit  d'nn  eoDurant  fluide  snr  an  eUipsoIde  k 

axes  in^gauz,  immerg^  dans  ce  courant.  G.  Lippmann,  Frangea  d'interf^rencea 
produites  par  le  atysteme  de  deux  miroirs  perpendicnlnires  entre  eux.  Matirice 
Frdchet,  Sur  les  fonctions  limites  et  lea  Operations  fonciionnelles.  S.  Lattäa, 
Sur  les  Bubstitiitions  k  ttois  Tuiables  et  les  contbes  inTariantes  par  une  trans- 
formation  de  eontact.  6.  A.  Miller,  Sur  les  aous-groupes  inTanaats  d*i]idioe  p*. 
C*'  de  Sparre,  Au  sujet  de  la  d^viation  des  corpa  dansla  chnte  libre.  P  Lang-erin, 
Sur  une  formule  l'ondamentale  de  la  th^orie  cisätique.  Amirai  Fournier, 
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B.  Q.  Tenbner,  Leipsig  1904. 
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Berichtigungen  zu  dem  Aufsatz: 

Über  eltt«  Daratellnag  des  System»  der  ab<;olu(eii  Geometrie  tob 

L.  Schlesinger,  Band  XIY. 
8.567,  Gl.  (6)  ist  m\  statt  )«,  zu  setzen; 

„     Zeile  18  v.  u.  fehlt  die  Gleichungsnummer  (11) ; 
„    10  T.  u.  mu0  die  Gleichung  heißen: 

„     Zeile  5  T.  u.  iet  zu  setien 
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Die  preußischen  Lehrpiäue  für  den  mathematischen  Unter- 
richt am  Gymnasium  und  die  Vorschlüge  der  Breslaner 

ünterrichtskommission. 

Von  Max  Nath  in  KordhaiiieiL 

Die  Vorschlage  für  die  Neugestidtung  des  mathematischen  Unter- 
ridits,  welche  die  in  Breslau  1904  ernannte  Unterrichtskommission  im 
September  1905  der  Vmammlimg  Deutscher  NatmforBeher  und  Ärzte  in 
Menud  Torgdegt  hAt,  nehmen  sicherlidi  das  Interesse  jedes  Lehrers  der 
Mathematik  im  höchste  Maße  in  Anspmcb.  Entsprechend  der  Be- 
deutung der  Stelle,  Ton  der  sie  ausgingen^  hat  die  prenfiische  Untei^ 
richtsrerwaltiing  ja  audi  bei  einer  Anzahl  höherer  Lehranstalten  die 
Möglichkeit  geschafEen,  ihre  genauere  Ausgestaltung  im  Unterricht  su 
Tersnchen  und  ihre  Durdif&hrbarkeit  zu  prüfen.  Das  Urteil  der  mit 
dieser  Aufgabe  betrauten  Fachgenossen  wird  gewiß  in  erster  Linie  für 
die  weitere  Entwicldung  der  so  wichtigen  Angel^enheit  maßgebend 
sein.  Aber  auch  jeder  andere  wird  Tersuchen  nach  seinen  Erfahrungen 
und  theoreÜadien  Überzeugungen  zu  ihr  SteUung  zu  nehmen,  und  da 
4ie  Eommission  selbst  eine  möglichst  breite  Diskussion  ihrer  Vorschläge 
als  erwünscht  bezeichnet^  wird  auch  die  rein  literarische  Erörterung 
der  Sache  ihre  Berechtigung  haben. 

Es  aon  also  versucht  werden,  die  Frage  in  einigen  Punkten  der 
Entscheidung  etwas  naher  zu  führen,  ob  der  von  der  Kommission  vor- 
gelegte LehrphuA  in  der  dem  humanistischra  Gymnasium  zur  Verfügung 
stehendoi  Zeii^  —  unter  der  Vorausseteung  allerdings,  daß  der  Tertia 
Tier  Stunden  zuerteilt  w^den  —  bewältigt  werdra  kann,  welche  Ge- 
biete dabei  etwa  stofflich  zu  beschränken,  in  welcher  Art  die  Methodik 
zu  ändern  sein  wird.  Unberührt  soU  die  Entscheidung  darüber  bleiben, 
ob  das  Uealgyninasiiiin  unbeschadet  seiner  Eigenart  es  zulassen  kann, 
daß  StundeuiiaJbl  und  Ziel  des  matlieiiuitisi-lieii  Liiterrielits  dem  des  m- 
nasiums  angeglichen  wird  Unabvveislich  über  ist  mit  der  Bebaiullim<r 
der  zur  Tagesordnung  stehenden  Frage  eine  dauernde  Rücksichtnahme 
Äuf  die  zur  Zeit  für  Preußen  geltenden  Leln^däue  verbunden.  Des- 

Jfthntbericbt     Deaticfaen  MaUtem. -Vereinigung.  XV.  H«(IS.  7 
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wegen,  und  weil  auf  diesem  Wege  duzch  ^ogrsphische^)  Herror- 
hebung  mancherlei  an  Übereinstimmungen  und  Abweichungen  leicht 
ins  Auge  springt^  folgt  zunächst  eine  übersichtliche  Nebeneinandersteliimg 
des  aUgemeinen  Lehxzieb,  der  Lehranfgaben  der  einzeinen  Klassen  und 
der  Zielleistangen. 

Lehniel. 


PreuBiiohe  Lohrpl&ne  toh  1901 
Sieheihttt  und  Gewandtiieit  im  Rech- 
nen mit  bestimmten  ZaUen,  besondexs 
auch  im  Kop&ecbnen,  und  in  der  An> 
Wendung  dieper  Fertigkeiten  auf  die  pe- 
wöhnlicbi  n  A  <'rhSltnisBe  de«  biirf:^erlicheu 
Lebeaa.  Aritümetik  bib  zux  Entwicklung 
det  bmomiBchen  Lehnatee«  fttr  ganae 
poBiÜTe  Exponenten.  Algebi»  bia  an  den 
Gleichungen  zweiten  Grades  einschließ- 
lich. Die  ebene  und  körperliche  Geo- 
metrie und  die  ebene  Trigonometrie.  Der 
Koordinatenbegriff.  Einige  Gruudlehien 
von  den  Kegelschnitten. 


TorBchlftge  von  1900. 

1.  ESn  wiaaenadiaflUoher  Obablick  Uber 
die  Gliedeiong  de«  auf  der  Schnle 
b^andeltea  flutheinatiedien  Lehr- 
stoffs, 

2.  eine  gewisse  Fertigkeit  der  mathe- 
maiiüchen  Aufiaseung  und  ihrer  Ver- 
wertung fOr  die  DordiflUinuig  ia 
Emselanfgaben, 

8.  endlich  und  vor  allem  die  Einsicht 
in  die  Bedeutung  der  Mathematik  für 
die  exakte  ^aturerkenntnis  und  die 
moderne  Kultur  Überhaupt 


Lebiau^be  der  «inielnea  KlamiL 

VT. 

Die  Grundrechnungsarten  mit  ganzen  Die  Grundrechnungsarten  mit  ganzen 
Zahlen,  unbemamtm  immI  benomiteft.  IHe  Zahlen,  bmeumUn  und  utütenanntent  in 
dentachen  MaBe,  Gewichte  nnd  Hflnaen  letehrlakttn  ZaUleieieb.  Die  dent» 
nebet  Übungen  in  der  dezimalen  Sebreili-  sehen  Maße,  Gewichte  und  Münzen, 
weiae  nnd  den  einfachen  dezimalen  Rech-  Übungen  in  der  dezimalen  Schreibweise 
nungen.  Vorbereitung  der  Bmchrech*  und  in  den  einfachen  dr7.imHlf>n  Rech- 
nung, nnngeii,  alg  Vorbereitung  für  die  Bruch- 

rechuuug. 

V. 

Teilbarkeit  der  Zahlen.  Gemeine  Baobnen.  Fortgesetzte  Übung  im 
Brüche.  Fortgesetzte  Übungen  mit  be-  Rechnen  mit  benannten  Dezimalzahleu, 
nannten  Dezimalzahlen  wie  in  VL  £Ein-  [unter  Erweitemng  dm  Gebiete«  der  anr 
fache  Aul^aben  aus  der  Regddetri  Yerwendnng  kommenden  Maße  (auch 
(deich  SchluB  auf  die  Einheit  oder  ein  audftndiBcher  Gewichte  und  Münzen)], 
gemeinschaftlidies  Mafi  au  lOsen).]  Lfingenmes^angen    verschiedener  Art 

(aaeh  im  dleliade);  ciafaehste  Aafgabea 


1)  Erklärung  der  tj>pugrapiii»«cbeu  Hervoriiebuugen: 

i]  —  Aiulasfiungt'n  auf  der  einen  oder  andern  Seite. 
Goapenrt      Umaetanngen  an  andere  Stelltti  (Klaasen). 
KuraiT  =  Veränderungen  der  AnBdruckBweise  und  Zutaten  von  nicht  grunds&ta- 

licber  Hedeutung. 
Ffitt  B  Grundsätzliche  Änderungen  imd  Zusätze. 
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Freuflische  Lebrplft&e  von  1901.  Vor8chlä<re  von  1905 

der  Flächen*  nnd  Kaambert « linung  unter 
Yerwertong  des  Zusammenhanges  zwi- 
schei  RaftBinhalt  ud  Gewicht.  (Bei 
all«  denurügen  KmIiiui^  ist  stots 
eil  Obersehlag  ier  OrSfieiwertmg  Im 
ErgebBlBSW  TtiMscudiickeB).  Teilbaiv 
keit  der  Zahlen.  Gemeine  Brüclie  [(«a- 
nächst  al«  benannte  Zahlen V|. 

Propädeutische  Raiunlehre.  Ein- 
f  ttrnng  in  die  Omdbegriffe  der  Bmb- 
aiecfeMi»^,  Jedeeh  derart ,  daß  der 
Raum  vorwiege!!  als  Träger  plaalMetri- 
Seher  BenehaDgen  erscheint.  Raum» 
AUBdebnungen,  Flachen,  Linien, 
Piinlfte  znnMclist  an  der  Umge- 
bung erläutert  und  beätätigt  an 
den  versehiedensten  Edrpern. 
Ebene  Figuren  sunftehat  als  Teil 
der  Eörperbegrenznng,  dann  ala 
selbötändio""  ^-nbil-ie,  an  welclien 
die  Üegritfe  der  Uiclitung,  des  Winkels,  des 
ParallHinmo«),  der  Symmetrie  zum  Ver- 
ständuis  m  bringen  sind.  Übungen  im 
Q  ebra«  eh  edea  Line  ala  und  Zirkele, 
beatftndigea  Zeichnen  und  M eaaen. 

IV. 

Reehnen.  Dezimalbruclirociiniinik;. 
[Abgekürztes  Reebnen  i^an  einfachsten 
fieiapielen}.]  Kegeldetii  unter  Yainiei- 
daog  aller  Übertrabnng  aeheuatiaeher 
Formen.  An^bm  ane  dem  bfirgerlichn 
Leben,  insbesondere  einfache  FftUe 
df  r  l'ro/.ent-  (Zin«  Rabatt-)  Rechnung. 
Vorbereitung  des  arithmetisrhen  Unter- 
richts durch  Wiederholung  geeigneter, 
Mher  geliiiter  Aafjgabn  mter  Anwen' 
dng  Bichstaben  statt  hfstliiniter 
ZaUei.  Oeitug  vergelegter  Bnehstahen- 
ausdrücke  und  Auswertung  solcher  Aus- 
drücke durch  Einsftznnir  t)e»<timmter 
Zahlwerte.  Znsanimeuliaug  der  Ku|if- 
reehenregeln  mit  den  Klammerregeln. 

Raumlehre.  Lehre  von  den  Geraden, 
Winkeln  und  Dreiecken.  Beweglichkeit 
der  Figuren  ;  Abhängigkeit  derDreierks- 
stück  I'  voiH'iiiiuidor;  (bergan  gsfiille 
(rechtwinklige  Dreiecke,  gleichsehenk- 

7* 


Beebnen.  Dezimalbruchrech  nung. 
Einfache  and  zusammengesetzte  Kegei- 
detri  mit  ganzen  Zahlen  und  Brüchen; 
AnfgabMi  ans  dem  bürgediohen  Leben, 
namentlidi  die  einfachsten  FUle  der 
Preient-,  Zina>  und  Babattrechnnng. 


Planimetrie.  Fropftdeutiacher 
geometriaeher  Anaehauunga- 

unterricht.  Übungen  im  Gebxauch 
von  Zirkel  und  Lineal.  Lehre  von 
den  Geraden,  Winkeln  nnd  Dreiecken. 
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Preußische  Lehrpiäne  von  1901. 


V  o  r  8  c  h  1  ii  g V  0  II  1 905 . 

ll^f,  ^leichsfitijuo).  Einfachti  Par- 
allelograiumaäii^e,  aufigeliend  von 
der  KonstrnktioB  der  Gebilde. 


um. 


Arithmetik.  Die  Grundrechnungen 
mit  absoluten  Zahlen  und  Einführuntj 
der  poftüit  en  und  lu-gittire»  /.ahlengrößen 
unter  Besdwätiknng  auf  das  Notwendigste. 
Bei  den  Übangeu  und  auch  Glfliohnngen 
ersten  Oiades  mit  einer  ünbeikeiiiiteii 
ni  lieiiDteeD. 


FUuttlmetrie.  Erweiterung  der 
Dreieekslehre.     Lehre  tob  den 

Parallelogrammen,  den  Sehneu  und 
Winkeln  am  Kreise.  Konstniktions- 
übungen. 


Arithmetik.  Systeiuati>«clie  Zn<;ain- 
menfaKRttug  der  ürundreehniiugsregeln 
durch  Bachstabenformeln.  Begriff  der 
relativen  Große,  enticickeU  an  praktischen 
Bei^pieUn  und  verantdmiUdii  durch 
die  beideraeüa  «nemiKdk  au^ed^mte 
ZcüilenUnie,  Bechenregeln  für  relative 
Größen  Fftrt»;etzan^:  der  Ül)nn;:pn  in 
Answertuug  vun  Baehstabenausdriieken 
anter  Ueranziehan^  der  negativen  (irüUeii 
nnd  steter  Betonnng  des  fanktionalen 
Chtnkten  der  aaftreteiideD  OHfBeaver- 
ItidernDgeB.  Anwendong  anf  reine  nnd 
eingekleidete  Gleichungen  ersten  Grades 
mit  einer  Unbekaimtou,  l'ntcrBchied 
zwischen  identischen  uud  Bcstüumungs- 
gleichungen. 

Baumlehre.  Erweiterung  det  Lehre 
▼om  ParaUelogramin.  Das  Trapez.  Fun- 
damentale 8nt/.i  der  Kreislehre.  Be- 
trachtang des  Kintlnsses,  den  die  Or'uße- 
und  LageändernTi^  einzelner  Stücke  auf 
den  Oegamtcharakter  der  Figur  ausübt. 
Kouütruktioneu  im  engen  Anschluß  an 
den  Lehrgang  unter  Ausacbluft  der  nur 
durah  Sunstgtiffc  Itebaren  Aufgaben. 


Olli. 


Arithmetik.  Wiederholung  der 
Bruchrecbnong  in  Anwendung  auf  Buch- 
stabenausdrficke.  Ergänzung  des  in  Ulli 
Qelemten.  Einfache  Sfttse  der  Pro- 
portionilehre.  Qleiobnngen  ersten  Grades 
mit  ehiar  und  mehreren  Unbekannten. 
[Potenzen  mit  positiven  ganzzahligen 
Exponenten.] 


Planimetrie.     Wiederholung  und 

Fort-set^nng  der  KreiMlehre.  Sütze  üher 
die  Flüchengleichheit  der  Figuren  (Pytba* 


Arithmetik.  Ergänzung  und  Er- 
weiterung der  ltn<'.h8tabeureehnuug,  na- 
mentlich Zerleguug  von  Polynomen.  Ein- 
fitehste  S&tse  über  Proportionen.  Reine 
und  eingekleidete  Gleichungen  eisten 
Grades  mit  einer  und  mehreren  Unbe- 
kiiTint'-n  Abhänd;:keit  «'ini's  Größen- 
aii^ili  in  ks  v<m  einer  in  ilini  uiit't retenden 
Vuriubeln.  (iruiihisclie  OarNtellung  ein- 
facher liaearer  Fanktioaen  nnd  Be- 
aiting  dieser  DanteUang  nr  Aaf  Ulsug 
▼SB  Gleiehingen. 

Raumlehre.  Flächen  v  ,  1 1  i chung  und 
Fläohenberechnnng  [untvr  li'  r;ui?iehung 
von  Gebilden  mit  verwickel  lerer  gerad- 
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Preaflische  Lehrpläne  von  lUOl. 
goreischer  Lehrsatz).     H^rp- hnnng  der 
FÜlchen   geradliniger  Figuren.  Kon- 
struktiousaufgaben. 


Vorschläge  von  1906. 

lini^'erBejJTenriing].  Annühenmgsberech- 
nung  krunmilinig  liegreujiter  Flächen- 
stücke. [Wiederholung  der  etwa  in 
Quinta  Tm^kommenen  Raumtwtech- 
nangeo.]  Aufgaben  wie  in  Untertertia. 


un. 

Arithmetik.  Lohre  von  den  Po- 
tenzen, Wurzeln  und  Lo  ri  t  h  nien. 
Übungen  im  Kechueu  mit  (i'ünt- 
odez  ▼ierstelligen)  Logariilunen* 
ESnfaclie  quadxatisobe  Gleichungen  mit 
einer  ünbekanntm. 


Planimetrie.  Ähniichkeitölehrc,  i'ro- 
portionalität  gerader  Linien  am  Kreise, 
stetige  Teilung.  Regelmäßige  Tieleeke. 
Kreinonfangiind-inhalt  [Konetruktions- 
aufgaben.] 


Arithmetik.  Potenzen  und  Wnrzpln. 
Heine  und  eintrckleidott^  (Ileichungen 
zweiten  Grade»  mit  einer  Unbekannten. 
Zusammenhang  swi«ch«i  Eoeffisienten 
undWnrseln.  fietraehtang  des  von  einer 
Varialielii  abhängenden  qaadratisehes 
Ausdrucks  in  seiner  iladurcTi  l)Pdin<jtpn 
Vpränderlk'hkeit  unter  ^:rai>hischer  Dar- 
.stellung.  LUsung  von  Auf<;iiboii  z^veiteu 
Clrades  mit  einer  Unbekannten  durtb 
Schnitte  Ten  fieraden  nnd  Pwabela.  Be- 
trMditing  der  graphischen  Darstellnng 
als  )Iitt*>1  zur  Veransehaaliehing  eiifi- 
rlucli  gefundener  ZusanimenlinTip'. 

Raumlehre.  ÄhnliclikcitBlehre  unter 
besonderer  Yerwertuug  der  Ähnlichkeits- 
lage. Proportionen  ara  Kreise.  Berech- 
nung von  N&hemngawerten  für  Eteia- 
umfaag  und  Kteitinhalt  durch  polygonale 
Annäherung.  Eingehende  yerfol;s:nng  der 
ß:f ♦jensetti^en  AbliäH^ris'kc'it  wn  Sciten- 
\  erhältuisseu  und  Winkelarl«  n  In  i  Drei- 
ecken, besonders  iiei  den  rechtwinkligen. 
Anfiitellug  nnd  Erprohnng  tob  Tabellei 
fVr  diese  AbhKii|n?keit  (als  Verbereitog 
für  die  Trigonometrie)  im  .\nschlaft 
daran  praktische  Aufgaben  (Anlhahmei 
Meßtisch). 


on. 


Aritliinatik.  Gleichungen,  besonde« 
quadzatafldie,mit  mehmemUnbekanntai. 


Arithmetik.  Erweiterung  des  Pe- 
tennbegriffes,  Auffassung  der  Petens  als 

ExpenentialgrSße,  Begriff  und  An- 
wendung des  Logarithmus.  Arith- 
metif5r}if!  Reihen  erster  Ordnung 
und  geometrische  Reihen,  An- 
wendung der  letzteren  auf Zinaea- 
sini-  nnd  Bentenrechnung  (in 
einfachsten,  der  Wirklichkeit 
entnommenen  Aufgaben'.  Gra- 
ph ifichc  Darstellnog  der  Abhängigkeit 
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Preufiische  Lebrplane  tou  1901. 


Planimetrie.  Einiges  übrr  harmo- 
nische Pnokte  und  Strahleu  [suwie  über 
TnuuvexBalen.  Anweudang  der  Algebra 
auf  die  Geometrie.  EomstialEtionMuf- 
gaben,  besonders  mch  solche  mit  ^ge- 
braiseher  Analysis.] 

Trigonometrie.  Goniometrie.  Ein- 
fache Dreiccksberechuimgen. 


U  und  Ol. 

Arithmetik.  Arithmetische 
Reihen  erster  Ordnung  ttnd  geo- 
metrische Reihen,  Zinseszins- und 
Kentenrechuung.  Grundiehren  der 
Eombinatorik  ond  ihre  n&chstliegcnde 
Anwendung  auf  die  Wahncheinlichkeitt- 
lehre.  |  Binomischer  Lehrsatz  für  ganze, 
positive  Expoiionten.  Wiederholender 
Atifbau  de-'-  nr'tlimcti«chen  Lfhrpanges 
(Krwüitynaig  dos  ZahlenbegriÜ's  durch 
die  algebraischen  Operationen  von  der 
poaitiTen  bis  sur  komplexen  Zahl).  Olei- 
diimgen,  auch  solche  höherer  Grade, 
die  sich  auf  qnadiatiscbe  surSckffihFen 
lassen. j 

Fortsetzung  der  l  lningf^n  in  der  Tri- 
gonometrie [und  im  Lüsen  planime- 
triaoher  Konatniktionsaufigaben]. 

Steveometrie  und  deren  Anwendung 
auf  die  mathemattsche  Erd-  und  Him- 
melskunde. Anleitung  zum  perspekti- 
vischen Zeichnen  räumlich»'!  G<  l.i]<1e. 

Der  Koordinatenbegriff.  Kinipe 
Gnmdiehren  von  den  Kegelaohnitten. 


Vorschläge  von  1906. 

von  Numei'uti  and  Logarithnus.  Rechen- 
ttheUei.  L9iiiig  qaadrttbcher  6iel- 
ehMg»  »II  swei  UaMantei  tewaU 
Inreh  Reehung  all  iuth  graphitehe 

Darsft'linns'. 

Raumlehre.  'I ngonometrie  unter 
Anknüpfung  an  die  kuu.struktive 
Planimetrie.  Anwendung  zu  pralLti- 
scheB  Aufgaben  der  Dreiecks-  and  Vler- 
eckeMettttig.  Charaktorinenuig  der 
gegenseitige!  AUKn^i^k<'it  zwischen  der 
Winkeländeran?  ninl  •!*!•  Fnnktioas- 
Snderuiii;  durch  die  Furmelu  der  (ionio- 
Bietrie;  graphische  Darstellung  dieser 
Abhfingigkeit.  Behandlung  geeigneter 
Aufgaben  auf  m^rfadttm  Wege,  hm- 
ttniktiv  und  mt  Btttgunahme  der  iZeeA- 
nung,  Singehen  auf  die  bexmoaMeheo 
Beziehungen  und  die  Grundlagen  <^^r 
neueren  Geometirie  als  Abschluß  der 
Planimetrie. 

I. 

Ul, 

Arithmetik.  Zusammenhängende  Ue- 
trafhtnn»;  der  bisher  anf^retreteTipn  Fnnk- 
tioneii  in  ihrem  (tehamtverlanf  nach 
Steigen  und  Fallen  (ebenso  Heranziehung 
der  Begriffe  des  Differentialiaetfenten 
and  des  Integrals)  vit  Benatnmg  lahl' 
reicher  Beispiele  ans  der  Geometrie  and 
Physik,  insbesondere  der  Mechanik.  Ein- 
fachste Sätze  der  Kombinatorik  mit 
einigen  übungsbei8i)ielen. 

Baumlehre.  [Stereometrie  unter  Be 
rücksichtigung  der  wichtigsten  Elemente 
der  Frojektionaiehre.  Übungen  im  geo- 
metrischen Zeichnen,  [fiinfachstc  Sätze 
der  sphärischen  TrlgonoTnetrio.]  Mathe- 
matische Geügt'aphi<\  [ciiisciiiiciilich  der 
Lehre  von  den  Kartenprojektionen], 

Ol. 

1.  Kegelschnitbdehre  sowohl  üi  analy- 
tischer als  in  synthetischer  Rehand- 
lun>T.  !iHit  Anweiuhing  auf  die  Ele- 
mtMitt'  der  AstruiiciiiieJ. 

•2.  Wiederholungen   aus  dem  Qesamt- 
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PrenBische  Lehrpläne  Ton  1901. 

Ergänzungen,  Zusammenfftasungen  und 
Übungen  «of  allen  Gebieten  diu  voiiier« 
gebenden  Klanen. 


Voirschlftge  von  1905. 

gebiet  des  mathematiBeben  Sdiiil* 
TinterricbtB,  womdglü^  an  der  Hand 
größerer  Airfffoben,  die  retAMerM 
md  »eitkneriedk  dwnjkgefiXkrt  tcetdem 

müftsm. 

8.  Kückblii-ke  unter  Heranziehung  j^e- 
schicbtlicher  und  philosophischer  Ge- 
sicbtapunkte. 


Zialleistiuigen. 

Beerbettong  ven  vier  matbematiMhen  Yerlangt  wixd  eineieeits  eine  ntMM- 
Angaben  ans  Tier  Tenchiedeneii  Ge-  ntttblBgeide  Dantellnig  eiiee  allge- 
bieten. Meinen  Themas,  andrerseits  die  \oll- 

ständige  (reell  iierisclie  and  zeichnerische) 

Behandlung  einer  Aufgabe.  Ebenso 
dürfte  bei  der  müudiicben  Prüfung  mehr 
Gewicht  aaf  das  Verständnis  als  auf  das 
Anawendigwinei  vieler  spesieller  Fer- 
sein  >u  legen  lein. 

Beschranken  wir  uosero  Betrachtungen  zunächst  auf  die  Lehrauf- 
g^hen  der  unteren  KlasBen,  so  zeigfc  sich  dem  ersten  Blick  eine  nicht 
ganz  unbetiftehtliche  StoffrermehroBg.  Sie  besteht  in  der  Verlegung  der 
propldentisehen  Ranmleihre  nach  in  der  Forderung,  dafi  der  Bechen- 
unterzieht  dieser  Klasse  sich  mit  Flachenr  und  Ranmberechnnngen  in 
befiwsen  hahe^  in  der  weiteren,  daB  die  lY  im  Bechenunterricht  die  ab- 
gekfirzte  Deaimalredmnng  lehren  imd  den  arithmetischen  Unterricht 
durch  die  Dentnng  und  Answertang  Ton  BnGhstabenansdrtteken  vox^ 
bereiten  solle.  Daau  kommt,  daß  in  dieser  Klasse  in  der  Banmlehre 
die  ganze  Dreieckslehre  nnd  cUe  einfiEushBten  ParaUelogramms&iae  erledigt 
werden  sollen.  YdUig  abweichend  von  den  LehiplSnea  ist  allerdings  nur 
die  Vorwegnahme  der  planimetrischen  Lehistoffe.  —  Die  methodischen 
Bemerkungen  hatten  unter  Nr.  2  Yorgeschrieben,  es  solle,  ,,sowohl  die 
Wiedeiliolung  der  Grundrechnungsaufgaben  in  VI  als  auch  die  Behand- 
lung des  Brachrechnens  unter  Anlehnung  an  die  mathematische  Form 
geschehen,  so  dafi  dabei  audi  die  Verwendung  Ton  Klammem  und  Vor- 
seichen dauernd  geübt  wird.'*  Unsweifelhaft  hat  aber  die  Einfüguug 
der  Vorschrift  deshalb  stattgefunden,  um  die  Wichtigkeit  dieser  Übungen 
nach  Geböhr  noch  stärker  hervorzuheben.  Sollen  sie  den  Wert  haben, 
der  ihnen  zukommen  kann,  m  dürfen  sie  nicht  ^anz  nebenbei  betrieben 
werden,  sie  müssen,  wenn  auch  nickt  i^anze  Stunden  füllend,  dock  als 
ein  stäiH]ie;er  Teil  des  Rechenunterriehts,  nsnh  Art  der  Kopfrechenauf 
gaben,  beimndelt  werden.   So  ist  es  biölier  wohl  selten  geschehen,  teil- 
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weise,  weil  den  Lelirerii,  die  auf  dieser  Stufe  ja  leider  immer  noch  viel- 
fach die  Elenieütarlehrer  der  Anstalt  sind,  Vorstäiiduis  und  die  Möglich- 
keit, sich  dieses  zu  erarbeiten,  abging.  In  jüngster  Zeit  sind  brauch- 
bare Hilfsmittel^)  entstanden,  niid  es  ist  zu  hoffen,  daß  dieser  Seite  des 
Qnartanerunterrichts  nun  mehr  Beachtung  geüciienkt  werden  wird.  Die 
fnr  die  Erledigung  der  Lehraufgabe  zur  VerfüguTi^^  stehende  Zeit  wird 
dadurch  aber  eingej^chränkt.  Und  sie  ist  schon  knapp  genug.  Die  zu- 
sammenhängende und  ßvstematisrhe  Kinführung  in  das  Verständnis  der 
Dezimalbruchrechnung  ist  schon  jetzt  nur  bei  weisester  Zeiteinteilung 
SED  erreichen,  die  Behandlung  der  Kegeldetri  und  Zinsrechnung  muß  auf 
das  Alleniotwendigste  beschränkt  werden.  Dadurch,  daß  die  in  Vi  be- 
gmmenen  ersten  Übungen  in  der  Dezimalrechnung  auob  in  V  weiter- 
gefithrt  werden  sollen,  mag  ja  einige  Erleichterung  eintreten.  Und 
sicherlich  ist  es  nicht  beabsichtigt,  die  Regeldetri  erst  in  IV  beffitmen  zu 
lassen.  Wenn  die  Vorschriften  der  Lehrpläne,  die  den  Beginn  nach  V 
setoen,  nicht  übernommen  süid,  so  ist  da-  wohl  als  ein  Übersehen  auf- 
zufassen. Wenn  also  schon  von  VI  ab  als  Anwendungen  des  Lehrstoffs 
der  Klassen  besonders  im  Kopfrechnen  auch  einfache  Aufgaben  ans  der 
Regeldetri-  und  Zinsrechnung  verwendet  werden,  st^end  das  ganze  Jahr 
hindnrcb  verwendet  werden,  so  mag  diese  Yorttbnng  die  Kürzung  der 
Zeit  in  IV  etwa  ausgleichen  können. 

Sehr  bedenklich  verringert  wird  aber  die  für  die  Einübung  da* 
gewöhnlichen  Bmehrechnung  bestimmte  2jeit.  Die  Lehrplane  von  1901 
enthalten  für  YI  die  Vorschrift:  Vorbereitung  der  Bruchrechnung.  Ist 
in  den  Vorschllgen  daraus  geworden:  Übungen  etc.  ...  ab  Vorbereitung 
för  die  Bruchrechnung,  so  ist  damit  aus  der  VI  ein  Stüde  Pensum  aus^ 
geschaltet  und  nach  V  verschoben.  Die  dezimale  Schreibweise,  in 
welcher  zunächst  doch  die  Dezimalbrüche  auftreten,  läßt  den  Begriff 
des  Bruches  gegenüber  dem  der  SteUeneinheit  ziemlich  weit  zurücktreten; 
die  Lehrpläne  und  wohl  auch  die  VorscU^e  ihrerseito  beabsichtigen 
in  erster  Linie,  das  Rechnen  mit  dezimalen  Zahlen  teie  mit  ganem  Zahle» 
dnzuüben.  Es  heißt  einen  fremden,  dem  Schüler  nicht  leicht  zugäng- 
lichen Gedanken  einfUiren,  wenn  diese  Übungen  auch  als  Vorübungen  zur 
eigentlichen  Bruchrechnung  benutzt  werden.  Gemeint  war  mit  dieser 
Vorschrift  der  Lehrpläne  wohl,  was  die  methodischen  Bemerkungen 
unter  Nr.  2  sagen:  „Ebenso  ist  die  Einführung  und  das  Wesen  der 
Brüche  anschaulich  zu  gestalten  und  bei  den  Erklärungen  davon  aus* 
zugehen,  daß  die  Schüler  mit  Bruchteilen  wie  mit  benannten  Zahlen 

\>  H.  Mfillt  r  und  K.  Piftzker,  RerhenlAuh  für  die  unteren  Klasoen  der 
höheren  Lehranstalten.  Lcip7.i^  19U3,  B.  6.  Teubuer.  b.  24ö — 274,  wo  Uea  Guten 
eher  vielleicht  zu  viel  get&n  ist. 
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(die  Leiii plane  von  1892  sagten  noch  besser:  mit  konkreten  Dingen) 
rechnen  lernen/'  Diese  Fonnulicrung  der^  Vorschrift  schließt  sich  or- 
ganisch an  die  sonstigen  Lehraufgaben  der  Klftsse  ai],  und  sie  ermög- 
licht zugleich  in  V  einen  leichten  Übergang  zu  der  abstrakten  Bruch- 
rechnung, gewissermaßen  einen  t'bergang  von  der  liechuung  mit  be- 
nannten zu  der  rait  unbenannten  Zahlen.*) 

Von  drei  Seiten  wird  also  der  Kinübung  der  Bruchrechnung  der  Raum 
verengt.  Aus  VI  ist  sie  so  gut  wie  verbannt,  in  V  hat  sie  nicht  mehr  vier,  son- 
dern nur  drei  Stunden  zur  Verfügung,  und  isie  muß  auch  diese  noch  mit  den 
Übungen  in  der  Flächen-  und  Raumausrechnnng  teilen.  Die  Aufgabe 
könnte  unlösbar  erscheinen,  wenn  nicht  die  Krläutenmgen  der  Vor- 
schläge zu  ihrem  Lehrpinn  und  die  Worte  an  der  Spitze  der  Lehrnnf- 
gaben  für  VI  den  Weg  wiesen.  ,^lm  liechenunteiTicht  der  unteren  Klassen 
wird  der  Zahlenkreis,  dem  die  BeispiV  zu  entnehmen  sind,  gehörig  ein- 
zuschränken, Zahlen,  die  über  100 UOO  hinausgeben,  werden  zu  ver- 
meiden sein.'*  „Die  Grundrechnungsarten  .  .  .  im  bescJträtikten  Zahlen- 
hereiiA,"  Für  die  Bruchi*echnung  wird  das  noch  schärfer  zu  betone 
sein.  Vor  anderthalb  Jahrzehnten  schwelgte  der  Rechenunterricht  in 
mancherlei  Luxus.  Es  erschien  als  Ruhm,  konnton  die  Klassen  mit 
Sicherheit  die  Primzahlen  bis  400  oder  noch  weiter  angeben,  Additions- 
aufgal)en  mit  ungleichnamigen  Brüchen  ausführen,  deren  Nenner  vier- 
oder  fünfstellige  Zahlen  waren,  die  Aufgaben  für  Haus  und  Kla«;sen 
brachten  die  Notwendigkeit  Brüche  zu  kürzeu,  die  fünf-  und  sechs- 
stell^e  Zähler  oder  Neimer  hatten,  in  denen  Primzahlen  zwischen 
400  und  500  und  noch  höher  hinauf  enthalten  waren.  Wieviel  Zeit  es 
kostete;  auch  nur  den  besseren  Teil  dahin  zu  führen,  ist  leicht  einzu- 
sehen. Ob  es  sidi  seitdem  überall  grandert  hat?  Einsicht  in  das  Mog^ 
liehe  und  noch  mehr  in  das  Nötige  mag  zur  Minderung  der  Ansprüche 
geführt  haben,  jeM  wird  Besehiankung  zur  Notwendigkeit.  Sieherheü 
und  GewamUheit  im  Bruchrechnen,  soweit  es  in  dem  praktischen  Leben 
und  in  der  Wissenscbalt  Verwendung  findet^  kann  erreicht  werden,  ohne 
daß  derartige  Ansprüche  gestellt  werden,  die  VerkLeinemng  des  Übnngs- 
feldes  wird  sie  im  Gegenteil  erhohen.  Mit  dieser  aber  muß  Ernst 
gemadit  werden,  und  ob  dann  die  gebrauchlichen  Au^abensammlungeu 
nicht  eine  energische  Säuberung  werden  erfahren  müssen,  bleibe  jetzt 
uuerörtert. 

Der  geometrisehe  Lehrstoff,  der  der  Unterstufe  zugewiesen  ist, 
schließt  sich  ganz  glücklich  zu  einem  Ganzen  zusammen,  planimetrische 


1)  Hier  hiibt'ii  in  VI  die  Vorschläge  die  i>rri/.i>(ne  KaöBUijg.  In  der  uatürliehea 
b'olge  geht  das  Hechoen  mit  benannten  Zalilen  *lein  mit  unbenanuteu  \oran. 
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und  siereometrisohe  Euuichten  «lementarster  Art  Temittelnd.  Die  dem 
Bechenimterridit  der  V  zagewiesenen  Übungen  im  AnsmesBML  und  Be- 
liehnen Ton  Flachen  nnd  Räumen  mdohten  wir  als  eine  glficldiche  Er* 
gfinzung  zu  der  propadentisehen  Raumlehre  betrachteu,  die  eine  BrUcke 
zwischen  den  beiden  Diaziplinen  sehtögt.  Neu  ist  der  Gedanke  ja  keines- 
wegs,  in  Wirklichkeit  umgesetzt  worden  ist  er  freilieh  wohl  nur  an 
einzelnen  Stellen.')  Daß  die  Ansichten,  wie  und  in  welcher  Ausdehnung 
propädeutische  Raumlehre  zu  erteilen  sei,  noch  immer  stark  auseinander- 
gehen,  ist  aus  der  Literatur  des  G^egenstandes  leicht  zu  ersehen.^  Die 
Yorsdiriften  der  Yorschlige  sind  etwas  mehr  ins  einsdne  gdiend  als 
die  der  Lehrplane,  die  Ton  dem  Vorbereitungsunterricht  nur  rerlangen, 
daß  er  „von  der  Betrachtung  einfacher  Körper  ausgehend  das  Anpchauungs- 
verraögen  ausbildet  und  zuf^leich  Gelegenheit  gibt,  die  Schüler  im  Ge 
brauch  von  Ziikpl  und  Liutal  zu  üben."  Vor  dem  zu  langen  Verweilen 
bei  Betrachtungen  krirperlieher  Veihaltuisse  scheinen  die  Vorscliläge, 
—  und  mit  R(cht  —  zu  warnen,  wenn  sie  verlangen,  daß  ^^der  Raum 
vorwiegend  als  Trüger  planinietrischer  Beziehungen*'  erscheinen  8olL') 
Welche  Methode  anzuwenden  sei,  um  im  geometrischen  Anfangs- 
unterricht den  Stoif  den  Schülern  nahe  und  zum  Verständnis  zu  bringen, 
darüber  haben  wir  in  der  oben  angeführten  kurzen  x\.bhaudluTi<j,-  unsere 
Ansichten  ausgesprüchen.*^  Mit  ihnen  iriüt  au  manchen  Puuklen  zu- 
sammen, was  die  Erläuterungen  der  Vorschläge  darül)er  sagen:  ,.er  wird 
auf  das  sorgfältigste  vermeiden  müssen,  Dinge,  die  dem  natürlichen  Ge- 
fühl als  selbf>tverstiiudlich  ersebeineu,  durch  eine  pedantische  Beweis- 
fülirung  dem  Verständnis  zu  enttremden,  vielmehr  alle  logischen  Be- 
weise zu  einem  Bewußt  werden  der  ganz  von  selbst  im  Geiste  auftreten- 
den Erwägungsmomente  zu  gestalten  suchen,  mit  dieser  Behandlung 
aber  auch  erst  allmählich  einsetzen,"  Die  Lebhaftigkeit,  mit  der  diese 
Gesichtspunkte  hier  uud  auch  in  der  Lehrbuchiiteratur  sonst^)  noch 

1)  Vgl.  M.  Simon,  Über  den  einleitenden  geometrificben  Unteirielit  auf 

Qoarta  (Jahresb  d  Deutsch.  Matli.-Ver  XIII.  P  27'.)  ff  ^. 

2)  Vgl.  z  15.  M  Xath,  Zur  Metbatiik  des  geometriscben  Anfangsunterrichts 
(Zeilftchr.  f.  math.  u.  iiaLurw.  Unterricht  a6,  S.  1 — 8). 

3)  Vgl.  G.  Holsmüller,  Yorbereitende  Einfölunang  in  die  Raumlehre.  Leipzig 
1904,  B.  G.  Tenbner. 

4)  a.  a.  0.  S.  3  und  G. 

f))  Vgl.  auili:  K.  Schweriiig  uud  W.  Krimphoff,  Ebene  Geometrie. 
5.  Froiburtr  i.  iir.  lyuö,  Herder.   Vorrede:  „Wir  beabsichtigen  die  Kanmlphie 

so  voizutrageu.  wie  sie  von  dem  jugendHebeu  Geiste  am  leichtesten  frlalil  uud  ver- 
arbeitet werden  kanu,  nicht  aber  zugleich  allen  wissenschaftlichen  Anforderungen 

SU  genügen  Endlich  ist  es  iin  AnfAngsuntearicht  gerade  das  logtaehe 

ment,  welches  dem  kindlichen  Geiste  die  gr9ftten  Schwierigkeiten  bereitet.  Wer 
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immer  betont  werden,  laßt  danuf  schlieBen,  daß  sie  keineswegs  ein 
G^eingnt  der  Lehrerwelt  geworden  sind,  daß  Tielmehr  ein  heftiger 
Widerstund  mOhsam  and  mit  erst  aUmahlich  sich  einstellendem  Erfolge 
&n  beinmpfen  isi  Und  so  ist  es  wohl  wirklich.  In  der  Sffentliehen 
Erortemng  tritt  der  G^geneats  nidit  sehr  zntage,  da  die  Partei  der 
KonserratiTen  sich  auf  ein  passiTSs  Beharren  bei  ihren  Ansduurangen 
beschrSnkt»  aber  das  Dasein  ist  dem  £nndigen  wohl  bekannt  er  beob- 
achtet die  Ergebnisse  ihrer  Arbeit  an  den  eigenen  Schfllem,  er  em- 
pfindet das  Widerstreben  schnell,  wo  es  sich  dämm  handelt,  f&r  die 
Znsammenarbeit  ttbergreifende  Grundsätze  aufeustellen.  Aber  doch  wird 
erst  die  Besiegong  dieses  Widerstrebens,  die  Abkehr  von  dem  Ideal 
streng-wissenschaftliehen  BetriebeSi  zu  ITntomchtsergebnissen  führen, 
die  Ton  dem  Alter  nnd  der  geistigen  Ansbildang  der  Knaben  erwartet 
werden  kSnnen,  und  die  dem  mathematischen  tJnterrieht  der  Oberstufe 
die  geeignete  Unterlage  bieten,  Anregung  und  Erwartung,  an  Stelle 
von  Verlehrtheit  und  Abneigung.  Wir  stimmen  A.  Höfler  völlig  bei, 
wenn  er  von  dem  mathematischen  Unterricht  sagt:  »^Dieser  soll  auf 
der  Unterstufe  die  Schüler  vor  allem  mit  mathematischen  Einzclt'thficlten 
bekannt  raachen,  sie  erst  auf  der  Mittelstufe  deren  loffische  Vm'- 
knäpfunfi  verstehen  lehren,  endlich  auf  der  Oberstufe  den  Unjisehen  Fo)i)ie)i 
des  maUicmatisclicn  Denkens  als  solchen  ein  in  charakteristischen  Füllen 
sogar  noch  intensiveres  Interesse  als  dem  mathematischen  Inhalt  selbst 
zuwenden."''!  Wie  restlos  durchführbar  die  Vorschriften  der  Lehrplüne 
sind,  auch  wenn  der  mathematische  Unterricht  auf  der  Unter-  und 
selbst  iiiit  der  Mittelstufe  unter  Zurücktreten  der  lo^scheu  BeAveis- 
fÖhnin^  wesentlich  auf  die  Anschauung  l»egrüudet  wird,  davon  hatten 
wir  Gelegeaheit  an  deutscheu  Schulen  persönlich  Kenntnis  zu  nehmen. 

'«8  Tenmdit,  den  Begriff  den  Winkels  einem  Quartaner  logisch  klar  m  macken 
«der  ihm  doxeb  einm  Beweis  die  Überzeagung  beicubringen,  daS  alle  leehten 
Winkel  ^eieh  sind,  der  wird  viele  Mfibe  umsonst  aufwenden  und  bei  ^jt  iKiucrem 
Zusehen  gewahren,  <lriB  der  Schiller  <lio  vorj'etrnp'enon  f^rkläninpTn  uml  ik'weisc 
auswendig  gelernt  hat  olnu-  inneres  Verständnis.  Daher  wendet  sich  <l<'i  I  ntur- 
ricbt  zuerst  und  fast  aurtschiießlich  an  die  Anschauung.  .  .  .  Haider  Lernende  so 
<ac.  darek  Zdcknong)  einen  gewissen  Tonat  metitematiseker  B^priffe  und  Eennt- 
nisee  dnrcb  Anschauung  erworben,  so  kann  die  eigentliche  Denkarbeit  beginnen, 
der  ßtotf  kann  nach  Begriffen  und  Urteilen  geordnet  und  durch  Schlußketten 
eigentlich  logisch  verknüpft  werden.  Auf  dieser  Stufe  erkennt  der  Lernende  selbst 
die  Notwendigkoit  «mmps  Beweisen  und  frfl'^t  nickt  mehr  unwOlig,  was  denn  an  einer 
80  klaren  Sache  t  igcntHch  zu  beweisen  sei/' 

1)  Vgl.  A,  Höfier,  Vortrag  auf  der  XIV.'  Hauptversamndung  des  Vereins 
zur  Forderung  dee  math.  n.  naturw.  Unterrichts  in  Jena  1905.  (Unterriektsbl.  für 
Matb.  n.  Naturw.  bieg,  von  F.  Pietaker.  XI,  8.  97.) 

S)  am  Real-  und  Befoongjmnasium  su  Karlsruhe  i.  B.  (Direktor  Trentlein). 
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Bei  solclieiii  Umtenieht,  der  natürlich  von  Modellen,  fesUn  imd  he- 
w^Iichen,  der  Sdiiule  gehörigen  und  Ton  den  Schülern  selbst  gefertigten, 
dra  anegiebigsten  Gebrauch  machen  wird,  wird  die  Fordenmg  der  Vor- 
schlage,  die  Abhingigkeit  der  Fignrenstficke  roneinander  zu  beobachten, 
die  Übergangsfalle  ins  Aage  za  fassen,  ohne  Schwierigkeiten  durch- 
zufahren sein.  An  Tiden  Stellen  wird  derartigen  Betraehtiingen  ohne- 
dies schon  ein  größerer  Baum  gegeben  worden  sein. 

Unter  der  Yoraassetzuiig  also,  daß  mit  der  Besehrankung  dee 
ÜbungsBtoffes  auf  die  Verwendung  kleinerer  Zahlen  besonders  in  der 
Bruchrechnung,  mit  der  Vermeidung  von  rein  formal  in  Betracht 
kommenden  komplizierten  Aufgaben  Emst  gemacht  wird,  daß  der  Unter- 
richt in  der  Raumlehre  nicht  nur  in  seinem  propädeutische  Teil,  sondern 
auch  später  noch  vorwiegend  anschaulich  gestaltet  wird,  darf  damit 
gcrecluiet  werden,  daß  die  Lehraufgaben  der  Unterstufe  sich  werden  be- 
■vvülLigeii  lassen. 

Wenden  wir  uus  nuu  der  MittelstufV',  den  Klassen  U  III  bis  II  11  zu, 
so  kann  festgestellt  werden,  Uali  hier  die  liehraufgabeu  der  offiziellen 
Lehrplüue  und  diejenigen  der  l  nt^rrichtHkonimission  dem  Iimaiie  nach 
nur  ganz  gerinjgrfügige  Vers(hiel)iingoi]  aufweisen.  Hauptsächlich 
kommt  als  solche  in  Fra<^t'  die  Aufgabe  der  Uli,  in  den  Gedanken  der 
Abh;ingi<i;keit  von  Seitenverliiiltnissen  und  Winkeln  beim  Dreieck  ein- 
znfnh!>^?"i  Bedeutungslos  ist  dagegen,  dal.^  in  Ulli  die  Lehre  von  den 
l'otin/tii  mit  ganzen  positiven  Exponenten  nicht  erwähnt,  in  Uli  die 
von  den  «juadratischen  ^ileichuugen  »-twas  weiter  geführt  wird,  indem 
auf  den  ZusannnfMihang  zwischen  Wurzeln  und  Koeffizienten  besonders 
hingewiesen  wird.  Stärker  als  auf  fb'r  Unterstufe  tritt  aber  die  Ab- 
weichung in  der  Methode  der  Behandlung  hervor,  noch  mehr  in  der 
Arithmetik  als  in  der  Kaumlehre.  Dem  nnbestinimtereu  Ausdruck  der 
offiziellen  Lehrpläne  ist  die  bestimmte  Formulierung  gegenübergestellt: 
„Systematische  Zusammenfassung  der  Grundrechnungsregeln  durch  Buch- 
stabenformeln."  Die  Erläuterungen  fügeji  hinzu:  „In  der  Systematik 
des  arithmetischen  Unterrichts  ist  jede  pedantische  Beweisführung  zu 
Termeiden,  bei  der  ohnehin  Tielfach  die  Gefahr  der  Beweiserschleichung 
durch  einen  circnlus  vitiosus  vorliegt  Vielmehr  sind  die  SSäts»  der 
theoretischen  Arithmetik  als  wissenschaftliche  Zusammenfassung  dessen 
zu  Ixdiandeln,  was  bereits  lebendig  im  Bewußtsein  vorhanden  i.st."  Man 
darf  annehmen^  daß  diese  Ausführungen  im  Sinne  der  Lehrpläne  von 
1901  sprechen.  Auch  diese  ))eabsichtigen  wohl  schon,  dem  Übermaß 
theoretischer  Betrachtungen  hei  der  Einführung  in  die  Arithmetik  zu 
steuern.  (,,ünter  Beschränkung  auf  das  Notwendigste'^)  Worauf  es  an- 
kommt, ist  aher  jetzt  unzweideutig  ausgesprochen.   Die  Buchstaben- 
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rechüimg  soll  ganz  eiofach,  ohne  Belastung  mit  abstrakt-philosophischen 
Gesichtspunkten  imd  mit  F()rdernn<?en  allgemeiu-ü^ültiger  Strenge  als 
Zahlenrechnung  betrieljen  werden;  nur  daß  an  die  Stelle  bestimmter 
Zahlen  Buchstaben  getreten  sind,  so  daß  die  Ergebnisse  der  Operationen 
eich  nicht  mehr  in  der  Form  anderer  Zahlen,  sondern  in  der  von 
Aggregaten  der  Bestandteile  der  Aufgabe  darstellen.  Mag  der  Unter- 
richt in  der  PraTis  an<'li  schon  an  vielen  Stellen  diese  Gestalt  ange- 
nommen haben,  noch  ölters  ihr  sich  nahem,  es  ist  von  Wichtigkeit, 
daß  der  (irundsatz  schart'  hervorgehoben  wird.  Die  Lehrbücher  fiiliren 
ihn  noch  nicht  mit  der  nötigen  Entschlossenlieit  durch,  sie  belasten 
sich  meist  noch  mit  zu  viel  Ballast  aus  Kücksichten  auf  Strenge  und 
WissenschaftUchkeit,  auch  da,  wo  sie  den  Anspruch  erheben,  für  den 
AnfangBaBterricht  dienen  zu  können.  \)  Doch  noch  mehr  als  sie,  aber 
vor  allem  im  Verein  mit  ihnen,  sündigt  oft  der  Neuling,  der  Ton  den 
Höhen  der  Wiesenschaft  her  in  die  Tertia  versetzt,  seiner  Schüler  Er- 
kenntnis zu  jenen  Höhen  hinaufzuheben  vergeblich  sich  müht^),  noch 
schlimmer,  die  natürlichen  klaren  Vorstellungen  der  Knaben  im  Nebel 
der  Unsicherheit  verwirrt  und  ihnen  das  Vertrauen  zu  eigner  Geisteskraft 
raubt.  Im  besten  Falle  ist  mechanisches,  gedankenloses  Hin-  und  Her- 
schieben  der  Buchstaben  das  unzureichende  Ergebnis,  noch  öfter  ein 
Tölliges  Versagen.  Aus  diesen  Erfahrungen  heraus  kann  die  bestimmte 
nflchterne  Fixierung  des  elementaren  Standpunktes  nur  mit  Genugtuung 
hegrfißt  werden.  Alles  was  unter  Kr.  2a  der  Erlauterungen  noch 
weiter  an  Winken  mitgeteilt  wird,  ist  eine  zwar  nicht  neue,  aber  doch 
mit  Recht  neu  betonte  Folgerung  aus  diesem  GhundsatKe. 

Nach  Stoff  und  Verteilung  wenig  g^dert  sind  die  Lehrpläne  zur 
Raumlehre  auf  dieser  Stufe.  Die  Bedeutung  der  Konstruhtionsaufgaben 
scheint  etwas  surfickgetreten,  Tielleidit  nicht  ohne  Beziehung  auf  die 
Schätzung,  die  ihnen  auch  sonst  wohl  zuteil  wird.  So  lebhaft  Tor  1901 
gewünscht  wurde,  daft  neben  der  Aneignung  der  Lehrsatze  und  ihrer 
Beweise  die  Übungm  im  Konstruieren  als  unumgänglich  ndtig  be- 
zeichnet wfirden,  so  kritisch  ist  später  der  Wert  dieser  Übungen  ein- 
geschätzt worden.  Während  die  offiziellen  LehrplSne  in  jeder  Klasse 
▼on  IV  ab  Konstruktionsaufgaben  vorschreiben,  finden  sie  in  den  Vor- 
schligen  nur  für  Tertia  einen  Platz,  auch  hier  mit  einer  starken  Ein- 
Bchiinkung^  auf  die  die  Lehrplftne  erst  in  den  methodischen  Bemerkungen 
hinweisen.   Es  ist  aber  darauf  aufmerksam  zu  machen,  daß  durch  die 

1)  IiDiner  noch  zu  den  bebten  boisfungcn  gehört  das         erschienene  Heft- 
chen: Bork  u.  Portko,  Haopt^ilt/c  der  Arithmetik.    T^orliii,  ('«  Koimcr. 

2)  Vgl.  A.  Rausch,  PliiloKophische  I'ropildeutik  in:  Handbuch  für  Lehror 
höherer  Schulen.   Leipzig  iy(M'>,  B.  G.  Teubner.    S,  223  ubi  n. 
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neuen  Übungen,  die  die  Vorschläge  im  geometrischen  Unterricht  der 
Mittelstufe  vorschreiben,  teilweise  dasselbe  oder  etwas  Ähnliches  erreicht 
"werden  kauii,  wie  dun  h  die  Konstruktionsaiifgabeii.  Indem  der  Gedanke 
der  gegenseitigen  Abhän<^igkeit  der  Elemente  einer  planimetrischen 
Figur  voneinander,  dieser  selbst  von  den  ersten  danernd  gepflegt  wird, 
indem  diese  Veränderlichkeit  durch  Überlegung  und  Zeichnunt^  verfolgt 
und  festgestellt  wird,  gestalten  sich  Betrachtungen  dieser  Art  zu  einem 
Mittel,  die  matliematisiche  Phantasie  in  Bewegung  zu  setzen,  zu  üben 
und  ausznl)ildeu,  wio  is  auch  die  Konstruktionsnutgaben  sind.  Und 
iudem  die  Betraohtuuj^eu  iauklionaler  AbbäuLriL^ ^^elt  sich  nicht  auf  die 
Planimetrie   besehniiiken,   grundsiitzlich   vielmehr  auch  die  im  aritli- 
metriselieu  Unterricht  auftretenden  Gebilde  ius  Auge  fassen,  steilen  sie 
die  hf'nirii   sonst   leicht  unvereinigt  nebeneinander  stehenden  Gebiete 
unter  einen  gemeiuscliaftliehen  Gesichtspunkt,  gewiß  zur  Förderung  des 
mathematischen  Denkens.    Mit  vollem  Kecht  heben  die  Erläuterungen 
der  Vorschläge  dann  hervor,  welchen  Wert  für  die  Entwicklung  des 
funktionalen  Denkens  gerade  den  Determinationen  der  Koustruktions- 
aufgaben,  und  hier  wieder  der  Diskussion  der  Grenzfälle  zukommt.  In- 
dem nicht  selten  der  Wunsch  nach  Übersichtlichkeit  und  ein&chem 
Ausdruck  hier  dazu  führen  wird,  die  planimetrischen  Beziehungen  in 
algebraischer  Form  auszudrücken,  und  weiter  durch  die  grundsätzlich 
gepflegte  graphische  Darstellung  der  Abhängigkeit  arithmetischer  Aus- 
drücke von  ihren  Teilen,  wird  schon  auf  der  Mittelstufe  Vorstellung 
vorbereitet  und  herausgehoben,  die  zur  Zeit  auch  in  Prima  oft  genug 
dem  Schuler  uoeli  schwer  nahe  und  zur  Klarheit  zu  bringen  ist,  die  Dar- 
stellbarkeit geometrischer  VITahrheiten  in  der  Sprache  der  Aiitiunetik, 
die  geometrische  Deutbarkeit  eines  algebraischen  Zusammenhangs.  Ohne 
Schwierigkeit  wird  dann  in  UU  auch  die  Aufgabe  zu  lösen  sein, 
die  als  Vorbereitung  fOr  die  Trigonometrie  im  Zusammenhange  des 
geometrischen  Pensums  gestellt  ist,  den  Zusammenhang  von  Seiten- 
verhältnisBen  und  Winkelgrößen  im  Breieck  erkennen  und  als  gesetzmäßig 
auffassen  zu  lehren. 

Möglich  erscheint  die  Losung  der  Aufgabe  unter  der  Yoraussetzung 
einer  Beschränkung  in  Stoff  und  Übungen,  wie  die  ErULuterungoi  sie  an- 
deuten, Beschränkungen,  auf  welche  freilich  auch  schon  die  LehrpUine  von 
1901  hinzielten  (vgl  methodische  Bemerkungen  Nr.  4.)  So  heiBt  es  auch 
jetzt:  „AUe  kOnstlichen  Operationen,  DiTisionen  komplizierter  Polynome 
u.  dgl.  Bind  zu  Termeiden,  . . .  mancherlei  Kinzelheiten  aus  dem  bisherigen 
Pensum  auszuscheiden,  manche  Dinge  überhaupt  nur  ganz  flüchtig  zu  be> 
rOhroi,  insbesondere  die  Ausdehnung  der  für  rationale  Beziehungen  er^ 
wiesenen  Sätze  auf  den  Fall  der  Irrationalität  nur  durchaus  praktisch  zu 
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behandebi,  d.  h.  unter  Hinweis  auf  die  Möglichkeii.,  den  beim  Krsiitz  des 
Irrationalen  durch  rationale  Zahlen  zu  begehenden  Fehler  nach  Belieben 
zu  verringern."  Gewiß  soll  die  Aufzählung  der  statthaften  Einschranlvuugea 
mit  dieser  Aufzähliincr  nicht  erschöpft  sein,  es  soll  nur  Richtung  und 
Prinzip  angedeutet  \M  rili»n,  die  für  die  F'jntscheidiiii^eu  über  das  Zu- 
lässige maßgebend  sein  kimnen.  Die  Methode  des  I  nterrichts  wird, 
unter  der  Voraussetzung  der  gekeunzpichneten  Beschränkung,  allmählit^h 
immer  mehr  auf  Schärfung  des  logischen  Denkens  ausgehen  müssen 
so  sehr  sie  aucli  jetzt  vermeiden  muß,  die  Forderung  vollster  logi- 
scher btreugo  und  Schärfe  pedantisch  festzuhalten.  Dahin  zielt  die  Be- 
merkung: ^Indirekte  Beweise  sind  möglichst  zu  vermeiden,  die  Um- 
kehrung direkt  bewiesener  Beziehungen,  soweit  sie  —  wie  meistens 
—  dem  gesunden  Verstaiid  auf  der  Hand  li^,  als  selbstrerständlick 
SU  behandeln.^ 

Die  einschneidensten  Verändeningen  bringoi  die  Lehrpläne  der 
Vorschläge  dem  Unterricht  auf  der  Oberstufe,  sowohl  was  die  Stoffaus- 
wahl und  StoffTerteiiiingy  als  was  die  empfohlene  Methodik  betrifft. 
Am  deutlichstpTi  ausgesprochen  ist  eine  Vereinfachaiig  für  die  Trigono- 
metrie. Neben  dem  Hinweis  auf  die  Verwertung  zu  praktischen 
Aufgaben  der  Dreiecks-  und  Vierecksmessung  findet  sich  in  den  Er* 
lauterungen  die  Bemerkung:  ,,Iq  der  Trigonometrie  sind  alle  künstlichen 
Umformungen  beiseite  zu  lassen/'  Hier  ist  gewiß  viel  gesündigt  worden 
und  wird  noch  gesündigt  Zeit,  Kraft  uod  Interesse  der  Schüler  wird 
Teigradet  in  dem  Drill  denselben  für  die  Lösung  Ton  Dreiecksau^aben^ 
die  die  Kenntnis  von  den  Beziehmigen  der  q,  etc.,  der  Seitenabschnitte 
und  der  Winkel  ToraussetKen,  und  davon  abgesehen  zu  goniometrisehen 
und  algehraisehen  Umformun^n  nötigen,  die  erst  nach  Tiel&dbier,  dem 
Ergebnis  für  die  mathematische  Bildung  durchaus  nicht  entsprechender 
Übung  dem  Schüler  so  ▼mrteaut  werden,  daß  er  sie  selbständig  auszu- 
führen und  anzuwenden  vermag.  Hier  macht  sich  ein  Formalismus 
breit,  der  nicht  oft  und  scharf  genug  gekennzeichnet  und  zurück- 
gewiesen werden  kann.^)  Die  in  den  Jahresberichten  mitgeteilten  Auf- 
gaben für  die  Beifeprüfüngen  regen  in  dieser  Hinsicht  nicht  selten  zu 


1)  Ähnlich  äußert  sich  A.  Gillc  (Lehrprobeu  u.  Lehrgänge  Heft  74,  8.  21). 
Nachdem  er  enriUuit  hat,  wie  das  Heranziehen  angewandter  Aufgaben  an»  anderen 
CnteniehtifftcherB  oder  aus  dem  praktiMsben  Leben  manchen  MathemaÜker  als 

eine  Hintansetramg  der  reinen  Wissenschafk  erscheinen  mag,  iUhrt  er  fort :  „Wenn 
diese  YernachluaBiguag  etwa  auf  KoBten  gekünstelter  geometrischer  Dreieeks- 
konHtmktionHii ,  filH  rrfifrliendor  alpTViralRcher  Losungen  oder  lnn«,'wien«ror  fjnnio- 
metrischer  Traublormationen  mit  Uiife  vun  r  oder  q  geschieht,  so  dürfte  es  kaiuu 
zu  beklagen  sein/* 
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eigenartigen  Gedanken  an.  Und  nicht  besser  im  Gebiete  der  Gleichungen 
mehrerer  Unbekannten,  der  trigonometrischen  Gleichungen^  der  stereome- 
trischen Berechnmigen  o.  a.  m.  Schon  die  methodischen  Bemerkungen  der 
Lehrp^e  Ton  1901  empfehlen  unter  Kr.  9  dem  Übelstande,  „daß  der  Unter- 
richt auf  der  Oberstufe  einen  zu  aasschUeBlich  rechnerischen  Charakter 
annimmt,^  durch  fortgesetzte  Übungen  in  geometrischer  Anschauung 
und  Konstruktion  zu  steuern.  Nach  derselben  Richtimk  gehen  die 
Ratschläge,  die  die  Erläuterungen  erteilen,  die  praktische  Verwertung 
der  Trigoiutnietrio  zu  wirklichen  Messuiicrtn ,  die  l^Hoi^e  der  stereo- 
metrisclien  KotistrukLiuuöaufgaben  liiit  besonderer  Herücksichtigung  guter 
zeiehuerischer  Behandlung,  die  Herauzieliiaig  von  Aufgaben  aus  der 
Physik.  Dem  gegenüber  treten  die  in  den  offiziellen  Lehrplänen  be- 
zeichneten Lebraufgabeii  in  der  Planimetrie  und  teilweise  auch  iu  der 
Arithmetik  etwas  zurück.  Drs  binomischen  Lehrsatzes,  de«?  ehrwürdigen 
Schlußsteins  aller  früheren  ministeriellen  Lehrpläne,  wird  keine  Er- 
wähnunj?  cretan. 

Stark  hervorgehoben  wird  aber  wieder  die  funktionale  Abhängig- 
keit. Wo  die  Tjehrpläne  von  1901  den  „wiederholenden  Anfbau  des 
arithmetischen  Lehrganges"  vorschreiben^  spreclnn  die  der  Vorschläge 
von  «ler  „znsnmiTienbiingenden  Hetrachtnng  der  bi.sher  aufgetretenen 
Funktionen  in  ihrem  (iesanit verlauf  nach  Steigen  und  Fallen'^*),  von 
der  graphischen  Darstellung  der  Abhängigkeit  von  Numerus  und  Loga- 
xitlimus^  der  trigonometrischen  Funktionen  und  der  Winkel. 

Bei  dieser  Gelegenheit  soll  „eventuell"  der  Begriff  des  Diffcrential- 
■quotienten  und  des  Integrals  herangezogen  werden.  Indem  die  Er- 
lauterungen hervorheben,  daß  es  sieh  nur  um  die  allereinfachsten  Bei- 
spiele von  Differentialen  und  Integralen  handeln  kann,  sind  sie  geneigt, 
die  Entscheidung  über  die  Methodik  den  einzelnen  Fachlehrern  zu 
überlassen.  Der  Ausdruck  ist  so  Torsichtig  gewählt,  „weil  die  Anschau- 
ungen in  Lehrerkreisen  noch  zu  wenig  geklärt  sind/'^)   Das  ist  ja  in 

1,1  Eine  dorn  ficist  dif-'M-  T'nrs'ldäf^»'  entsprerlieiuli»  Darst^ellnnp;  "bintet  wohl 
Fr.  Uaacke,  Kntwnirt  eines  arithmetischen  Lehrganges  für  höhere  Sdiuleu.  Leipzig 
1906,  B.  G.  Teubner. 

2)  Der  von  udb  iielbst  eiiigettomineiw  Standpunkt  irt  prilsinert  in  dem  Tot- 
trage:  „Die  Büdungsanfgabe  der  Mathematik  im  Lehrplan  der  hdkefen  Schulen** 
(Unterrichtsbl.  f.  Math.  n.  Natorw.  hng.  von  Pietsker,  X.  Heft  4  u.  ß).  —  FOr 
die  Einführung  ist  soitdem  beionders  ehtgetreten  A.  Schülke  (Ebenda  Heft  3), 
Fr.  TTaacko  n.  O.  S,  (;■;  ..Bleibt  man  wirklich  den  EloDifnf.  n  stehen,  so 
mutet  muii  damit  'lein  Schüler  kcinr  prinzipiellen  S(  liwieiii^'ki'itru  weiter  zu,  dafür 
aber  eröfiuet  man  ihm  einen  Einblick  in  eine  der  fruchtbarsten  Methoden,  die  der 
rechnende  Geiet  jemals  enonaeD  hat ....  Aus  Bildungsgründen  und  aue  piak- 
tisdien  Grfinden  scheint  mir  ihre  Aufnahme  in  den  Lebrplan  in  kOrsexer  oder 
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der  Tat  der  Fall.  Eine  Erörtern iitj,-  d^r  Frage  auf  der  XIII.  Haupir 
Versammlung  des  Vereins  zur  Förderung  deß  Unterrichts  in  der  Mathe- 
matik und  der  2s  atur Wissenschaften  führte  bei  der  Abstimmung  zu  dem 
Ergebnis,  daß  die  Gegner  eine  Stimme  mehr  zählten  als  die  Anhänger.') 
Den  in  der  Diskussion  laut  gewordeneu  Besorgnissen  hat  J.  Tropfke 
mit  fiecht  eantgogengehalten,  daß  „nicht  die  mechanische  Einfibung  eines 
neuen  Fonnalismne  die  Folge  der  Neueinführung  der  Infinitesimal- 
leehwnig  in  modmer  Form  sein  wird,  sondern  die  fruehttrageude  Er- 
kenntnis, wie  eine  neue  Symbolik  schwierige  Rechnungen  Tereinfachi^ 
anscheinend  getrennte  Gebiete  vereinigt  und  neue,  ja  schwerere  Angaben 
mit  Leichtigkeit  behandeln  läßt,''  wie  gerade  hier  dem  Primaner  ein 
großes  Maß  von  Anregung^  der  eigene  Trieb,  die  neuen  Waffen  an 
höheren  Problemen  zu  erproben,  entspringt.')  Die  Gefahr  fonnalieü- 
Bcher  Behandlung  liegt  freilich  nahe.  Sie  ist  anck  in  der  Lehrbnch- 
litezatttr  bereits  zutage  getreten.')  Indessen,  wie  sie  za  yermeiden  sei, 
«bß  der  Wert  der  Einftihning  in  die  CJedanken^^ge  des  Infinitesimal- 
ks]kflls  an  einer  ganz  andeni  SteUe  liege,  darauf  ist  genug  hingewiesen 
und  der  ledite  Weg  sum  Ziel  geaeigt  worden^),  wie  es  auch  jetzt 
wieder  die  LehrplSne  der  Torschlage  und  deren  Erlanterongen  tun,  in* 
dem  sie  empiehl^  einen  recht  mannigfaltigen  Kreis  von  Au^ben  ans 
der  Mathematik  und  Physik  mit  möglichst  einfachen  Mitteln  der  höheren 
Analysis  zu  bearbeiten.    Je  mehr  dabei  jede  einzelne  Anfjgabe  die 

«pftterer  Zukunft  als  wirklicher  Abachlaß  der  elementaren  Mathematik  notwendi;^ 
zu  »ein  ....  Die  Riiituhruug  (ier  Infinitesimalrechnung  in  den  Lehrplan  erleichtert 
und  konzentriert  das  Primunerpensum  und  gibt  ihm  den  krönenden  Abschluß/* 
AlmlidiO.Oatiebe,  Mafheaiatische  Übungsan^abtto.  Leipzig  1906,  B.O.  Tenlmer. 
S,  IV:  Ich  habe  ftets  für  erfovdedieh  eiachtet,  meiiie  Sohüki  mit  den  Gnmd- 
lebren  der  iDfiniteaimalrechnimg  bekannt  m  machen.  Idi  glaube,  die  meisten 
haben  mir  Dank  dafiir  gewußt 

1)  Vgl.  ünterrichti^bliittor  f.  Math.  u.  Naturw.  X,  Heft  fi.   S.  133. 

2)  Vgl  C.  Bethwisch,  Jahresberichte  über  das  höhere  Scholweseo,  1904. 
XII,  S.  Ii. 

.H)  Vgl.  B.  Sokzttder,  Die  Anfangsgründe  der  Diffefoatiid-  und  Integralrecb- 
«rang.  Leipiig  1906,  B.  6.  Teabner. 

4)  %.  B.  A.  HöfU  r  in  seinen  „Bemerkungen  nu  den  Berliner  Yerhandlungcn 
über  Fraprpn  des  h()h(!run  Unterrichts  mit  besonderer  Beziehung  auf  Mathematik 
und  Naturwissenschaften.  Wien  18Ü1,  Holder.  S.  32 — 37.  -  Wie  oft  ist  von  maß- 
gebender Stelle  auf  J.  Perrys  Höhere  Analysis  für  IngcniLMire  aufmi'rksaiu  ge- 
macht  worden!  (Übersetzt  von  K.  Fricke  uud  Fr.  Süchting.  l/eipzig  1902, 
B.  G.  Teubner.)  Und  immer  noch  findet  man  eine  reiche  QneUe  üElr  Material  ond 
Bsbandlnngtweifle  in  den  Arbeiten  von  C.  Schellbaeb,  die  freilich  nicht  mehr  gans 
bequem  zu  erlangen  sind,  in  den  „Mathcuiatischen  Lehrstunden".  Berlin  1860, 
h'i  <T  Heltner,  in  der  „Sammlung  und  Auflü.mm^'  iniitlKimitischer  Aufgaben*', 
fit  *  ri<l;i  »'ndlich  in  den  ,,Nciion  Kiemeuten  der  Mechanik".    Ebenda  18(!0. 

JahreaburicLt  d.  DuuUobun  M«th«ni.-VeroUiigung.  XY.   Iluft  3.  8 
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Möglichkeit  bietet,  des  Grundgedankens  des  Kalküls  sich  wieder  Ijewußt 
zu  werden,  je  weniger  ihre  Lösimg  bo  angelegt  wird,  daß  wirklich  die 
mechanische  Anwendung  der  Regeln  der  Differentiation  und  Integration 
Ilmreicht  um  sie  zu  erledigen,  desto  gewinnbringender  und  erfolgreicher 
wird  die  Huisicht  in  das  Wesen  der  Methode  werden,  desto  befähigter 
der  Schüler  sie  sdbständig  auf  Probleme  amawenden,  deren  Lösung 
innerhalb  des  Bereiehee  der  ihm  zur  Verfügung  gestellten  Mittel  liegt. 

Im  besondem  wird  die  Lehre  yon  den  Eegekohnitten  Gelegenheit 
geben,  die  neuen  Gedanken  zu  yorwoiden.  Wenn  für  „die  Behandlung 
der  Kegelschnitte  die  synthetische  nnd  analytische  Seite  mögliohat 
gleiehnuAig  zu  berücksichtigen''  empfohlen  wird,  so  befinden  sidb  die 
Vorschläge  in  voller  Übereinstimmung  mit  den  Lehrplänen,  die  „eine 
möglichst  einfjBtch  gehaltene  Darstellung  einiger  Qnmdeigeniicheften  der 
Kegelschnitte,  die  auch  in  synthetischer  Form  gegeben  werden  kanny** 
Torsehen,  aber  „weder  in  analytiacber  noch  in  sogenannter  neuerer  Geo> 
metrie  einen  systematiBchen  ünterri«^t''  beabsichtigen  (meth.  Bemerk« 
iingen  8).  Ein  Stflck  Über  diese  Absichten  hinaus  gehen  freilich  die 
VorschlSge,  indem  sie  die  Behandlung  der  Kegelschnitte  durch  die 
Empfehlung  yielen  Zeichnens  in  den  Dienst  der  Auebildung  der  Baum- 
anschauung  stellen,  durch  den  Hinweis  auf  „die  Abhingigkeit  der  Ge- 
stalt des  Kegelschnitts  vom  Kegel  selbst^  fBr  die  weitere  Entwicklang 
des  funktionalen  Denkens  in  Anspruch  nehmen. 

Denn  diese  beiden  Gesichtspunkte,  „die  Stärkung  des  räumlichen 
Anadiauungsrermögens  und  die  Eiziehung  zur  Gewohnheit  des  funk- 
tionalen Denkens",  die  schon  auf  den  früheren  Stufen  ftlr  die  Auswahl 
und  Anwendung  maßgebend  gewesen  waren,  ^ten  auf  der  Oberstufe 
noch  ausschlaggebender  herror.  Um  ihretwillen  sind  gewisse  Gebiete^ 
die  Gegenstand  des  Unterrichts  sind,  mehr  in  den  Hintergrund  gestellt, 
andere,  wie  vor  allem  die  nebeneinander  hergehende^  rechnerische  und 
znchnerische  Behandlung  derselben  Aufgabe^)  wdt  nach  yom  gerückt. 
Erweitert  erscheint  um  ihretwillen  insbesondere  die  Lehraufgabe  für 
die  Behandlung  der  Kegelschnitte.  Da  aber  durch  die  Gewöhnung  an 
die  graphische  Darstellung  arithmetischer  Zusammenhänge  und  durch 
die  Betrachtung  der  Abhängigkeit  der  i*iguren  von  iliieu  Bestandteilen 
und  dieser  voneinander  der  Weg  in  einer  Weise  bereitet  sein  wird,  wie 
die  gegenwärtigen  \  eriuiltnisse  es  in  den  seltensten  Fällen  mit  sich 
bringen,  wird  diese  Erweiterung  die  Erreich img  des  Lehrzieles  nicht 
gefährden. 

1)  Etwa  im  Sinne  von  K.  Srhwcring,  100  Aufgaben  am  der  niederen  Geo> 
metrie.   2.  Aufl.   Freiburg  1908,  Herder. 
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Ein  Wort  nrafl  noch  gesagt  werden  m  der  Henmzieliuiig  yod 
Aufgaben  ans  der  Physik,  die  ,,mdit  nnr  anf  die  sehr  erwünschte  Yer^ 
bindung  des  matfaematisehen  nnd  physikalischen  Denkens  abzielly 
sondern  aneh  als  EntLastung  des  seitlich  so  sdir  eingesdirSnktai 
physikalischen  Unterrichts  gedacht"  isi  Schon  die  Lehrplane  Ton  1901 
haben  diesian  Wert  der  Terbindong  mathematisdien  nnd  physikslischen 
Denkens  erkannt  und  dessen  Znstandekommen  zu  fSrdem  gesucht,  in- 
dem de  die  Lösung  physikalischer  Aufgaben  mit  Hilfe  matiiematisdier 
Betraehtongen  im  mathematischen  Unterricht  yorznnehmen  gestatteten 
nnd  auf  der  Oberstufe  die  Vereinigung  des  mathenmtischen  und  pliysi- 
kaliBchen  Unterrichts  in  der  Hand  flncs  Lehrers  empfahlen  (meth. 
Bemerkungen  11.  i  Die  Vorschläge  scheinen  aber  weiter  zu  gehen  und 
aus  den  von  der  Eutlütitung  des  physikalischen  Unterrichts  handelnden 
Worten  läßt  sich  fast  die  Absicht  annehmen,  die  mathematischer  Be- 
handlung zugänglichen  Teile  der  Physik  ganz  auf  die  mathematischen 
Lehrstunden  7.n  übertragen.  Sollte  eine  aolche  Absicht  vorliegen,  so 
müßten  gegen  ihre  Durckfülirung  erhebliche  Bedenken  ausgesprochen 
werden.  Es  würden  beide  Teile  dabei  7U  kurz  kommen.  Die  Zeit 
würde  nicht  ausreichen,  um  eine  gründliciie  Lehandlung  der  physi- 
kalischen Lehrstoffe,  zu  denen  ja  auch  noch  mat]icmati??che  Geographie 
und  Gmndlehren  der  Astronomie  treten  soll»  ii,  y.u  gestntten.  Und  selbst 
eine  knappe  und  vielleicht  nicht  gar  zu  *  nulringende  Darstellung  würde 
für  die  eigentlichen  mathematischen  Lehraufgaben  den  Raum  über  (re- 
bühr  verengen.  Soll  es  dagegen  heißen,  daß  ausgewählte  Aufgabeui 
physikalischen  Inhalts,  die  mathcnuitischer  Behandlung  innerhalb  der 
durch  die  Kenntnisse  der  Schüler  gesteckten  (irenzen  zugänglich  sind, 
in  den  mathematischen  Lehrstunden  bearbeitet  werden  sollen,  so  ist 
nichts  dagegen  einzuwenden.  Die  Zahl  dieser  Aufgaben  wird  nnr 
beschrankt  sein  können,  aber  der  Zwed^  zu  dem  sie  bohnndelt  werden^ 
laßt  sich  doch  erreichen.  Sie  vor  allem  werden  dazu  hinführen,  daß 
sich  bei  den  Lernenden  eine  „Einsicht  in  die  Bedeutung  der  Mathematik 
für  die  exakte  Naturerkenntnis''  entwickelt,  die  die  Vorschläge  als 
eines  der  drei  abschließenden  Ziele  des  mathematisehen  Unterrichts 
bezeichnen.  Hier  tnt  es  wenig  zur  Sache,  wenn  nur  eine  geringere 
Zahl  Ton  Problemen  zur  Behandlung  gekommen  sind.  Alles  kommt 
darauf  an,  daß  der  Schüler  die  quantitatiTen  Besiehungen  klar  erfaßi^ 
die  Mdglicbkeit  der  Anwendung  mathematischer  Betraditungen  erkannt 
nnd  die  LiSsung  streng  oder  nähemngsweise,  möglichst  numerisch, 
durehgefUhrt  hat.  Eben  deswegen  wird  auch  gerade  hier  j,ein  Heran- 
ftlhren  bis  an  die  Schwelle  der  Infinitesimahrechnung^  oder  auch  einen 
Schritt  Aber  sie  hinweg  auch  dem  mathematischen  Unterricht  in  der 

Digilizod  by 


112 


Max  Natb: 


Prima  des  Gifmnasimns  nicht  unmöglich  sein,  wenn  nur  eben  nicht 
Oeübtheit  in  der  Verwendung  des  Kalküls,  sondern  Eindringen  and 
fiinsicfat  in  den  Geist  der  Methode  als  das  su  erstrebende  Ziel  vor 
Augen  steht. 

Damit  wären  wir  zu  dem  Punkte  gelangt^  su  den  mit  den  Vor- 
tehlKgen  ins  Auge  gefaßten  Lehrzielen  Stellung  su  nehmen  und  zu 
überlegen,  ob  die  fOr  die  Zielleistungen  festgestellten  Forderungen 
unare  Zustimmung  finden  können.  Eine  aufftUlige  Verschiedenheit  tritt 
an  beiden  Stellen  hervor,  wenn  die  of&zielleu  Vorschriften  und  die  neuen 
Vorschläge  nebeneinander  gestellt  werden.  Das  Lehrziel  ist  in  den 
Lehrplanen  rein  stofflich  bezeichnet^  (erst  die  meth.  Bemerkungen  ent- 
hslten  in  Nr.  1  eiiiige  darfiber  hinansgehende  Gedanken),  die  Ziel- 
leistungen sind  mit  einer  Unbestimmtheit  umschrieben,  die  sich  erst 
aus  der  Beziehung  auf  die  Festsetaungen  des  „sllgemeinen  Lehrziels" 
rechtfertigt  Die  Vorschlüge  umschreiben  im  Gegenteil  das  Lehzziel 
mehr  in  formaler  Beziehung  und  stellen  für  ZielleistuDgen  bestimm- 
tere Forderungen.  Sie  kommen  damit  einem  Wunsche  entgegen,  der 
nach  F^iheit  in  der  Erledigung  des  Lehrstoflb  Tcrlangt,  der  fQr  eine 
Ausgestaltung  des  Unterrichts  auf  der  obersten  Stufe  schwärmt,  „der 
loi^lÖst  von  Revisionen  programmmäßiger  EinzelkenntnisBe,  eine  wirk- 
liche geistige  Durchdringung  des  Stoffes  mit  wahrhaftem  Interesse  und 
in  freudiger  Arbeit  im  Gefolge  habe.''^)  Was  an  EingelkenntniBsen 
etwa  darzubieten  ist,  haben  die  Lehraufgaben  der  yersdiiedenen  Stufen 
ja  angeführt.  Es  kann  nicht  so  sehr  darauf  ankommen,  daß  sie  alle 
präsent  gehalten  werden,  als  vielmehr,  daß  bei  Abschluß  des  Unter- 
richts der  Lernende  die  Übersicht  über  den  Zusammenhang  im  Ganzen 
gcwounen  habe  und  eine  Einzelheit  in  ihn  einzureihen  imstaiido  sei. 
Zugleich  mii  dieser  Geschicklichkeit  wird  sich  dann  auch  die  Fälligkeit 
entwickeln,  die  erworbenen  KenutuiBse  und  noch  mehr  diese  ,,Fähip^keit 
der  niutheniatischen  Auffassung**  für  die  Durchführung  von  Ein/elauf- 
gaben  zu  verwerten.  Das  hier  aufgestellte  Lehrziel  findet  sich  in 
voller  Übereinstimmung  mit  dem  in  Halle  1904  angenommenen 
4.  Leitsatz: 

„Ein  auf  das  Wichtigste  und  K(>twvn<liL!;ste  beschranktes,  aber 
sicheres  und  klares  Wigseu  ist  das  erste  Ziel;  das  zweite  ist 
die  Fähigkeit  möglichst  gewandter  und  selbständiger  Verwer- 
tung dieses  Wissens.  Das  Feld  dafür  bietet  ztmächst  die 
Mathematik  seibat;  dann  die  natui^Bchichtlichen  Unterrichts- 

1)  Charaktaristik  eines  Vortrage«  tob  H.  Schotten  (fiber  die  Angaben  de« 

matheinatischea  ütiterrichts)  auf  dorn  Internationalen  Mathematikerkongieft  in 
Heidelberg,  1804«  durch  J.  Tropfice  a.  a.  0.  S.  6. 
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faclier,  insbesondere  die  Physik;  endlich  auch,  soweit  nicht 
besondere  umfangreichere  sachliche  BülehruDgen  zur  Vor- 
bereitung nötig  sind,  die  Verhältnisse  des  Lebens."') 
Eine  sehr  hpflputs:iino  Änderung  suchen  die  Ziolleistuiit^en  einzu- 
führen. Der  seitin  rii^fe  I'.rauch,  je  eine  Aufgali*  'aw^  ve  rschiedenen  Oe- 
bieten  zur  Bearbeitung  ni  der  schriftlichen  Keileprüiuiig  zu  stellen,  ist 
nicht  ohne  Bedenken.  Vor  allem  ist  unter  ihm  eine  ^„'p'M's'-r'  iMiisritiu- 
keit  schwer  zu  vermeiden,  er  fordert  viehnchr  last  /u  ihrer  Ftlege  uuf. 
Das  tJherwiegen  des  Algebraismns,  dt  r  rechnerischen  8eite  des  mathe- 
matischen Unterrichts,  wird  beiualie  absichtlich  groß  gezogen.  Die 
Gebiete,  die  der  Unterricht  auf  der  Oberstufe  vorführt,  gehören  ihr 
ganz  vornehmlich  an,  Stereometrie,  Trigonometrie,  in  den  vornehmlich 
gepflegten  Teilen,  noch  mehr  die  annlytisclLe  Geometrie  und  die  Teile 
der  Arithmetik  und  Algebra,  die  der  l*rima  zugewiesen  siad.  Bei  der 
Ausführlichkeit,  mit  der  sie  z.  Z.  behandelt  werden,  bleibt  ein  rerhält- 
nismäßig  kleiner  Raum  für  planimetrische  Konstruktionsaufgaben.  Eine 
DarchmuFtemng  der  Jahresberichte  würde  zalilenmäßig  die  Richtigkeit 
dieser  Ansieht  bestätigen,  die  übrigens  auch  durch  die  Ausdehnung^ 
die  die  genannten  Gebiete  in  Büchern  wie  der  bekannten  Aufgabensamm- 
hing  Ton  H.  0.  £.  Martus^)  einnehmen,  erhärtet  wird.  Zudem  bietet 
die  Löanng  der  so  gestellten  Aufgaben  keineswegs  eine  Tolle  Gewahr 
für  die  sachgemäße  Ansbildnng  der  Schaler.  Ganz  abgesehen  von 
dem  ^ndre  Werte  einsetzen",  worin  gelegentlich  die  Hauptleistang  der 
FHIflinge  bestanden  haben  soll,  kann  die  Behandlung  der  Disziplin  eine 
recht  einseitige^  anf  gewisse  Speadalitaten  und  Liebhabereien  gerichtete 
gewesen  sein,  ohne  daß  dies  in  der  Wahl  der  Aufgaben  ftlr  die  aufsichts- 
fOhrmde  Instanz  so  leicht  zutage  tritt  Hier  r^en  nun  die  Yor* 
Schläge  einen  gewissen  Fortschritt  an.  Die  Aufgabe,  ein  allgemeines 
Thema  snsammenhängend  daarzustellen,  kCnnte  verschiedene  Vorteile 
bieten,  wenn  das  Thema  richtig  gewfthlt  und  gehörig  begrenzt  ist 
Sicherheii,  Klai^eit  und  Zusammenhang  des  Wissens,  Fähigkeit  seiner 
Anwendung  auf  die  Lösung  von  Aufgaben,  zugleich  aber  das  Haß  der 
Gewandtheit  in  der  Darstellung  könnte  dabei  in  höherem  Maße  aufge> 
wiesen  und  erkannt  worden,  als  bei  der  Auflösung  einer  bestimmt  ge* 
stellten  Aufgabe.  Es  würde  insofern  eine  Erleichterung  eintreten,  als 
das  Gelingen  der  Arbeit  nicht  in  gleicher  Weise  von  der  Kenntnis 
irgend  einer  Einzelheit  des  Wissens,  von  der  Sicherheit  des  Rechnens 
abhangen  wtlrde,  die  doch  oft  genug  auch  bei  sonst  ver^ßlichen 

1)  A.  a.  0.  S.  12i). 

2)  Mathematische  Aufgaben  (2  Teile  uud  2  Teile  Lösungen).  Leipzig. 
C.  Ä.  Koch. 
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Schfilem  durdi  die  Aufregung  der  Prdfaiigazeit  Einbuße  erleiden.  Und 
es  kirne  noch  eines  liinaa.  Wohl  jedem  Lehrer  der  Mathematik  wird 
es  einmal  oder  Öfters  Torgekommen  sein,  daß  ein  Schiller ,  der  durch 
die  Klarheit  und  Sicherheit  seiner  schnftlichen  Arbeiten  seine  Tolle 
ZnMedenheit  erworben  hat,  in  der  Reifbprttfiing  an  der  Klippe  des 
deutschen  Anfsatses  strandet,  dessen  Anforderungen  an  Cledankengehalt 
und  Gewandtheit  in  der  Erörterung  er  nicht  genügen  konnte.  Liegt 
dann  die  Neigung  nahe,  den  Schüler  als  geistig  unreif  auf  der  Schule 
zurückzuhalten,  so  geschieht  ihm  doch,  gewiß  nicht  immer,  aber  des 
öfteren  Unrecht.  Seine  Verstandesanshildimg  braucht  keineswegs  hinter 
der  anderer  zurückzustehen,  die  im  deutschen  Aufsatz  erfreulichere 
Leistungen  aufzuweisen  haben,  sie  betätigt  sich  nur  dem  Gedaukt^n- 
kreise  entsprechend,  in  dem  er  sich  mit  Vorliebe  bewegt,  das  eine 
Mal  ausreichend  und  normal,  an  anderer  Stelle  schwerfallig  und 
mangelhaft.  Nicht  selten  würde  bei  solchen  Prüflingen  der  Ausfall 
im  deutschen  Aufsatz  weniger  schwer  in  die  Wngschale  fallen,  wenn 
dieser  Teil  dos  Examens  in  der  Mathematik  «mh  befriediirendes  Ergebnis 
gehabt  hätte.  —  Um  die  andre  Seitf*  <Vr  Zii'UeislniiL:^^,  iie  vollständige 
Durchführung  einer  Aufcrabc  in  rechnerischer  und  zeichnerischer  Be- 
zielmnt]^,  wird  der  Streit  der  Meinimtren  nicht  groß  sein.  Vielleicht 
wird  zumeist  die  Sorge  Ausdruck  finden ,  daß  solcher  Aufgaben  ira 
Bereich  der  Lehraufgaben  keine  große  Au.swahl  sein  werde,  ein  Ein- 
wurf, der  freilich  auch  gegen  die  vorgeschlagenen  ( Jesamtdarstellungen 
gemacht  werden  mag.  Natürlich  würden  zu  viel  Schwierigkeiten  ent- 
stehen, um  so  größer,  je  eiliger  und  allgemeiner  die  Vorschläge  Ver- 
wirklichung linden  sollten.  Aber  mit  dem  Hineinwachsen  des  Gedanken- 
kreises in  ihre  Absichten  wird  doch  eben  der  Lelirstoff  selbst  und  das 
Aufgaben material  eine  Umwandlung  erfahren,  die  diese  Verlegenheit 
heben  dürfte.  Verbindung  phuumetrischer  Konstruktionen  mit  trigono- 
metrischer Berechnung,  stereometrische  Konstruktionsaufgaben,  die 
zugleich  synthetische  und  analytische  Lösung  einer  Aufgabe  aus  der 
Lehre  der  Kegelschnitte,  die  graphische  und  rechnerische  Lösung  eines 
Systems  von  Gleichungen  wird  das  Nötige,  wenn  nicht  mehr,  liefern. 
Und  wie  freudig  begrüßt  man  die  Forderung,  im  mündlichen  Examen 
mehr  das  Verstiindnis  als  die  Einzelheiten  der  Kenntnisse  zu  prüfen! 
Wie  freudig  koniüe  man  sie  begrüßen,  wenn  sie  nicht  so  schwer  zu 
erledigen  wäre.  Sie  ist  in  letzter  Zeit  auch  von  anderer  Seite  gestellt 
worden.*)    Ihre  Erfüllung  erstrebt  jeder  Mathematiker  und  seiner 


1)  Für  die  Schulprü fangen  in  der  Chemie  verlangt  A.  Qünthart,  Der 
chemiBche  Unteiricht  als  philosopkiscfaer  Untemcht  (Beilage  zum  Jhrb.  1905  de» 
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Aufgabe  sich  bewußte  Examinator.  Aber  einmalj  den  Stand  der 
Kenntnisse^  ihre  Klarheit  tind  ihre  Sicherheit,  ihren  Zusammenhang  und 
ihre  Begründung  zu  erforschen,  ist  dooli  (imii  die  Aufgabe  vornehmlich 
einer  mündlicher  Prüfung.  Ganz  von  ihr  abzusehen  oder  auch  nur  sie 
zur  Nebensache  zu  machen,  geht  nicht  an,  eo  sehr  auch  das  Bestehen 
auf  nebensächlichem  Detail  von  Übel  ist.*)  Doch  davon  abgesehen,  ist 
die  Prüfung,  die  auf  Feststellung  des  Verständnisses  abzielt,  für  den 
Prüfling  nicht  leichter.  Die  Auffassung  des  Sachverhaltes,  über  den 
cor  urteilen  soll,  die  richtige  Beurteilung  wie  die  korrekte  Darstelinng 
des  Urteiles  stellen  größere  Ajisprüche  an  ihn,  als  wenn  er  sich  nur 
über  den  Besitz  von  Kenntnissen  auszuweisen  hätte.  Den  Ansprüchen 
sa  genügen,  hindert  ihn  zudem  die  Bedrängnis  seiner  Lage  nach  seiiipr 
Individualität  in  höherem  oder  geringerem  Maße.  Auch  die  Geschicklich- 
keit des  Examinators  kommt  in  Betracht,  bei  der  Auswahl  der  Fn^en, 
bei  ihrer  Formgebung,  bei  der  Art,  wie  er  auf  die  vielleicht  unvoll* 
s^digen  Anflftlhrungen  des  Geprüften  eingeht,  ans  ihr  die  richtigen 
VoisteUnngen  und  GedankengSnge  erkennt^  ihrer  weiteren,  klaren  Ent- 
wicklung behilflich  ist  Es  gehdrt  in  den  Rahmen  der  hier  besprochenen 
Befomi  daß  ein  solcher  Yorschlag  gemacht  wizd^  mins  Yerwirklichnng 
dürfte  Ton  allen  am  meisten  zu  wünschen  übrig  lassen. 

Denn  sicherlich^  die  Vorsehl^e  der  Unterrichtskoramission  werden 
nnr  attmShlich,  nur  teilweise,  nur  annäherungsweise  ins  Leben  treten. 
Konnten  wir  in  ihnen  eine  dankenswerte  Tat  erblicken,  dankenswert 
weniger  wegen  des  TdUig  Neuen,  das  sie  bringen,  als  deswegen,  weil 
▼iel&ch  als  empfehlenswert  Erkanntes  zu  einem  ansammenhang^nden 
Gänsen  Terscfamoken,  Ton  sachkundiger  und  maßgebender  Stelle  als 
das  bezeichnet  wird,  was  fiür  die  Weiterentwieklnng  des  üntemchts 
förderlich  und  notwendig  ist,  was  dasu  dienen  kann,  ihn  „an  die 
moderne  Aufgabe  der  Sdinle  anzupassen'^,  „der  stetig  waehsenden  Be- 
deutung der  Mathematik  und  ihrer  Methoden  für  unsre  Gesamtkultur 
Rechnung  zu  tragen'',  und  konnten  wir  die  Ausführbarkeit  £Euit  in 
allen  Stücken  als  möglich  bezeichnen,  so  ist  diese  Ansieht  durchaus 


Rg.  zu  Barraen'j  S.  H;  ,,Es  «olleu  aucb  hir-r  die  Pnifungcn  nicht  ilit'  Menge  de» 
eingeheimsteu  Eiuzelwisseus  übyr  chemisc  he  ^toiTe  festätelleu,  sondern  nur  den  Grad 
des  erworbenen  IntBresses,  d.  b.  die  Fähigkeit  des  Schülers,  ucuo,  ihm  unbekannte 
chemische  Vorstellungen  in  sein  theoretisches  System  einsuoxdnen.*' 

1)  J«Mr  Sekidiat  war  gans  im  Beoht,  der  den  in  geechichtsphSlosophisdien 
ErOcterangen  sieh  ergthenden  Examinator  anffordrato,  Schlachtendata  zu  fragen, 
und  der  ein  andermal  die  Frage,  unter  was  für  einem  Baam  Aognstin  die  Stimnie 
Gotten  vernomnien  habe,  pelbit  dahin  beantwortete,  seiiietweeen  könnte  ei  ein 
^Apfelbaum"  gewesen  sein. 
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nicht  unwidersprochen.')    Uud  „das  ist  wohl  natürlich;  denn  für  ältere 
Lehrer  ist  es  keine  leichte  Aufgabe,  einen  gewohnten  und  lieb  gewordenen 
Weg  plötzlich  zu  verlassen  und  einen  ganz  neuen  einzuschlagen."^) 
Aber  die  Vorschläge  stehen  ja  durchaus  im  Stadium  der  Diskussion* 
sie   zu   einer   bindenden   Vorschrift   durch   amtliche  Verordnung  zu 
machen,  wünschen  selbst  ihre  \'äter  nicht.  Was  zunächst  Not  tut,  der 
praktische  Versuch  ihrer  Durchführung  an  geeigneter  Stelle,  das  ist 
in  die  Wege  geleitet.   Damit  ist  man  ein  gut  Stück  voran  gekommen. 
Die  Beobachtungen  und  Erfahrungen,  die  so  gesammelt  werden,  werdf  n 
Hilfsmittel  schatfVii,  die  für  die  Verbreitung  in  weiteren  Kreisen  eine 
Vorbedingung  sind,  geeignete  Lehrbücher  und  noch  mehr  eine  geeignete 
Umgestaltung  des  Anfgabenmateriuls.    Beide  sind  der  Schüler  wegen 
unentbehrlich,  beide  werden   dem   Lehrer  nützlich  sein  und  ihm  die 
Arbeit  erleichtern.    Sie  werden  vielleicht  im  einzelneu  auch  noch  manche 
Umänderung  der  Vorschläge  bewirken,  deren  Wert  aber  nur  durch  die 
Erprobung  im  Unterricht  erkannt  werden  kann.    Nebenher  aber  wird 
eine  vielseitige  Besprechung  in  den  Kreisen  der  Facbgeuossen  die 
gnmdl^enden  Gedanken  immer  mehr  verbreiten,  vor  allem  bei  den 
jüngeren,  die  in  den  Beruf  des  Lehrers  eintretend  dem  Neuen  nooh 
unbefangen  gegenüb^iehen  und  zu  dessen  Aneigung  unbedenklicher  be- 
reit sind.  Nachhaltig  und  fruchtbringend  werden  die  Wirkungen  zweifel- 
los sein,  vergeblich  wird  die  Kommission  nicht  gearbeitet  haben. 
Nordhausen,  Jan.  1906. 

Die  Frage  der  Einf  ühnmg  der  Inflmtesimftlreclmiing  in  den 

Mittelöcliuiüüteniclit  vom  österreichischen  Staudp unkte.') 

Von  £.  CzVBBB  in  Wien. 

Hochgeehrte  Anwesende!  Das  Progi'amm  unserer  regelmäßigen 
Zusammenkünfte  gel^enÜich  der  Naturforscherversammlungen  und  auf 
den  vor  bald  einem  Dezennium  ins  Leben  getretenen  Mathematiker- 
kongressen  hat  über  rein  fachwissensehaftliche  Bestrebungen  hinaus 
eine  sehr  wichtige  und  dankenswerte  Bereicherung  erfahre  durch  die 
Einbeziehung  von  l'nterrichtsfragen.  Seit  einer  Reihe  von  Jahren 
sind  derlei  Fragen,  alle  Kategorien  der  mittleren  und  der  Hochschulen 

1'  Z.  B.  Ausiiilminfrm  des  Professor  K.  IJöhni  in  «Iit  J )ivt„'iiibersitzung  ld06 
der  Berliner  (TymnasiaiieiirergeseliBciiaft.    (Tägl.  Kundschau  l'JUö  Nr.  697.) 

2)  A.  Wal  deck,  Zeitachrifl  t&t  das  Gjnmasialwssen«  48.  Jhrgg    S.  787. 

8)  Vortrag,  gehalten  gelegentlich  der  77.  Yenammlnng  Deutscher  Natur- 
foischer  und  Inste  in  Meraa  am  ib.  September  1905. 
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betreffend,  zu  eingehender  und  vielseitiger  Erörterung  gekommen,  zu- 
meist unter  Bezugnahme  auf  die  Verhältnisse  Deutschlands.  Wir  sind 
diesen  Ausführungen  teils  in  persönlicher  Teilnahme  an  den  Verhand- 
lungen, teils  durch  stetige  Wahrnehmung  der  daraus  erwachsenen 
Literatur  mit  größter  Aufmerksamkeit  und  lebhaftem  Interesse  gefolgt, 
an  dem  anderwärts  Erreichten  und  Angestrebten  unsere  eigenen  Schul- 
▼erhältnisse  prüfend  und  messend. 

Eine  dieser  Fragen  hat  nun  in  der  letzten  Zeit  bestimmte  Formen 
imd  durch  ihr  fast  gleichseitiges  Auftreten  in  verschiedenen  Ländern 
ein  Geprige  angenommen^  das  sie  über  das  Niveau  der  persönlichen 
Einzelbestrebang  hinanshebt  und  als  das  Ei^bnis  eines  historischen 
Werdeganges  erkennen  lä6t:  es  ist  die  Frage  nach  einer  zeil^maBen 
ümgestaltang  des  mathematischen  Unterrichtes  an  den  höheren  Schulen. 
Hat  sie  in  Frankreich  eine  der  sUgemeinen  Beachtong  höchst  würdige 
IiöBung  bereits  gefunden,  so  seheint  sie  sich  in  Dentschland,  wo  die 
Wege  durch  die  neuen  preufiischen  Lehxplane  von  1901  geebnet  sind, 
der  Lösung  zn  nähern. 

Man  wird  es  unter  solchen  TJmstönden  wohl  Terstandlich  finden^ 
wenn  wir  die  ans  begluckende  Gelegenheit,  da  nach  dreijähriger  Pause 
die  Naturforseherversammlmig  wieder  auf  österreichischem  Boden  tagty 
wahrnehmen,  um  zu  der  erwähnt»  Frage  von  unserem  Standpunkte 
ans  Steliong  zu  nehmen  und  in  die  Bewegung,  die  auch  bei  nns  bereitB 
Boden  gefaßt  hat,  in  der  Absicht  auf  die  Herbeiführung  eines  glück» 
liehen  Vezlisnfes  einzugreifim. 

Den  Behörden,  die  in  Unterrichtsangelegenheiten  das  letzte  ent- 
scheidende Wort  zu  sprechen  haben,  ist  in  unseren  Versammlungen  — 
das  wird  kein  Einsichtiger  mehr  bestreiten  können  —  eine  beratende 
Stimme  von  hohem  Wert  erwuchsen:  schon  in  der  Zusiimmensetzuug 
aus  Vertretern  der  Wissenschaft  und  der  Schule  liegt  eine  Gewähr  für 
die  allseitige  Beleuchtung  auftauchender  Fragen,  und  die  Freiheit  der 
Meinungsäußerung,  die  uns  hier  gesichert  ist,  Teriuug  den  Wert  des 
Urteils  nur  zu  erhöhen. 

Bevor  ich  zur  Sache  selhnt  übercrehe,  möchte  ich  mich  aucli  für 
unseren  Teil  der  Bitte  au.schließen,  mit  welcher  (ieheimrat  Klein  sein 
vorjähriges  iieferat  auf  der  Breslaupr  Versamnihmg  geschlossen  hat 
und  die  nixtfifis  mulandis  dahin  geht,  unsere  Unterrichtsverwaltung 
möge  dem,  was  wir  nach  reiflicher  Erwäi^iui«:;  als  im  Interesso  der 
fortschreitenden  Entwicklung  unserer  Schulen  gelegen  behudeu,  ernste 
und  wohlwollende  Prüfung  zuteil  werdeu  lassen. 
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Um  eine  Würdigung  des  heutigen  Standes  m.  ermdgUchen,  sei 
mir  gestattet,  ein  knappes  Bild  von  dem  Entwieklwigsgaug  des  mathe- 
matischen Unterrichtes  in  Östeneich  wShrend  des  Torigen  Jahrhunderts 
zu  entwerfen. 

Ich  beginne  mit  den  ünivemtäten,  weil  die  ZnstSnde  an  diesen 
bis  ssn  einem  gewissen  Grade  maßgebend  sein  mnfiten  fKr  alle  anderen 
Scholgattungen,  und  stübse  mich  dabei  auf  Daten  über  unsere  zwei 
ältesten  Universitäten,  die  Ptager  und  die  Wiener.') 

Um  es  gleich  mit  dümn  Worten  zu  sagen,  stand  hier  der  mathe- 
matische  Unterricht  bis  zu  den  fünfziger  Jahren  auf  einer  recht  be- 
scheidenen Stufe:  die  großen  Errungenschaften  auf  dem  Gebiete  unserer 
AVissenscliiift  am  Ausganj/e  des  18.  imd  in  der  ersten  Hälfte  des  vorigen 
Jahrhunderts  gingen  au  unseren  Universitäten  während  jener  Epoche 
spurlos  vorüber. 

Zu  Ende  des  18.  Jahrhunderts  umfaßte  die  „Philosophie"  drei 
Jahrgänge;  die  Mathematik  hatte  hier  au  der  Wiener  Universität  fol- 
genden Lehrplan: 

1.  Jahr:  Elümeutax-Mathematik,  nach  Kästneis  Anfangsgründen'): 

2.  Jahr:  Ancrowandte  Mathematik,  nach  dem  gleichen  Lohrbuehe; 

3.  Jahr:  Prakt  srlu  (iH  imetric,  Trigonometrie  und  höhere  Mathe- 
matik, nach  Karstens  Lelir begriff.') 

Die  Elementarmathematik  war  obligat,  die  höhere  jedoch  nnr  für 
solche  verbindlich,  die  nach  zurückgelegten  philosophischen  Studien 
sich  femer  dieser  Wissenschaft  zu  widmen  gedachten.^)    Diese  Ver- 


r  FcBtscliriften.  welche  die  Stnuite  genannter  Univeri^itHton  ans  Anlaß  des 
50jähngen  itegieruiigtyubilRums  dvn  Kaisers  1898  veranstalt^  ti  n.  —  Bezüglich  der 
Wiener  Universität  standea  mir  noch  Aufzeichnungen  zur  Verfügung,  die  ich  der 
Gate  des  B£ctor  magn.  Hofrate*  Pr(^.Dr,F.Sehiiidler  veidaiike. 

8}  Äufniigsgrande  der  Arithmetik,  Qeomebie,  ebenen  iind  tphftrischen  Tri^ 
gonomelrie  und  PeinpeWT.  Abgefaßt  von  Abraham  Ootihelf  Kiitner.  Q9b- 
tingt'ii,  im  Verlag  bey  Vendenhoek  und  Rupi^cht.    1792—1797.    In  4  Teilen. 

3)  L»']irl  oj^rifT  der  gppamtcti  Mathrmatik.  Aufgesetzt  von  Woncpsl.  Joh. 
Oustav  Karsten,  d*»r  Phil.  Itdktor,  dt  r  Mathem.  Professor  und  der  Chiirfl.  Haye- 
rischen  Akademie  der  Wisseuschatten  Mitglied.  Greifswald,  gedruckt  und  verlegt 
m  Anton  Ferdin.  BOse.   1767—1175.  Li  7  Teilen. 

4)  Die  Elementarmathematik  ruhte  in  Prag  von  1804  bis  aar  Reoiganitatton 
in  den  Händen  von  L.  Jandera,  die  höhere  von  1827  bis  über  jene  Zeit  hinaus 
in  den  Hunden  J.  Ph.  Kuliks.  —  An  der  Wiener  l'niversität  lehrten  in  der  ersten 
Hälfte  dos  Jabrhundorts  EhMnciitarmatherTtatik:  U.  Döttler,  J  Hantschi, 
J.  Appeltauer,  J.  Ti  ^fafHeIl(•r.  W.  liauer,  J.  Jt?uko,  .T  Salomuii;  liöhere 
Mathematik:  F. v.  Kesat  r,  A.  Burg,  J.  Uantschl,  J.  Appeltauer,  A.v.  Ettings- 
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haltnisse  blieben  im  Wesen  bis  zur  Thunschen  Reform  bestehen,  nur 
daß  das  phiIosoi)hische  Studium  später  auf  zwei  Jahrgänge  reduziert 
wurde  und  daß  die  unterlegten  Lehrtexte  wechselten.^)  Als  ein  Fort- 
sebritt  muß  es  schon  vermerkt  werden,  wenn  Ettingshausen  Ton 
1828  an  die  freie  Vorlesung  über  höhere  Jtfathematik  nach  eigenen 
Heften  hält,  wenn  J.  Littrow  1835  seiner  Vorlesung  über  höhere 
Mathematik  eine  Übersetzung  von  Lacroix'  Lehrbuch  der  Differen- 
tial- und  Integralrechnung  und  der  Vorlesung  über  Mechanik  Poissons 
„Tratte  de  mecanique^  zugrunde  legt  und  später  der  ersteren  Vorlesung 
ein  selbstverfaßtes  Buch  widmet,  dem  TOn  1838  ab  auch  Petzval 
seinen  Unterricht  anpaßt. 

Von  1783  (Prag  1784)  ab  war  für  die  Mathematik  die  deutsche 
Yortragssprache  bestimmt^  1804  jedoch  mit  Hofdekret  aufgehoben  und 
wieder  die  lateiniaclie  eingeführt  worden,  die  erst  1824  abermals  der 
deutschen  gewichen  ist.  Nach  zeitgenössischen  Angaben  und  auch 
nach  den  unterlegten  Texten  asu  schliefien,  bewegten  sich  die  mathe- 
maüsehen  Vortrage  auf  einem  sehr  elementaren  Kiyeau  und  entsprachen 
auch  formell  keineswegs  den  Anforderungen,  die  an  diesen  Unterricht 
heute  an  der  Kittelschule  gestellt  werden. 

Mit  der  erwähnten  Reorganisation  vom  Jahie  1849  tritt  ein  Tolliger 
Umschwung  auf  mathematischem  Gebiete  ein.  Die  Elementarmathematik 
als  solche  Terschwindet  Tom  Lehrprogramm  der  UniTersitat,  und  es  ent- 
faltet sich  bald  eine  reiche  wissenschaftliche  Tätigkeit;  neben  den  an- 
gestellten Professoren,  die  sich  auf  die  gnmdlegenden  Gebiete  Tor^ 
nehmlich  verlegen,  beteiligen  sich  Privatdozenten  an  dem  Unterrichte, 
und  das  Programm  nimmt  durch  Einbesiehung  der  Tersehiedensten 
Spezislgebiete  jene  Gestaltung  an,  die  den  heutigen  Studienbetrieb  an 
den  UniTersit&ten  kennz^chnei")   Damit  kommt  auch  die  Ausbildung 


bansen,  J.  Littrow.  J.  l'etzval.  Die  f,'roße  Zahl  der  DoTionten  erklärt  sich 
aus  der  wiederholt«u  Notwendigkeit  der  Teilung  der  »ehr  Kahlreiclieu  Kolleg^ien. 

1)  Fflr  die  Elementannatiieinatik  diente  epftter  ein  einheinuBehee  Werk  als 
Yoilage,  nftmlioh:  Ekmentonm  Ma^eseoa  pwnte  par$  prima,  e(mUnen$  Jlgdtram, 
et  pars  altera,  continens  Cfeometriatn,  Trigonometn'am  et  Sectimies  couicas.  Ai»«iof9 
Ig.  Appeltauer,  in  üniversitute  Viennemi  Math,  Prof,  ptM.  et  ordin,  Vtennae  et 
TerffeMi,  apud  Josephunt  Gn'sfingcr,  1811,  1817. 

2)  Zur  Ki'nn'/pichnunp'  dicnCH  Entwicklungspro/xsses  mi  das  erstmalige  Auf- 
treieu  einiger  wichtigen  SpeziaikuUegieii  nebst  den  Xamen  der  Dozenten  angeführt: 
Integration  linearer  Düferentialgleichungeii  (i8li)/50,  Petaval),  Nenere  Methoden 
der  Geometrie  (1850,  E.  G.  Jaoobi),  Theorie  der  kmnunen  Linien  und  Flftchen 
zweiten  Grades  (1860/1,  Schanb),  Theorie  der  eil  )  'dien  Punktionen  (1851  2, 
G.  Rogenhain),  Variationsrechnung  (18ö4,  Petzvalj,  Nrnore  Geometrie  ISikI'I, 
J.  Frisobanf),  Zahlentheorie  (1866^'6,  Frischauf),  Funktionen  einer  komplexen 
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der  Lehrer  der  Matliematik  in  gau:^  neue  BahneDy  worüber  später  noch 
einige  lienierkuugeii  folgen  werden. 

An  den  polytichnischni  SHiulrn,  mit  deren  Gründling  in  Österreich 
zu  Beginn  des  vorigen  Jaluhunderts  in  Prag  nnd  Wien')  der  Anfang 
gemacht  wurde,  war  der  Mathematik,  insbesondere  der  höheren,  von 
Anbeginn  eine  bevorzugte  Stellung  eingeräumt,  und  ich  kann  mit  Be- 
friedigung konstatieren,  daß  sich  diese  Tradition  bis  in  die  Gegenwart 
erhalten  hat:  bei  Lehrenden  und  Lernenden  steht  die  Überzeugung 
fest,  daß  die  Mathematik  die  Grundlage  bildet  für  jeden  wissenschaflr 
liehen  Fortschritt  auf  technischem  Gebiete.  Schon  in  dem  ersten  auf 
die  Gründung  einer  polytechnischen  Schule  gerichteten  Plane  Gerstners 
war  in  dem  höheren  der  beidm  projektierten  Kurse  die  Mathematik 
mit  drei  Professuren,  darunter  auch  eine  für  Astronomie,  vertreten. 
Die  Yerfossung  des  k.  k.  polytechnischen  Institutes  in  Wien  vom 
Jahre  1818  setzt  im  Lehrplane  die  höhere  Mathematik  mit  je  zwei 
Vortrags-  und  einer  Übungartunde  taglieh  durch  ein  Jahr  an.  Um  die 
hierf&r  erforderliche  Torbildung  zu  schafiPen,  gingen  der  j^Tedmischen 
Abteilung^  des  Instituts  zwei  Yorbereitungsldassen  unter  dem  Namen 
,yBealschul«''  Yoraus,  in  welchen  die  Elemente  gelehrt  wurden.  Bald 
aber  stellte  sich  die  Notwendigkeit  heraus,  auch  solchen  den  Zutritt 
zur  Technischen  Abteilung  zu  erofihen,  die  nicht  den  Weg  Uber  die 
Bealschule  genommen,  und  so  wurde  denn  1819  eine  Professur  der 
Elementarmathematik  errichtet,  die  bis  Uber  die  Zeit  der  Erriditung 
der  modernen  Bealschule  hinaus,  bis  zur  Reorganisation  der  technischen 
Lehranstalten  nach  dem  Fachschulsystem  im  Jahre  1865,  aufrecht  blieb. 
Nur  erhöhte  sich  in  der  späteren  Zeit  ihr  Programm,  indem  es  an  das 
Lehrziel  der  Realschule  und  des  Gymnasiums  anschloß,  und  es  ist  be- 
zeichnend, daß  1864  unter  dem  Titel  £femm/annathematik  gelesen 
wurde:  Algebraische  Analysis  mit  Inbegriff  der  höheren  Gleichungen, 
sphSrisehe  Trigonometrie,  analytische  Geometrie  der  Ebene  und  des 
Raumes  und  EUmetiie  der  Differential^  uml  Int^rtärechmng.   Ein  viel 

Variablen  (1866/7,  (i.  Blaiek),  AnalytiMshe  Oeometrie  d«r  Kegelachnitte  nach  den 

neueren  Methodim  (18(58,  0.  Stolz),  Determinanten  'ISG'.VTO,  Stolz),  Potcntial- 
tlipnric  1x734,  H.  Streintz  .  Firnktionenlehr«'  isTC,  lioUzraann'.  Geschichte 
der  -Muthrmatik  (18s0,  V  >irsa\vv\  Graßmanna  Ausdehnungslelire  (1887/Ö| 
G.  Kuhn;,  Versicherungsuiathematik  (ib'Jö  1,  Sersaw^). 

1)  Nach  den  Programmen  etc.  des  k.  k.  polytechnischen  Institute  in  Wien 
und  des  etftndigen  polyteehniechen  histitati  in  Prag,  fmier  den  Schriften:  ««Dm 
etBndigch -polytechnisch«  Institnt  su  Pmg,  von  Dr.  G.  Jelinek,  FMg  1856"  und 
„Das  k.  k.  polytechnisclie  Institut  in  Wien,  seine  Gnindunjf  etc.  von  W.  F.  Exner, 
Wion  l^ni".  Die  auf  Prag  bezüglich<  ii  I?r!i<  Ifi'  siml  mir  dorch  die  Güte  des 
Jiector  magn.  Prof.  W.  liippl  KUgänglicb  gemacht  ^\ordeu. 
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weiter  reichendes  Programm  "wies  die  Lehrkanzel  der  höheren  Mathe- 
matik  auf,  nUmlich  die  Theorie  der  Funktionm  einer  und  mehrerer 
Variablen,  Di£Perential-  und  Integralrechnung  nebst  der  Infinitesimal- 
geometrie and  den  Elementen  der  Yariationareehnung.^)  Diese  Grond- 
zfige  Bind  bis  auf  den  benlig^  Tag  erhalten  geblieben,  mnr  daß  sich 
der  Inhalt  der  Yoriesungen  den  Fortschritten  der  Wissenschaft  und 
den  Bedflifmssen  der  Technik  entsprechend  entwickelt  hai 

Einer  Yorlesung  muB  ich  noch  besonders  Erwahnimg  ton,  die 
1885  an  der  Wiener  Technischen  Hochschnle  eingeführt  worden  ist 
und,  soTiel  mir  bekannt^  anch  anderwärts  Nachfolge  gefunden  hat  Um 
munlich  den  Chemikern  ein  abgeschlossenes  Mafi  mathematischer  Bildung 
an  gewahren^  ist  ein  yierstfindiges  Kolleg  während  der  ersten  zwei 
Stndiensemester  Uber  die  Grundlehren  der  höheren  Mathematik  ge- 
schaffien  worden,  dessen  Hauptteil  die  Elemente  der  Infinitesimalrechnung 
ausmachen.  Ich  selbst  halte  dieses  Kolleg  seit  14  Jahren  und  hatte 
so  vielfache  Gelegenheit,  zu  beobachten,  wie  sich  die  Abiturienten 
nnserer  MittelBchulen  zu  diesem  Lehrstoff  stellen.  An  der  Wiener 
Unimsit&t  ist  sjmter  gelegentlidi  der  Einbesdehung  der  Yersicherungs- 
technik  ins  Lehrprogramm  eine  ahnliche,  aber  weniger  umfangreiche 
Yorlesung  eingefHhrt  worden,  die  sich  anch  ftlr  die  Bedür&isse  der 
Naturhistoriker  und  Chemiker  als  zweckmäßig  bewährt  hat. 

Man  darf  wohl  sagen,  daß  die  polytechnischen  i^chulen  in  der 
ersten  Hälfte  des  vorigen  .iaLrhuuJerts  auf  niatlicniatischem  Gebiete 
den  Universitäten  vielfncli  vorangingen,  und  noch  weit  Ober  die  Re- 
organisation von  l'S49  hinaus  bestritteu  UniTersitaisstudiereude,  wenig- 
stens in  Vrsig  und  Wien,  ihren  Bedarf  an  mathematischen  Kollegien 
gern  zum  Teil  an  den  dortigen  Technischen  Hochschulen.    Auch  in 

1)  An  dem  Frager  Inititot  haben  die  TerhaltaiMe  einen  gans  anderen  V«r- 

lauf  genommen,  wohl  hanpisächlich  wegen  der  orgnniachen  YetbinduDg,  in  der  es 
urKpruiiglicli  mit  der  philosophischen  Fakultät  Htand;  hier,  wo  der  Begründer  und 
erste  Direktor  des  Iiiptitute,  Gerstuer,  zugleich  Professor  der  angewandten  Mathe- 
matik war,  sollten  sich  die  Hörer  ihre  mathcmati»che  Bildung  holen.  Durum 
hatte  das  Pcager  Inititat  anfänglich  nur  Vorlesungen  fibcr  Elementarmathematik, 
und  anch  fOr  diete  in  Yerbbdnng  mit  praktischar  Oeometrie  wnide  «ine  eigene 
LehAamtd  ent  1889  ajitemiaieiztL  Zn  einer  Vertretung  der  höheven  Mathematik 
kam  et  aber  erst  1852,  nachdem  vorher  wiederholt  die  Kotwcndi^^keit  einer  Lehr- 
kanz»*!  diesos  Faclu.s  dritif^'eiid  dargestellt  wonlon  war.  l^t  i  der  Reorganisation 
nach  l-'ach»chulen  ontfiol  die  Elementarmathematik  als  solche  und  ging  iu  einen 
vorbereitenden  Kurs  über  wie  in  Wien. 

Bis  aor  Reorganisation  von  1866  lehtten  Mathematik  in  Fltag:  A.  Bittuer, 
Chr.  Doppler,  X.  John,  J.  Parti,  M.  Sluka,  W.  Matska,  K.  Kofistka, 
K.  Jelinek,  J.  Lieblein;  in  Wien:  Hantsehl,  J.  Salomen,  A.  Burg, 
8ehnlx  v.  Straftnicki,  J.  Kolbe,  F.  Hartner,  S.  Spitzer. 
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dem  Austausch  der  Lehrkriilte  bestand  und  besteht  noch  heute  zwischen 
beiderlei  Anstalten  auf  mathematischem  Gebiete  ein  reger  Verkehr. 

Wenn  ich  nun  zu  unseren  Mittelschulen  übergehe,  welche  die  im 
Mittelpunkte  meiner  Ausführungen  stehende  Frage  in  erster  Linie  an- 
gdit,  so  mögen  yorerst  einige  Bemerkungen  aUgoneiner  Natur  gestattet 
sein.  Unsere  Schuloiganisation  hat  in  manchen  Punkten  von  Anfang 
an  Wege  eingeschlagen,  welche  die  spätere  Entwicklung  als  richtig 
und  zweckmäßig  bestätigt  hat.  Ich  zähle  dahin  die  gegenüber  Deutsch- 
land günstigere  Stellung  der  beschreibenden  Naturwissenschaften  und 
der  Physik  in  den  Lehrpiänen  beider  Schulkategorien;  die  zweistufige 
Gliederung  des  TJnterriclits  in  diesen  Fächern,  die  sich  der  mit  dem 
Alter  der  studierenden  Jugend  fortschreitenden  geistigen  Entwicklung 
TOrzfiglich  anpaßt;  die  auf  eine  tfiditige  Ausbildung  des  raumlidien 
AnschauungsTennögens  gerichteten  Einrichtungen  der  Bealschule.  Wenn 
also  an  eine  Reform  des  mathematischen  Unterrichtes  gedacht  irird,  so 
entfijlen  für  uns  manche  der  erschwerenden  Umstände,  die  sich  in 
Dentsdiland  an  diesen  Gedanken  knQpfen,  wo  insbesondere  die  biolo- 
gischen Disziplinen  dringend  und  mit  Redit  nach  einer  Besserstellung 
begehren. 

Ich  will  fnner  hororheben,  daß  der  Grundzug  unserer  Gesete- 
gebung  auf  dem  Gebiete  des  MittelBchulwesenB  dahin  gerichtet  war, 
die  beiden  Schulgattungen  sowohl  dem  Prinzips  nach  wie  auch  in 
betreff  der  Lehrsiele  der  gemeinsamen  Unterrichtsfacher  einander  an 
nähern;  dem  Prinzipe  nach  insofern,  als  Gymnasium  und  Bealschule 
zu  Yermittlungsstätten  aUgememer  Bildung  und  zn  Yorbereitungsscfaulen 
für  das  Hochschulstudium  ausgestaltet  wurden,  die  nur  durch  die  Wahl 
des  Bildungsstoffes  Tondnander  sich  unterscheiden.  In  der  Berechtignngs- 
frage  sind  wir  —  und  es  ist  dies  wenigstens  zum  Teil  der  ungleichen 
Studiendauer  zuzuschreiben  —  Torläufig  erst  bei  dem  Punkte  angelangt, 
daß  den  RealschtÜem;  die  sich  dem  UniTorsitätsstudium  zuzuwenden 
beabsichtigen,  gegen  früher  gewisse  Erleichterungen  bezüglich  der  Ab- 
legung der  Gymnasialmatura  eingeräumt  worden  sind,  wogegen  die 
TecLnisclio  Horlischale  an  die  Gymnasiasten  bei  ihrem  Eintritt  kaum 
nennenswerte  Nachtragsforderuugen  stellt. 

Noch  muß  ich  einige  Unterschiede  zwischen  unseren  und  den 
adäquaten  deutschen  höiieren  Schulen  hervorheben,  die  für  die  Beur- 
teilung der  ISaclilage  nicht  ohne  Belaug  sind.  In  Deutschland  sind  die 
drei  Gattungen  höherer  Scluilen  neunklassig,  und  es  stehen  dem  Gym- 
nabium  und  der  Ulierreabchule  iu  Preußen  2ö9,  beziehungsweise 
262  Wüchenstunden  für  die  Erreicliung  des  Lehrziels  zur  Vert'ügun<^. 
Unsere  Gymnasien  und  iiealschulon  zählen  8,  beziehungsweise  7  Klassen 
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and  yeifllgeiL  Uber  194,  nsp.  214  WochenatandeiL'}  Nidii  2a  fiheat- 
eefaen  flind  die  bei  ans  lienacihenden  Siwaehiehwiengkeiteii,  ferner  der 
ümitand,  daß  die  iateUektaelle  QaaHt&t  des  Sdifllennttterials  innerhalb 
onsevoB  StsatsgebietB  einen  mindeien  Grad  Ton  Homogenität  beeitsen 
dfiiflie  als  in  Dentscbland. 

Kaeh  diesen  Bemerknngen  allgemeiner  Natnr  will  ich  nunmehr  in 
knrsBen  Strichen  den  Entwiekhmgsgang  zeichnen,  welchen  der  Lehrplsn 
bezüglich  der  Mathematik  seit  der  Beoiganisation  Ton  1849  ge- 
nommen hat. 

Im  Oiganisationsentwnzfb  war  der  Ma{h6matik  im  Ünietyffmnasiim 
als  Ziel  Toigesehrieben:  Sicherheit  im  Zahlenrechnen,  Dorchflbmig  der 

praktisch  wichtigen  Rechnungsarten;  Kenntnis  der  geometrischen  Ge- 
stalten, auf  methodisch  geleitete  Anschauung  basiert;  in  beiden  zugleich 
Vorbereitung  auf  rein  wissenschaftliche  Behandlung  im  Ohergymnastum^ 

dem  als  Lehrziel  die  Kenntnis  der  elementaren  Algebra  und  Geometrie 
als  streng  beweisender  Wissenschaft  vorgeschrieben  war.  Angesetzt 
waren  hierfür  12  -f-  10  Stunden.  Befremdlicher  weise  hatte  die  Okt;tva 
keine  Mathematiketunden;  dieser  Übelstand  wurde  schon  18.j5  durch 
Zuweisung  einer  Stunde  zum  Zwecke  zusammenfassender  Wiederholung 
gebessert. 

Der  Grundzup  aller  späteren  Maßnalinien,  zu  welchen  sich  die 
Unterrichts behörde  auf  Basis  der  gemachten  Erfahrungen  veranlaßt 
sah,  ging  dahin,  d^^n  Lehrplan  von  dem  praktischen  Einschlage  zu  be- 
freien, die  rein  wissenschaftliche  Seite  immer  kräftiger  in  den  Vorder- 
grund zu  rücken,  auf  die  im  Organisationsentwnrf  als  möglieh  hin 
gestellten  Erweiterungen  dcR  Lehrstoffs  zu  verzichten,  ja  diesen  n;; 'h 
Mötflichkeit  unter  stren^^f  i  Si  lieiduno;  des  WesentHchen  vom  Unwesent- 
lichi'u  zu  vereinfachen  und  einzu.schränken,  von  dem  —  wenn  man 
von  der  allzu  starken  Tendenz  auf  das  Abstrakte  absieht  —  unbedingt 
richtigen  Grundsatae  ausgehend,  daß  j^cht  die  Masse,  sondern  die 


1)  Zur  Benttsiloiig  des  ZeitanfirsiidM  tSix  die  Spcaehen  einerseito  und  die 
xealsai  F&ehsr  anderoxseitB  diene  die  folgende  Tabelle: 
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Klarheit  der  Begriffe  und  der  bestimmte  \iu(i  strenge  Zusaminenhang 
derselben"  die  Mathematik  zu  einer  für  tlas  (iymnasiuiii  wertvollen 
Disziplin  machen.  Um  nur  einzelnes  anzuführen^  wurden  die  sphärische 
Trigonometrie,  die  Lehre  von  den  Eettenbrüchen,  von  den  unbeBtimmten 
ijleichungen  2.  Grades,  von  den  komplexen  Zahlen  fftllen  gelassen. 
Gleichzeitig  erfuhr  die  Stundenzahl  eine  kleine  Yermehmiig  und  beträgt 
jetzt  12  +  12-24  (gegen  34  in  Preußen). 

Gemäß  den  fachlichen  Nebenzwecken,  welche  der  Bealschuie  bei 
ihrer  1851  erfolgten  örönduiig  gesetzt  worden  waren,  zeigte  deren 
Lehrplan  auch  in  bezug  auf  Mathematik  einen  eigenartigen  Zuschnitt. 
Der  dreiklassigen  Unterreal  schule  war  die  besondere  Arithrnotik  mit 
ihren  bürgerlichen  und  kaufmännischen  Anwendungen,  der  Wechsel- 
nnd  Zollkunde  sowie  der  Buchhaltung  als  Lehraufgabe  ii^wieten;  der 
ebenfalls  dreiklassigen  Oberabteilung  fiel  die  wissenschaftliche  Behand- 
lung der  Algebra  und  Geometrie  zn;  die  Stundenzahl  war  mit  11  -{- 16 
reichlicher  bemessen  als  am  Gymnasium.  Dazn  kam  mit  Rücksioiit 
auf  gewerbliche  Bedarfiiisse  und  zwecks  Ausbildung  der  Raumanschaunng 
ein  mit  Stunden  reichlich  hedachter  Unterricht  in  der  konstruktiyen  und 
darstellenden  Geometrie  und  dem  zugehörigen  Zeichnen,  14+10  Stunden. 
In  dem  Maße,  als  die  Realschule  zu  einer  allgemeinen  Bildungsstätte 
mit  dem  Hauptziele  der  Vorbildung  fttr  das  höhere  technische  Studium 
ausgestaltet  wurde,  mußten  trotz  der  Vermehrung  der  Elassen  um  eine 
an  dem  obigen  Plane  einschneidende  Änderungen,  will  sagen  Reduk* 
tionen,  yorgenommen  werden,  und  heute  besteht  zwischen  dem  mathe- 
matischen lichrziel  der  Bealschule  und  des  Gymnasiums  —  abgesehen 
von  der  s^keren  Betonung  des  geometrischen  Zeichnens  und  von  der 
-darstellenden  Geometrie  —  kein  erheblicher  Unterschied  mehr;  ledig- 
lich die  Grundlehren  der  Wahncheinlichkeitsreehnung  und  die  sphärische 
Trigonometrie  bilden  das  Plus  auf  SeitoL  der  Realschule.  Dem  Rechnen 
und  der  Mathematik  sind  hier  12  + 14,  dem  geometrischen  Zeichnoi 
8  +  8,  beiden  zusammen  also  42  Stunden  (gegen  47  an  der  preußischen 
Oberrealschule)  eingeräumt. 

Die  Lchreraushilduay  war  bis  ziiui  Jalire  ls84  zwischen  Universität 
und  Technischer  Hochschule  derart  ^ot»Mlt.  tlali  Kauditlateu  der  Mathe- 
matik, der  darstellenden  Geometrie  und  der  Chemie  ihre  Studien  voll- 
ständig an  dor  letzteren  alisolvii^ren  konnten.  Es  berftandeu  zwei  ge- 
trennte Küniiuii?Rionen  für  (lyninasien  und  KealsflnilcTi.  Die  Tendenz, 
beide  Mittelsehnleii  einander  zu  nähern,  führte  dazu,  aueli  das  Präfnngfl- 
wesen  aiißerJirh  und  innerlich  zu  vereinheitlichen  und  Universität-studien 
wenigstens  /um  Teil  für  alle  Kächer  obligatorisch  zu  inacliou.  Die 
Prüfungsvorschriften  von  lbö4  und  1897  macheu  denn  bezüglich  der 


D.  Frage  d.  EinffÜmmg  d.  Infinitesimilreelm.  i  d.  Hittelschvlnnteiridht  mw.  125 

Mathamatik  zwiechen  Kandidaten  fttr  das  Gymnasiam  und  die  Real« 
schule  leinen  Unieraehied. 

Das  erste  definitiTe  PrAfongsgeseta  Tom  Jahre  1856  stellte  hezflg- 
lich  der  Ifathematik  am  ganxen  (Jymnasitun  als  FoTderong  auf:  „Sichere 
Kenntnis  und  Dnrchflbimg  der  gesamten  Elementarmathematik  naeh 
ihrer  arithmetischen  und  geometrischen  Seite,  Geflhtheit  in  der  ana- 
lytischen Geometrie  und  diejenige  Kenntnis  der  Differential»  und  der 
Elemente  der  Integralrechnung  welche  die  An.wendung«]i  dieser  Rech- 
nungen, namentlich  für  die  Physik,  angängUch  macht  und  für  die 
Elementarmathematik  ein  eindringliches  Verständnis  erSffiiet.''  Die 
späteren,  ohen  erwShnten  Vorschriften  modifizteien  die  Forderung  und 
fassen  sie  kurz  so:  y^Kenntnis  der  allgemeinen  Arithmetik,  der  syn- 
thetischen und  der  analytischen  Geometrie.  Kenntnis  dar  Differenfaal- 
und  Integiafareehnung  und  deren  Anwendung  auf  die  Geometrie,  femer 
der  Elemente  der  Variationsrechnung.  Vertrautheit  mit  den  Grund- 
zOgen  der  neueren  Fnnktionentheorie.'''  Es  ist  nicht  zu  leugnen,  daß 
diesee  Programm  die  eigentliche  Au^be  des  künftigen  Lehrers  etwas 
in  den  Hintergrund  treten  ^t,  und  noch  mehr  dfirfte  dies  von  seiner 
Durchführung  gelten*,  auch  die  Frage,  ob  für  das  vorbereitende  Stadium 
nach  der  elementaren  Seite  entsprechend  vorgesorgt  sei,  wird  kaum 
bejalit  werden  können;  vielmehr  sollten  die  Fordeniugen,  die  Herr 
Kollege  P.  Stäckel  iu  seinem  vorjährigen  Heidelberger  Vorti-age^)  be- 
züglicli  der  deutschen  Universitäten  aufgestellt  hat,  auch  bei  uns  er- 
erhoben  werden.^) 

II.  Die  Reformbestrebnngen. 

Wenn  ich  nun  zu  den  unter  dem  Schlagworte  „Einführung  der 
Inünitesimalrechnung  in  den  Mittejschulunterricht"  vielfach  erörterten 
Bestrebungen  nach  einer  zeitgemäßen  Umgestaltung  des  mathematischen 
Unterrichts  Stellung  nehme,  möchte  es  sich  vorerst  empfehlen  zu 
zeigen,  wie  sich  unsere  Mittelschulen  zu  den  Materien  bisher  verhalten 
haben,  an  welche  dabei  gedacht  ist. 

Unsere  Lehrpläne  sprechen  ausdrücklich  von  Elementarmathematik. 
Daß  dies  aber  nicht  in  dem  Sinne  gemeint  ist,  als  dürfte  es  sich  nur 
um  die  Eigenschaften  und  Gesetze  starrer  Zahlen-  und  Kaumgebilde 

1)  Veriiandl.  de«  n^I.iuteru.Matheiu.*Jwoiigr."  zuHcidelbergX904.  Ü.G.Teubner, 
1905,  S.  608  —  014. 

8)  An  der  Wiener  Tecboiscben  Hoehachole  hielt  vor  der  Umaudemug  der 
PrfifongBvonoliriften  (1884)  /.  Kolbe  darch  eine  lange  Reibe  von  JahrenVorleinngen, 
die  den  Bedttrfhiaten  der  Lekzamtskandidaten  angepaßt  waren  nnd  der  metho- 
dischen Behandlung  verschiedener  Zweige  (^rr     hulmatbematik  galten. 
JF«teMlMfleht  d,  DratMlwii  MftU»on.-V«reiiiigiUig.  XV.  Uaft  %.  9 
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handeln,  geht  aus  den  zugehörigen  ^Jnstruktionen^  hervor,  die  an  zwei 
Stellen,  bei  der  Trigonoznetzie  und  bei  der  aualytischon  Geometrie,  Ton 
veränderlichen  und  voneinander  abhängigen  Größen  sprechen.  In  der 
Tat  läßt  Bich  ein  sachgemäßer  Unterricht  innerhalb  der  abgesteckten 
Grenzen,  auch  im  Gebiete  der  Arithmetik,  nicht  wohl  denken,  ohne 
daß  die  Vorstellungen  der  Veränderlichkeit,  der  Abhängigkeit  und  der 
Begriff  des  Grenzwertes  herangezogen  würden;  imd  damit  ist  der 
Funktionsbegriff  schon  gestreift.  Ja,  der  entscheidende  Schritt  in 
dieses  Gebiet  ist  eigentlich  schon  getan,  sobald  man  Yon  "besonderen 
Zahlen  zu  cMgemänen  übergeht 

Sehen  wir  nnn  zu,  wie  dies  im  einzelnen  durchgeführt  iet.  Ich 
greife  zwei  von  den  an  den  OberMaseen  unserer  Mittelschulen  yiel 
Terbrdteten  Lehrbfi«sheni  heraus,  das  eine  für  den  arithmetisehen,  das 
andere  ffir  den  geometrisdien  Lehistoffl 

In  dem  ersteren  treten  Betrachtungen,  die  man  als  in  das  Gebiet 
der  Funktionentheorie  gehörig  zu  klassifizieren  hätte,  an  folgenden 
Stellen  auf: 

§  99 — 102.  Im  Anschlüsse  au  die  Lehre  yon  den  Brüchen  wird 
Über  „Unendlich  große  und  unendlich  kleine  Großen  und  Grmzwerte 
der  YerSnderlichen^  gehandelt  und  bei  dieser  Gelegenheit  der  Funktions- 
begriff analytisch  eingeführt  Es  wird  auch  schon  YOn  einer  Einteilung 
der  Funktionen  gesprochen* 

§  105  ist  bei  der  Erklärung  des  Verhältnisses  zweier  inkommen- 
surabler Größen  und  der  daran  geknüpftea  Einführung  der  irrationalen 
Zahlen  von  „gegeneinandor  konvergierenden  Beih«a''  und  von  ihrem 
gemeinsamen  Ghrenzwert  die  Bede. 

§  153  wird  das  Yeihalten  einer  Potenz  bei  unbegrenzt  wachsen- 
dem Exponenten  verfolgt. 

§  155  kehrt  die  Betrachtung  von  §  105  wieder  bei  dem  Nach- 
weise der  Irrationalität  von  ya,  wenn  a  nicht  die  wte  Potenz  einer 
ganzen  Zahl  ist. 

§  157  wird  die  Stetigkeit  des  Systems  der  reellen  Zahlen  erwähnt. 

§  197  wird  der  Siim  von  logoo  und  logO  erklärt. 

§  208  werden  einige  Eigenschafteu  des  quadratischen  Trinoms 
angeführt,  doch  typographisch  als  von  untergeordneter  Bedeutung  für 
den  Unterricht  gekennzeichnet. 

§  227  gibt  die  Erklärung  der  Konvergenz  und  Divergenz  einer 
unendlichen  Ixeihe  un<l  iintersuchL  die  geometrische  Keihe  daraufhin. 

In  einem  Anhange  werden  dif^  BeghÜe  des  Maximuma  und  Mini- 
mums allgemein  erläutert  und  die  Ermittlung  bolcher  Werte  fiir  die 
j,,Funktion  zweiten  Grades",  worunter  hier  eine  gebrochene  Funktion 
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mit  quadratMcfaein  ZlUer  imd  Kenner  verstiuideii  ist^  auf  älgätraistkem 
Wege  Torgenommen. 

Das  andere  Buch  tat  des  Funktionsbegriffes  nur  an  den  beiden 
durch  die  Abstraktionen^'  Torgezeichneten  Stellen  kunse  Erwahnimg, 
einmal  (§  186)  bei  der  ErklSning  der  Winkelfunktionen  und  das  zweite- 
mal (§  219)  ans  Anlaß  der  Drldarung  dessen^  was  man  unter  „Glei- 
chung einer  Linie**  Tersteht 

Es  durfte  keinem  Widerspruch  begeguen,  wenn  ich  sage,  daß  auf 
diesem  Wege  eine  Vertrautheit  mit  dem  Fnnktionsbegriff  nicht  erlangt 
werden  kann;  ja,  mir  kommt  Tor,  als  ob  diese  gelegentlichen  kurzen 
Binstreuungen  eher  als  eine  Störung  denn  als  eine  Fdiderung  des 
ünterrichtsganges  empfunden  wftrden,  ^und  ich  glaube,  daß  ihnen  in 
dieser  Form  Ton  Lehrern,  sicher  aber  ron  Schfilem  eher  ausge- 
wichen wird. 

Bevor  aber  an  die  Einführung  der  Elemente  der  Iniinitesimal- 
rechnung  oder  in  der  Einschränkung,  in  welcher  ich  den  Gedanken 
unter  unseren  Verhältnissen  als  allein  ausführbar  und  ersprießlich  halte, 
an  die  Einbeziehung  der  beiden  gnindleeendeu  Begritie  der  Inhuitesimal- 
rechnuni;  in  den  Rahmen  des  Mittelüchuliiiitt  rrichtes  gedacht  werden 
könnte,  müßten  die  Vorbedingungen  hierfür  geschaffen  sein,  und  diese 
erblicke  ich  in  einer  intensiven,  den  ganzen  Stoff  beherrschenden  Pflet?e 
der  Denkweisen  der  Aualysis,  aus  der  sich  der  Funktionsbegriö"  iu 
iiu  r  pinfaehsten  Form  mit  voller  Sirherheit  und  sozusagen  von  selbst 
ausbilden  würde.  Nicht  mit  abstraktHti  Definitionen  dürfte  der  Anfang 
gemacht  werden,  sondern  mit  empiriselnii.  an  die  V  orgänge  im  bürger- 
lichen Leben  und  in  der  Natur  anknü]>fe[iden  Betrachtungen. 

Einem  in  solcher  Wei.se  neul)eiebten  und  durchgeistigten  nnithe- 
matisehen  Unterricht  räume  iidi  willit;  die  verRchii'denen  Vor/ii^u  ein, 
die  von  berufenen  Seiten  dafür  geltend  gemacht  wurden.  Durrli  seine 
Anpassung  an  die  moderne  naturwissenschaftliehe  Weltanschauung 
würde  er  sich  besser  in  den  Kähmen  der  durch  die  Mittelschule  an- 
gestrebten allgemeinen  Bildung  einfügen.  Durch  die  Heranziehung 
leitender  dedankeubildungen  führte  er  einen  natürlichen  Zusammenhang 
zwischen  den  verschiedenen  Teilen  des  mathematischen  Lehrstoffes  her- 
bei  und  erleichterte  so  dessen  Erfassung  und  Festhaltnng. 

So  stelle  ich  mich  völlig  auf  den  Boden  des  Berichtes,  den  die 
in  Breslau  eingesetzte  Unterhchtskommission  in  der  Gesamtsilsu]^ 
beider  Hauptgruppen  hier  erstatten  wird  und  dessen  vorherige  Kennt- 
nis ich  der  Freundlichkeit  des  Herrn  Geheimrats  Klein  verdanke. 
Aus  voller  Überzeugung  trete  ich  dafür  ein,  daß  der  mathematische 
Unterricht  an  unseren  Mittelschulen  aus  den  dort  entwickelten  Gesichts- 
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punkten,  insbesondere  ans  dem  GeBichtspunkte  der  £zziehiuig  zur  Qe* 
wohnheit  des  funktionaleii  Denkens,  am  Gynrnsnum  unter  TerstSrkter 
Pflege  des  rimnlicheiL  AnBebaaungsrerniögens,  umgestaltet  mid  so  dem 
unaufhaltsamen  Fortsohreitea  der  Kultur  1>eeser  aogepafit  werde.  leK 
halte  dies,  wenn  dabei  hier  wie  dort  mit  einer  sorgföLtigen  Sichtung 
des  herkömmlichen  Lehrstoffes  Torgegangen  wird,  für  durchführbar 
trotz  des  beschrankteren  Zeitausmaßes,  das  uns  zur  Verfttgang  BUht, 
weil  ich  in  einer  so  eingeleiteten  Reform  nicht  nur  keine  Mehr- 
belastung, sondern  eine  Erleichterung  erblicken  wflrde.  Auch  bedeutete 
dies  keineswegs  einen  Bruch  mit  den  bisher  seitens  der  Unterrichts- 
Verwaltung  bezögjhch  unaoies  Faches  befolgtoi  Grundsätzen,  sondern 
eine  natnr»  und  seitgemiße  Fortbildung  derselben. 

Einem  so  abgeSnderteai  ünterrichtsgange  gegenüber,  der  die  Jugend 
bis  an  die  Schwelle  heranf&hrte,  welche  die  niedere  yon  der  höheren 
Mathematik  nach  fiblicher  Auffassung  trennt  und  jenseits  der  die  grund- 
legenden Begriffe  der  Infinitesimslrechnung  liegen,  erscheint  mir  die 
Frage,  ob  diese  Sdiwelle  auch  noch  mit  einem  Schritt  übersetzt  werden 
soll,  nicht  mehr  von  so  wesentlicher  Bedeutung.  Entschließt  man  sich 
dazn  —  es  sprechen  mancherlei  GrOnde  dafUr  und  eine  erhebliche 
rachliche  Schwierigkeit  läge  nach  solcher  Vorbereitung  nicht  mehr 
vor  — ,  dann  soll  der  Schritt  mit  der  gebotenen  Vorsicht  und  Sorgfalt 
geschehen  und  zunächst  wirklieh  nur  ein  erster  Schritt  bleiben.  Denn 
ein  weiteres,  erfolgreiches  Vordringen  in  dem  neuen  Gebiet  verlangt 
die  Ausbildung  eines  Foriualismus,  zu  iler  die  Mittelschule  die  nötige 
Zeit  nicht  aufbringt,  soll  sie  der  Forderung,  die  nach  meiner  An- 
sehauun«r  eine  Hauptforderung  ist,  genügen,  «laß  sie  das  dargebotene 
Wissen  durch  lieißiges  Üben  zu  einem  gefesteten  und  dauernden  mache. 

Mir  will  nun  scheinen,  als  ob  das  Verliältnis  zwiseben  den  iieiibui 
Fragen:  „Ist  der  Lehrstoff  mit  der  Funktionsidee  zu  durt  bsetzen  V" 
und  „Sind  die  Elemente  der  Infinitesinialreebnuug  eiiizufübrenV"'  viel- 
fach verschoben  worden  wäre  zugunsten  der  letzteren  Frage:  jedenfalls 
ist  nach  dieser  Richtung  von  manchen  Seiten  zu  weit  geganj^^en  woi  den.'^ 
Dies  iät  auch  mein  Urteil  über  die  Aktion,  welche  im  abgelauleneu 


1^  Ich  weise  beispielsweise  auf  den  Aufsatz  E.  Gottings  hin  fXI.  Bd.  d. 
„Jahresber.  d.  P  Matherti  -Verein.'',  1902  ,  worin  für  die  Klemcnto  der  Infiuitesimal- 
recbuung  an  den  iiülufeu  Healanstalten  mt-hr  als  ein  Jahr  der  L  uterricbtazeit  der 
Prima  in  Vorschlag  gebracht  wird.  —  Wenn  ein  Unterschied  gemacht  werden 
sollte  Bwiachen  Gymnasimn  und  RealBcIrale  —  wofür  ich  jedoch  nicht  eintcet« 
■0  wijre  unter  onBeren  VerhältnisBeu  du  Refonnbedfirfnis  bei  den  Gymnasira  ein 
größeres;  denn  die  Studienrichtungen,  die  sieb  auf  unserer  Realschule  aufbauen, 
achiieS«n  ja  ohnehin  sämtlich  die  Iniinitesimairecbnung  ein. 
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Schiiljahre  in  Wien  eingeleitet  worden  ist  und  über  die  liier  zu  be- 
richten ich  mich  verpflichtet  fühle. 

Die  beiden  Wiener  Vereine  „Mittelschule'^  und  „Die  Realschule'' 
faßten  in  einer  geineinsamen  Sitzung  im  De'/.Hnil>f»r  vorigen  Jahres  auf 
Grund  eines  ausführlichen,  auf  die  Einführung  der  Elomonte  der  In- 
tinitesimalrechnung  abzielenden  Referates  des  Öchulrates  Dr.  K.  Zahrad 
ni'eek  den  Beschluß,  die  Angelegenheit  durch  eine  aus  Mitgliedeni 
beider  Vereine  zusammengesetzte  Kommission  beraten  zu  lassen,  die  auch 
die  Aufgabe  hatte,  bezüglich  der  Einechrankmigen  und  Verschiebung^ 
des  bisherigen  Lehrstoffes  und  der  organiachen  Einfügung  des  neuen 
Vorschläge  auszuarbeiten.  Um  dieser  unter  den  Vorsitz  des  für  die 
Sache  sehr  warm  eintretenden  Realschuldirektors  Hans  Januechke 
gestellten  Kommission  ein  Substrat  zu  bieten,  schrieb  Zahradnicek 
später  einen  Aufsatz^),  in  T\elchem  er  des  luUieren  zeigte,  wie  weit 
zu  gehen,  in  welclier  Weise  die  Saehe  zu  behandeln  und  wie  sie  beim 
physikalischen  Unterrichte  zu  venvenden  wäre.  Die  Kommtssion  trat 
im  Mai  mit  den  Ergebnissen  ihrer  Beratung  vor  das  Plenum,  das  aber 
naeh  langer  und  lebhafter  Debatte,  in  welcher  die  gemaehten  Yorselüäg» 
vielfacher  Bekämpfung  ausgesetzt  waren,  die  endgflltige  Entscheidung 
auf  eine  spatere  Zeit  hinausschob. 

Ein  Grund  der  ablehnenden  Haltung  ist  in  der  einseitigen  Be- 
gründung der  ReformTorsehlage  durch  Rücksichten  auf  den  physi- 
kalischen Unterricht  zu  erblicken,  aus  welcher  die  Absicht  herausgelesen 
werden  konnte,  die  Grenzen  dessen,  was  an  der  Mittelschule  noch 
mathematisch  behandelt  werden  soll,  weiter  hinauszurQcken.  Gewiß 
wflrde  die  Physik  aus  der  oben  gekennzeichneten  Umgestaltung  des 
mathematischen  Unterrichtes  den  größten  Kutzen  ziehen:  die  Gewöhnung 
der  Schüler  an  die  Verfolgung  ein^Etcher  Zusamm^hange  zwischen 
reiSnderlichen  Großen  und  an  ihre  graphische  Darstellung  böte  ihr 
außerordentliche  Hilfe.  Aber  eine  stSrkne  Mafhematisierung  des  physi- 
kalischen Unterrichtes  ist  im  Gedenken  früherer  Zustande  nicht  zu 
befürworten.  Dagegen  erscheint  mir  die  Proposition  F.  Kleins,  die 
mathematische  Bearbeitung  physikalischer  Airfgaben  teilweise  in  die 
mathematischen  Lehrstunden  herübenunehmen ,  empfehlenswei  t  und 
durchführbar;  empfehlenswert,  weil  dadurch  der  Mathematik  wertvoller 
Ubungsstoff  zugeführt  und  der  Physik  Zeit  gewonnen  würde  für  sach- 
liche Unterweisung.*) 

1)  EnKshienen  im  dieqUirigen  Progianime  der  I.  Staats -Bealtchule  im 

n.  Bezirke  Wiens. 

2)  Dem  von  einer  Seite  (L.Tesaf,  „ZeitHchr.  f.  d.  Rw  ",  Jgg.  XXX,  S  276—886) 
gemachton  Vonchlage,  den  Übergang  zu  den  Begriffen  der  Infinitesimalrecbnung, 

* 
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Fiinoii  anderen  Grund  erblicke  ich  darin,  daß  das  von  dem  IVo- 
poneiiteu  vortreschhiireue  Prograiuiu  zu  weit  geht.  Ich  will  mich  iu 
dieser  Ikziehuiig  aul  einige  Schlagworte  beschränken,  durch  welche 
die  äußersten  Grenzen  des  Geplanten  genügend  gekennzeichnet  sein 
dürften:  Berechnung  der  Zahl  e\  neben  dem  Differentialquotienten  auch 
das  Diü'erential ' );  Differentiation  der  logarithmischen  Funktion,  loga- 
rithmische Reiben  (mittels  der  Methode  der  unbestimmten  KoefK- 
zienten);  neben  den  triixouometrisehen  auch  die  zvklüaietrischen  Funk- 
tionen,  trigonometri'^'-he  Keihen;  der  zweite  Differentialquotient:  in  den 
vorgetÜhrten  phyßikiilisehen  Auwentlungeu  kommen  bei  näherem  Zu- 
sehen weiter  vor:  Differentiation  zusaninieii!j;eset/.ler  Funktionen;  Inte- 
gration spezieller  Differentialgleichungen  bis  zur  zweiten  Ordnung; 
Einführung  einer  neuen  Variablen  in  einem  Integral;  Extremwerte  mit 
Neben  biMÜngungen. 

Ich  will  es  freimütig  aussprechen,  daß  ich  die  Wiener  Yorscliläge 
iu  ihrer  gegenwärtigen  Fassung  weder  der  Saclie  noch  der  Form  nach 
als  unmittelbar  geeignet  erachten  würde,  der  weiteren  Verfolgung  der 
Angelegenheit  als  Basis  zu  dienen. 

Soll  ich  aber  kurz  angeben,  wie  weit  g^ehen  mir  <  t^va  ratsam 
erschiene,  so  würde  ich  auf  Boreis  zweitt  n  Zyklus  der  Alu«  bra,  be- 
stimmt für  die  mathematischen  Klassen  der  Kati'gorien  t\  iJ  der  fran- 
zösischen hr)here]i  Schulen,  hinweisen^  ein  Buch,  das  mir  überhaupt  in 
der  ganzen  Frage  großer  Beachtung  würdig  erscheint.^) 

•   ♦  • 

Am  Schiasse  meiner  Ausführongea  angelangt,  will  ich  mir  er> 
lanbeni  meine  persönliche  Aufichaonng  in  folgenden  Sätzen  zusammen- 
zufiissen. 

Nicht  aus  äußeren y  sondern  aus  Gründen  hnierer  ifoiwendic/lrif  ist 
ehw  Umgestaltung  des  mcUhematischen  {')drrrirltts  an  unseren  Mittd" 
8(Men,  den  Gymnasien  wie  den  2ieals(Menf  in  dein  Sinne  zu  empfelilen, 


falls  8ie  eiogeführt  würden,  in  der  Physik  zu  vollziehen,  konnte  ich  mich  nicht 
anschließen. 

1)  Man  vergleiche  E  Borel«  Ahtf'f>re,  second  njrlr,  Fußnote  Seite  308. 

2)  Die  Schulreform  iiat  iu  t  ruukreich  trotz  der  kurzen,  seither  verstrichenen 
Frist  schou  eine  reiche  Utcrarische  Tätigkeit  im  Gefolge  gehabt,  an  der  sich  auch 
hervonragende  Yerteeter  der  Wissenschafb  beteiligt  haben.  Es  erschienen: 

ASg^e,  pnmier  cycte  et  second  eycfe  par  jßmile  Botel.  Twit,  A.  CaUn  1903. 
Not i aus  de  Ma^»4matiq¥ett  par  Jules  Tannery  (suiviea  de  Notioni  hitkm- 

gueS  par  Paul  Tanurr^'^     Paris,  Ch.  7)ihigrnn\  lOOH, 

Precis  d'Af(]>hrr,  par  Carlo  Bonriet.    J'aris,  Havhette,  llf04. 
TraiU  d'Aigibre,  jmr  A.  Grevy.    Paris,  Vuibert  et  Xony,  1905. 
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daß  der  bisherige  Lehrstoff  eifier  sorgfältigen  Siditnng  unterzogen  und 
mit  den  Grundgedanken  der  elementaren  Funhtionenlehre  Ins  hin  zu  den 
beiden  Fundanmitiübegriff'm  der  Infinitesimalreciinany  organisch  durch- 
setzt werde. 

An  die  üntenichtsveriraUung  wäre  die  Bitte  zu  riclden ,  zur  An- 
hdmung  dieser  Kef'orm  eine  aus  Vertretern  der  WissenscJiaft  and  der 
Seltule  gebildete  Kommissiofi  eimustUm,  mit  der  Aufgabe ,  die  Grenzen 
des  neuen  Sf/j/irs  mit  sorgfältiger  Bedachtnahme  auf  die  zur  Verfügung 
sffli>:it>/r  Zeit  und  die  Fassungskraft  der  Jugend  ahzustecl'en  und  srine 
ewevl  mäßige  Gliederung   i)i   einrm   detaillin-ten  LeJnplanc  ffstzuskihn. 

Die  Unterricldsvcnralinng  närc  ferner  zu  ersuclien,  die  Abfassung 
von  Lehrhiiclirrn  auf  der  so  gesciiaffenen  Bfis^is  mit  allm  ihr  zu  Gebote 
stehenden  MitUin  zu  fordern  und  die  Einführnny  soldwr  LeJirbüdier  ül^er 
begründeten  Antrag  der  LcJtrl'ürpcr  zuzulassen. 

Die  hicrhri  gemaeiiten  Erfahrungen  souie  die  im  Auslande  in  der 
gleichen  Ricidung  erzielteti  Erfolge  hätte»  bei  weiterm  Maßnaitnten  als 
Bkhischnur  m  dienen. 


Die  Heformbewegungeii  im  matliematischen  Unterriclite  in 
den  Yerelnigteu  Staaten  Nordamerikas. 

Von  J.  W.  A.  YoüKG  in  Chicago,  Dl. 

Die  Reformbestrebungen,  die  sich  zur  Zeit  in  amerikanischen 
Mathematikerkreisen  fühlbar  machen,  sind  natürlich  nur  im  Hinblick 
auf  die  Yerhältniasey  unter  denen  sie  stattfinden,  /n  beurteilen.  Um  also 
den  Lesern  des  Jahresberichts  über  den  Charakter,  Zweck  und  wahr- 
scheinlichen Erfolg  der  Bewegung  zu  berichten,  ist  es  nötig,  znentt 
kurz  die  Organisation  des  amerikanischen  Schulsystems  darzulegen. 

1.  Die  allgemeine  Organisation  des  Unterrichtswesens  in  den  F<?r- 
eittigtm  Staaten.  Ein  Unterrichts-Ministerium  oder  eine  zentrale  Ver- 
waltung der  Unterrichtsangelegenheiteu,  in  der  deutschen  Auffassung 
des  Wortes,  gibt  es  in  den  Vereinigten  Staaten  nicht.  Zwar  existiert 
ein  ^'United  States  Bureau  of  Edncation",  mit  einem  ^'United  States 
Commissioner  of  Edueation^  an  der  Spitze,  aber  seine  Rolle  ist  ans* 
BcUieftlich  ratgebend  und  seine  Tätigkeit  besteht  hauptaaclilich  in  der 
Herausgabe  eines  Jahresberiehtes  (über  2500  große  Seiten  stark),  der 
eine  umfassende  Statistik,  sowie  besondere  Bericbte  über  spezielle  Punkte 
des  in-  und  auslindischen  Unterricbtswesens  enthalt.^) 

r  Die  im  folgenden  gemachten  statistischen  Angaben  sind  diesem  Berichte 
entnommen. 
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Die  wirldiclie  Verwaltimg  des  Schulwdsais  bleibt  ansschließUcb 
Sache  jedes  einzelnea  Staates  ^  der  es  wieder  zum  Teile  oder  ganz 
den  verschiedenen  Städten  und  Orten  überläßt.  Die  effektive  Yer- 
waltangy  —  die  Feststellung  des  Lehrjilans,  die  Anstellung  der  Lehrer, 
die  Verfügung  über  die  Unterrichtsführung  im  großen  und  lui  kleinen, 
—  liegt  gl  wohnlich  in  den  lländen  einer  Lokalbehörde  (School  Board). 
In  vielen  Staaten  ist  os  also  sehr  wohl  möglich,  daß  zwei  benachbarte 
Städte  sehr  verschiedene  Lehrpläne  oder  Unterrichtsmethoden  verfolgen, 
und  jeder  einzelnen  Stadt  steht  es  frei,  ohne  Rücksicht  auf  die  andern 
oder  auf  die  staatlichen  Behörden,  irgend  welche  Veränderungsvorschläge 
ohne  weiteres  anzunehmen  und  einzuführen. 

Das  Gesatrte  bezieht  sich  fiuf  die  soguanuten  „öffentliclieu  Schulen", 
(public  schoolsj,  die  durch  Steuern  unterhalten  sind,  und  die,  wie  schon 
ges^t,  gewöhnlich  von  Lokall)ehörden  verwaltet  werden. 

Neben  diesen  gibt  es  eine  ansehniiclie  Anzahl  Privatschulen,  die 
durch  Schulgeld  erhalten  werden  (bisweilen  auch  teilweise  durch  Privat- 
dotationen). Diese  Schulen  sind  ganz  unabhängig  von  irgendwelcher 
Heglenientierung  oder  Aufsicht  seitens  des  Staates.  Um  also  einen 
vorgeschlagenen  neuen  Lehrplan  oder  neue  Lehrmethoden  in  Kraft  zu 
setzen,  ist  es  nur  nötig,  die  Zustimmung  einer  einzigen  Stadt  oder 
einer  einzigen  Privatschule  zn  erwirken.  PriTatschnlen  mögen  sogar 
besonders  zu  dem  Zweck  gegrfindet  werden,  one  neue  Idee  zu  Ter* 
wirklichen.  Man  mag  mit  einem  Lehrer  in  einer  kleinen  Stulie  an- 
fangen oder  mit  einem  großen  Lehrerkollegium  in  imposanten  Gebäuden, 
falls  die  nötigen  Qelder  aus  Privatkassen  zu  haben  sind.  Nirgend  ist 
es  also  leichter  als  in  den  Vereinigten  Staaten,  eine  pädagogische 
Theorie  in  wenigstens  einer  Anstalt  in  Praxis  zu  setzen.  Ausländer, 
die  die  LehranstalteiL  der  Vereinigten  Staaten  besnchen,  und  die  natür- 
lich nach  den  frappantesten  Neuerungen  fingen,  kommen  also  ganz 
leicht  zu  der  Anncht^  daß  man  in  Amerika  immer  der  letzten  Neuheit 
naelilAufe.  Vom  Lande  im  ganzen  ist  jedoch  gerade  das  Umgekehrte 
zu  behaupten.  WShrend  es  relatir  leicht  ist,  Linien  geringsten  Wider^ 
Standes  befolgsnd,  incendwo  eine  Schule  aufzufinden,  in  der  ein  neuer 
Lehrplan  oder  eine  neue  Lehrmethode  ausprobiert  werden  mag,  ist  es 
ungemein  yiel  schwieriger,  eine  weitere  Verbreitung  zu  erwirken.  Eine 
nennenswerte  Au&ahme  erfordert  die  Zustimmung  von  Tausenden  von 
Männern,  Hunderten  verschiedener  Behörden.  Folglich  bewegt  sich  das 
Land  im  ganzen  langsamer,  verhalt  sich  in  Erziehungssachen  mehr 
konservatiy,  als  die  leitenden  Völk^  Europas.  Man  hat  in  den  Ver- 
einigten Staaten  nie  durchgreifende  Änderungen  so  rasch  in  allgemeine 
Wirksamkdt  gesetzt  gesehen,  als  in  den  preußischen  Lehrplanen  für 
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höhere  Schulen  von  1891 'oder  19C>1,  dem  feanzösischen  Programm  für 
lydeB  Ton  1902,  oder  in  der  Revolution  im  geometrisclien  Unterrichte, 
der  in  den  letzten  fünf  oder  sechs  Jahren  in  England  stattgefunden 
hat.  Das  amerikanische  Ideal  ist  die  größte  mögliche  i^reiheit  fttr  den 
einzelnen,  für  die  kleine  Einheit.  In  einem  so  komplexen  OrgmiismuB 
wie  das  tJnterrichtssystem  einer  Bevölkerung  von  über  achtzig  Millionen 
ist  gerade  diese  gäiutliche  Freiheit  von  ii^endwelchen  staatlichen  Vor- 
ßchriften  eine  Hemmimg  för  die  kleine  Einheit  Eine  alleinstehende 
8chule  darf  es  kaum  unternehmen,  Befoimen  einzuführen,  die  das 
Gleichgewiofat  des  statuB  quo  stören  würden.  Folglioh  bleiben  Ände- 
rungen, die  an  sich  sogar  allgemeine  Zostimmong  finden  würden,  viel 
Umger  ohne  allgemeine  praktische  Anfiiahme  in  den  Vereinigten  Staaten 
ala  unter  einem  starken  zentralen  System.  Freiwillige  Vereinigungen 
einer  gewissen  Amsahl  von  Anstalten  mit  der  Verpflichtung,  den  Be- 
BohltlBsett  der  Mehrheit  Folge  zu  leisten,  sind  schon  Torgeschlagen 
worden,  aber  der  Vorsdüag  hat  keine  günstige  Au&ahme  geinnden. 

Dieser  Schwierigkeit  der  äl^eineifien  Einführung  einer  vermeint- 
liehen  Beform  gegenüber  steht  aber  der  groBe  Vorzug,  daB,  da  die 
Einführung  nur  durch  eine  weitrerbreitete  öffantliche  Propaganda  und 
Überzeugung  des  Sehulpublikums  erwirkt  werden  kann,  die  wirkliche 
üSufli^irniig  ein  wohluntenichtetes,  sympathisches  Lehreipublikum  findet, 
das  die  neuen  Maßregeln  als  die  Inkraftsetzung  seiner  eigenen  Über- 
zeugungen und  Wünsche  freundlich  begrüßt. 

2.  DU  vier  aufekumd^  folgenden  Typen  wm  Jnskdien.  Eine  voll- 
ständige Ausbildung  zu  einem  der  gelehrten  StSnde  oder  für  eine  tech- 
nische Laufbahn,  wird  zur  Zeit  in  den  Vereinigten  Staaten  normal 
envorben  durch  die  aufeinander  folgende  Absolvierung  der  folgenden 
Anstalten,  deren  Namen  sich  nur  teilweise  übersetzen  lassen: 

1.  Die  "giuJc  .schools". 

2.  Eine  "high  Bchoo^^ 

3.  Ein  "College". 

4.  Eine  Universität  oder  technische  Schule. 

Die  Schüler  werden  im  Alter  von  sechs  Jahren  ohne  vorausgef^etzte 
V<»rkeiiiitms.se  in  die  "grade  schools"  aufgenommen  und  der  Kursus 
dauert  acht  Jahre.  —  Dor  Unten-icht  wird  fast  ohn(>  Ausnalime  durch 
Frauen  erteilt,  und  jeder  Leiirerüi  ist  eine  Klas-^c  Schiller  desselben 
Jahres  zugewiesen,  die  sie  in  allen  Fächern  unterrichtet. 

Auf  die  acht  Jahre  der  "grade  schools"  folgen  vier  Jahre  der 
**high  schools".  Hier  sind  die  versehiedenen  Fiieber  durch  besondere 
Lehrer  und  Lehrerinnen  vertreten,  die  Bich  auf  ihr  Facli  mehr  oder 
minder  speziell  vorbereitet  haben.   Die  zwei  Gattungen  von  Schulen 
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entsprechen  in  manchen  Hiusichton  etwa  d«  u  deutschen  ^ dlk^schulen 
und  höheren  Schulen,  mit  doiii  wichtigen  Unterschiede,  diiü  der  Schüler 
nur  nach  vollendetem  "grade  «chool'  - Kurse  iu  die  ''high  school"  auf- 
genommen wird.  Diese  Schulen  sind  alle  „öticuihch"  (d.  h.  uneutgelt- 
lich  und  durch  Steuern  unterhalten"),  aber  parallel  mit  iiineu  existieren 
Privatschulen  desselben  Charakters.^)  Der  Besuch  der  Privatschulen 
ist  etwa  (>  %  des  Ganzen  für  die  grade  scLools'',  und  22%  für  die 
"high  schools".^ 

Auf  die  vier  Jahre  der  "high  school"  folgen  vier  Jahre  in  einem 
"College "7  und  darauf  drei  oder  mehrere  Jahre  in  einer  Universität 
oder  technischen  Schule.  Mit  jeder  Universität  des  Landes  ist  ein 
^'College"  verbunden.  Die  große  Mehrzahl  der  "Colleges"  und  „Uni- 
versitäten" sind  PrivatstiftuBgen,  obwohl  die  verschiedenen  Staaten  auch 
UniTenitäten  erhalten.  Der  gesamte  Besuch  der  "Colleges",  Universi- 
täten und  technischen  Schulen  Torteiit  sich  71%  auf  die  PriTatanstalten 
und  29  7o  auf  die  staatlichen. 

3.  Der  mathematische  I^hrstaff'.  In  den  "grade  schools"  wird 
Rechnen  behandelt  Damit  ist  mehr  oder  weniger  konkrete  Körper^ 
lehre  (Messungen)  verbonden  und  bisweilen,  besonders  in  den  größeren 
Städten,  die  Elemente  der  Algebra  (Buchstaboiriechnung)  nnd  etwas 
propadeatische  Geometrie.  Dies  ist  in  Übereinstimmung  mit  den 
JEimpfehlnngen  yersohiedener  Ausschüsse,  Ton  denen  später  die  Bede 
sein  wird,  ist  aber  noch  als  Experiment  zu  betrachten  nnd  hat  bei 
weitem  noch  nicht  allgemeine  Aofiiahme  gefunden. 

Die  Lehrplane  der  ^high  schools''  sind  natürlich  Terschieden,  das 
folgende  mag  aber  als  typisch  gelten;  jedem  Lehrgegenstande  werden 
etwa  4  Yon  20  wöchentlichen  Lehrstunden  gewidmet: 

Entes  Jahr   —  Algebra. 

ZweUes  Jähr  —  Planimetrie. 

DrUks  Jahr  —  Erstes  Semester,  Algebra,  bis  einschließlich  qua- 
dratische Gleichungen;  zweites  Semester,  Stereo- 
metrie. 

Viertes  Jähr  —  Keine  Mathematik  sondern  Physik. 

Ii  Die  Privatschnlf'n  führen  eewf^lnilicli  uicbt  die  Namen  "grade  schools" 
und  "^high  schodls".  diu  je«iüch  im  f(ilL,'.  ii(lea,  der  Kürze  und  Klarh>'it  hatlier,  zur 
Bezeichuaug  von  Privat-  sowohl  al»  ötl'entlichen  Schulen  benutzt  werden  boUeu. 

8)  Man  darf  aber  nicht  annehmen,  daß  die  wohlhabenden  Eltern  gewöhnlich 
ihte  Kinder  in  die  Privatsebiilen  senden;  ans  den  erw&hnten  6%  sind  6,S%  in 
den  römisch -katholischen  Privatschulen,  und  es  bleiben  also  höchstens  nur  0,7  % 
des  Ganzen,  die  aus  nicht -religiösen  Gründen  Privatelementarschulen  besuchen. 
Im  allgf^meinen  erhalten  rlip  Kinder,  reich  mid  ann.  f'pmeiusam  die  ersten  acht 
Jalire  ihrer  ^chulbildong  in  den  öffentlichen  "grade  schools". 
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In  deu  "Colleges^'  ist  der  Gebrauch  vergnhiedeii.  Meistens  sind  im 
ersten  Jahre  3  bis  5  Stunden  Mathematik  Ton  einer  Gesamtzahl  von 
15  Stunden  obligatorisch,  aber  in  einer  ansehnlichen  Anzahl  von  An- 
stalten, darunter  in  manchen  der  größten  und  besten,  ist  die  Mathematik 
durchweg  Bakultativ,  sei  es,  daß  entweder  alles  dem  Studenten  wahlfrei 
ist  und  er  nur  die  yorpreschriebene  Anzahl  von  Stunden  nach  Belieben 
zu  wühlen  hat,  oder  daß  seine  ^\'ahl  allgemeinen  Bedingongen  untere 
liegt,  denen  er  ohne  Wahl  der  Mathematik  genügen  kann.  In  allen 
^Colleges''  wird  die  Mathematik  wenigstens  bis  einschließlich  DiffiBrential- 
nnd  Integralrechnnng  getrieben;  meistens  werden,  nach  ümsfftnden, 
nach  der  Wahl  der  Studierenden  nnd  der  Stärke  nnd  Verfagbarkeit 
der  Lehrkräfte,  noch  andere  Kurse  gegeben,  wie  z.B.  Bestimmte  Inte- 
grale, Diffiereniisl^eichungen,  Algebraisehe  Glelehnngen,  Analytische 
Geometrie  des  Baumes,  Geometrie  der  Lage,  Quatemionen,  usw.  In  den 
^'Colleges",  die  Teile  yon  UniTersifäten  sind,  stehen  auch  den  gehörig 
Torbereiteten  Studenten  des  ^College"  die  höhere  Vorlesungen  zur  Wahl 
ofPen. 

4.  Frühere  Beformwrschläge.  In  neuerer  Zeit  haben  zwei  Aus- 
schflase  der  ^National  Educational  Association'',  dner  freiwilligen  Ver- 
einigung, Gutachten  nationaler  Bedeutung  Teröffentlieht,  die  unter 
anderem  den  Unterricht  in  der  Mathematik  behandelten;  nämlich,  ''The 
Report  of  the  Oommittee  of  Ten''  1893,  und  «The  Report  of  the 
Committe  eon  College  Entrance  Requirements''  1899.  In  jedem  Falle 
wurden  besondere  Fachkomitees  zur  Hilfe  gerufen,  die  CKitachten  und 
Empfehlungen  über  ihre  betreffende  Fieber  verfaßten,  die  alsdann  als 
Teil  des  Berichts  des  Hauptausschusses  veröffentlicht  wurden. 

Unter  den  wichtigeren  Empfehlungen  des  mathematischen  Aus- 
schusses des  "Committee  of  Ten"  waren: 

1.  Daß  der  Kursus  im  Kechneu  ahtrekür/.t  werde  durch  Weglassen 
veralteten,  impiaktischen  oder  zu  schwierigen  Materials,  und  daß  er 
durch  mehr  l  l)ung  im  wirklichen  liechnen  und  in  Auflösung  konkreter 
Probleme  Ijereichert  werde. 

2.  Daß  das  Rechnen  etwa  im  Alter  von  13  Jahren  zum  Abschluß 
^ebraciit  werde. 

H.  Daß  Formenlehre  (^propädeutische  Geometrie)  mit  dem  iiechuen 
gelehrt  werde. 

4.  Daß  systernatische  Algebra  im  Alter  von  14  Jahren  anr^efaiisron 
\V(.-rde,  al)er  daß  die  Schüler  früher  mit  algebraischen  Ansdrücken  und 
Symbolen  und  mit  deu  Autlösuugsmethodeu  einfacher  Gieichuiigeu  be- 
kannt gemacht  werden. 

ö.  Daß  formelle  Geometrie  nach  einem  Jahre  der  Algebra  an- 
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gefangen  werde,  daß  alsdann  Geometrie  und  AJgebra  nebeneinander 
zwei  Jahre  hindurch  j]^ptrieben  werden,  und  daß  in  diesem  Zeitraum 
beide?^,  die  Planimetrie  und  die  Steroometrie,  absolviert  werde. 

6.  Dfiß  von  Anfang  des  mathematischen  ünterrichtes  an  immer 
größtes  Gewicht  auf  akkurate  Ausdrucksweise  und  Eleganz  der  Form 
sowohl  als  auf  klare  und  strenge  Schlußführung  gelegt  werde. 

7.  Daß  die  Schüler  früh  und  fortwährend  angehaltea  werden  Kon- 
struktionen und  Beweise  selbst  zu  erfinden. 

Unter  den  wichtigerem  Empfehlungen  des  mathematischen  Aus- 
schusses des  ^'Committee  on  College  Entranee  Beqnirement"  waren: 

1.  Daß  konkrete  Geometrie  (anschauende,  messende  ITormenlehre), 
als  Teil  des  Pensums  im  Rechnen  wahrend  der  ersten  sechs  Jahre 
getrieben  werde  (Alter  6  bis  12). 

2.  Daß  das  siebente  Jahr  (Alter  13)  zwischen  Rechnen  und  den 
Elementen  der  beweisenden  Geometrie  geteilt  werde. 

H.  Daß  im  achten  Jahre  (Alter  14),  die  Geometrie  fortgesetzt  and 
die  Algebra  angefangen  werda 

4.  Daßy  wenn  es  nötig  ist,  lokaler  Umstände  halber  den  Anfang 
der  Geometrie  und  der  Algebra  auf  die  ''high  sehool"  hinan&aschieben, 
hier  auch  die  Geometrie  Tor  der  Algebra  ange&ngen  werde. 

5.  Daß  einmal  angefimgene  Geometrie  und  Algebra  (^etehseitig 
gelehrt  werden^  insofern  wenigstens^  daß  beides,  Geometrie  und  Algebra, 
in  jedem  der  rier  Jahre  der  ^high  schooP  getrieben  werde. 

6.  Der  Gesichtspankt  der  Einheit  des  mathematischen  Pensums 
der  ''high  sehool'',  anstatt  streng  getremuter  Fächer,  wurde  angenommen, 
und  es  wurde  empfohlen,  die  verschiedenen  Teile  so  eng  als  möglich 
zusammenzuziehen  und  gegenseitig  aufrinander  anzuwenden. 

7.  Die  Wichtigkeit  gründlicher  Vorbereitung  der  Lehrer,  beides  in 
mathematisdien  Kenntnissen  und  pädagogisch,  wurde  hervorgehoben. 

Das  Hanpikomitee  empfiehlt  auch  den  Anschluß  der  letzten  zwei 
Jahre  der  ''grade  schools'*  (Alter  12  und  13)  an  die  "high  schools". 
Hierdurch  wQrde  eine  sedugfibrige  "high  sehooP  gebildet  werden,  mit 
12  Jahren  als  Eintrittsalter.  Der  Vorschlag  ist  anderweitig  gemacht 
worden,  daß  die  stärkeren  **high  schools"  auch  den  Unterricht  der  ersten 
zwei  Jahre  des  jetzigen  " CoUege "  Unterrichts  erteüen  möchten.  Diese 
Vorschläge  linden  bedachtsame  Unterstützung,  und  kennzeichnen  ohne 
Zweifel  eine  der  bezeichnenden  Strömungen  des  Tagob,  aber  praktische 
Schwierigkeiten  der  Organisation  und  Ausstattung  dürften  yielleicht 
ihre  frühe  Ausführung  verhindern,  sogar  seitens  solcher,  die  diese  Vor- 
sehläge als  theoretisch  wohlbegriiiidet  und  zeitgemäß  betrachten.  Die 
Bildung  solcher  sechs-  bis  achtjährigen  Anstalten  austeile  der  jetzigen 
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Tieijährigen,  wäre  schon  an  sich  eine  wichtige  mathematisch«*  Reform, 
indem  dadurch  inter  alia  ein  homogener  mathematischer  Unterricht  er- 
möglicht würde,  der  jetzt  nicht  zu  erreichen  ist 

5,  Wadtsitm  <ies  Iniemm  an  der  Pädagogik  der  Ma^iemoiHk. 
Schon  seit  langem  existieren  Schulen  für  die  Ausbildung  von  Lehrern 
in  *den  "grade  schools''.  Diese  Schulen,  ^Normal-Schools^  genaimt, 
entsprechen  etwa  den  dentachen  ^^Yolksschullehrerseminarien''.  Interesse 
an-  der  allgemeinen  Pädagogik  als  Uniyersit&ts^Disziplin  ist  auch  schon 
seit  einiger  Zeit  im  Aufiichwung,  aber  erst  in  den  aUeneuesten  Zeiten 
haben  die  UniTersitäten  angefangen,  der  padagogischeo  Ausbildung  der 
Lehrer  der  Schubnathematik  direkte  und  ausdrficldiche  Aufinerksamkeit 
2u  schenken.  Meines  Wissens  wurde  das  erste  Uniyersit&tekolleg,  das 
sich  ausdrficklich  mit  der  pädagogischen  Seite  der  Mathematik  be- 
achaftigte;  in  der  üniTendtat  Chicago  im  Jahre  1895  gehalten.  Jetzt 
werden  solche  Kollegs  auch  in  der  Harvard  XJniTersitj,  The  Unirersitj 
of  Penusjivaniay  The  Universitf  of  Michigan,  The  üniYersity  of  Indiana 
u.  a^  abgehalten.  Innerhalb  des  letzten  Jahrzehntes  wurden  auch  ge- 
gründet das  "Teachers'  ColJegt  '  von  Columbia  University,  New  York, 
und  die  "School  of  Education''  der  Universität  Chicago,  die  sich  mit- 
unter fjanz  beeondeis  mit  der  pädagogischen  Ausbildung  von  Lehrern 
für  ''high  schools"  beschäftigen. 

0.  J)i(  Ahgafigsreäe  des  Präsideutni  der  '"Aniericun  Mathemaikai 
Son'eip",  l'Jü^.^)  Es  ist  Brauch,  daß  am  Schlüsse  seines  Aintstermins 
der  Präsident  der  "American  Mathematical  Society"  eine  allgemeine  Rede 
vor  der  "Society"  halte.  So  hielt  am  29.  Dezember  1902  Professor 
E.  IL  JUoore  von  der  Universität  Chirngo  eine  Rede  über  "The 
Foundations  of  MathematicR",  die  sicli  u;rr>ßteiiteils  der  Pädagogik  der 
Matlieniatik  widmete,  und  die  e'iuMi  Wichligeu  Markstein  im  Fort^jchritte 
dieses  Zweiges  der  Pädagogik  ui  den  Vereinigten  Staaten  bildet. 

Nach  einem  kurzen  Hinweis  auf  die  Bewegungen  für  die  \  er- 
besserung  des  mathematischen  riiterriohts  in  Deutschlmid,  in  Frank- 
reich, und  besonders  in  Englauci  unter  Perry,  die  alic  auf  die  engere 
Verbindung  der  Mathematik  und  ihrer  Anwenthing  im  Uutorriehte  liin- 
zielen,  und  die  auch  für  Amerika  viel  Lehrreiches  entlialten;  geht 
Moore  auf  sein  eigentliches  Thema  ein,  und  zwar  zuerst  auf  das  funtla- 
mentale  Problem  der  Vereinigung  der  reinen  und  der  angewandten 
Mathematik.  Die  Lösung  sei  zu  finden  in  einer  derartigen  Zusammen- 
stellung des  LehrplaneSy  daß  im  Gebiete  der  Eleoientarmathematik  die 
Verzweigung  zwischen  der  Teinen  und  der  angewandten  Mathematik 
nicht  hemerkbar  werde. 

1)  Tgl.  diesen  JahmlMriehtv  Bd.  12,  9.  848—49. 
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„Wäre  es  nicht  möglich",  sagte  er,  „die  Schüler  so  zum  Beob- 
achten und  Experimentieren  imd  Nachdenken  und  Schlußfolgern  anzu- 
halten, daß  ihre  Mathematik  immer  in  direkter  Verbindung  mit  Sachen 
durchaus  konkreten  Charakter»  stehe? 

Ware  es  nicht  möglich,  die  Algebra,  Geometrie  und  Physik  der 
'^high  schoois''  in  einen  durchweg  einheitlichen  yierjahngen  X^ehrgang 
zu  organisieren 

Moore  verlangt,  daß  die  Physik  sowohl  als  die  Mathematik  durch- 
aus praktisch  gemacht  werd^  und  daß  nicht  nur  der  theoretische  Aufbau 
der  Mathematik y  sondern  auch  der  der  Physik  auf  eine  spätere  Stufe 
Terschoben  werde.  In  der  ^higk  schoor'  würde  der  Lehrstoff  (wenig- 
stens fttr  Knaben)  großenteils  naek  Wunsck  der  Ingenieure  gewählt 
und  behandelt  werden. 

Moore  glaubt,  daß  die  Ausfnkrang  dieses  Programms  die  Ent- 
wicklung eines  "Laboratory  Systems''  des  Unteiriokts  in  der  Matkematik 
und  Pkysik  erfordere,  dessen  Hauptsiel  die  £rweckung  des  wahren 
Forsokung^eists  in  jedem  Sckfiler  und  eine  Würdigung,  praktisck 
sowohl  aJs  tkeoietisck,  der  fundamental- wissensckaftlidien  Metkoden 
sein  wOrde.  An  einem  solchen  System  wfirden,  nack  Meinung  des 
Sckfilers,  die  mathematiscken  Proiesse  und  Tkeorien  naok  den  Bedttrf- 
nissen  der  pkysikaliseken  Versncke  entwickelt  werden,  und  er  würde 
sie  mit  mehr  Eifer  und  Interesse  durckmacken,  weil  er  sie  in  einer 
andern  Arbeit  nötig  hat  Seitens  des  Lehrers  würden  die  Versuche 
so  gewSklt  werden,  daß  alle  nötigen  Prozesse  und  Sitze  der  Sckul- 
mathematik  zur  Anwendung  kämen,  und  so,  daß  von  einem  andern 
Gesicktspunkt  die  physikalischen  Yersucke  als  einleitende,  erläuternde 
oder  beleuchtende  Beispiele  zur  Mathematik  betrachtet  werden  könnten. 

,^8  ist  nicht  ratsam,  z.  B.,  Experimente  durchmachen  zu  lassen, 
die  den  Gebrauch  dt  s  Tast^^rzirkels  (Calipero),  des  Nonius  oder  des 
Keeheiischicbers  lehreu  sollen.  Anstatt  solcher  iminteressantcii  Experi- 
mente von  sehr  bej?renztem  Zweck  sollten  den  Schülern  höchst  inter- 
essante Probleme  aufgegeben  werden,  die  den  Gebrauch  dieser  Instru- 
mente erfordern;  der  Schüler  wurde  alsdann  von  selbst  sich  des 
Gebrauches  der  Instrumente  bemächtigen. 

Ebenso  können  die  Einzellieiten  mflthematischer  Routine  mit 
physikalischen  l'rnblemon  verbunden  werdon,  die  das  Interesse  der 
ÖcbiUer  erweck*  n  uati  it'.sseln.  Alles  existiert  natürlich  iu  seinen  Ver- 
hältnissen zu  andern  Sachen,  und  während  der  Lehrer  das  eine  lehrt, 
muß  er  auch  diese  Zusammenhänge  beleuchten.  Jedes  wichtigere  Er- 
gebnis sollte  durch  mindestens  zwei  verschiedeue  Methoden  erreicht 
werden." 
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Moore  glaubt^  daß  die  SchtUer  der  ''higli  sehools"  in  ein  wesent- 
liches Verhältnis  zu  den  fiindsmentalen  Kiementen  der  Trigonometrie, 
der  analytischen  Geometrie  nnd  der  Differential-  und  Integralreöhnni^ 
gebracht  werden  können,  wenn  nnr  die  ganze  Behsndlnng  in  engster 
Yerbindnng  mit  konkreten  Erscheinungen  gehalten  wird.  Das  zwanzigste 
JahrhnDdert  sollte  es  möglich  finden,  jungen  Ijeuten  wahrend  ihrer 
plastischen  Jahre,  in  gründlich  konkreter  und  anziehender  Form,  die 
wunderbaren  neuen  Ideen  des  siebzehnten  Jahrhunderts  zu  erschlieBen. 
Als  Folge^  erwartet  Moore,  würde  der  Student  im  "College*'  efifektiTcs 
Interesse  an  den  abstraktesten  Zweigen  der  Mathematik  kandgeben. 

Was  Axiome  und  kritische  Strenge  betrifit,  möge  der  Unterricht 
wohl  auf  einem  grofien  Fundament  Toa  Annahmen  angebaut  werden, 
und  die  philosophische  Kritik  der  Basis  selbst  sowie  die  EinschrSnkung 
des  Fnndamentalsystems  auf  tme  spätere  Zeit  Tersehoben  werden.  Es 
wäre  durchaus  praktisch  und  auch  durchaus  wissenschaftlich  ^  jeden 
Schüler  anzuhalten  fllr  sich  selbst  einen  Körper  Ton  geometrischen 
Grundprinzipien  zu  formulieren,  worauf  er  sein  geometrisches  Gebäude 
aufbauen  würde.  Die  Schüler  würden  manche  der  Axiome  garnicht 
aussprechen,  aber  als  ganz  selbstverständlich  fast  unbewußt  annehmen 
und  anwenden.  Andererseits  würden  natürlich  verschiedene  Schüler 
verschiedene  Systeme  von  Axiomen  aufstellen,  und  die  JBe«jnechung 
dieser  Systeme  würde  es  allen  klarer  raachen,  was  eigentlich  die  Rolle 
der  Axiome  in  der  Theorie  der  Geometrie  ist. 

Am  Schluß  seiner  iiede  hat  .Moore  die  Bildung  eines  nationalen 
Vereins  zur  Beratung  über  Fragen  der  Pädagogik  der  Mathematik 
empfohlen. 

Diesem  Vorsclilage,  obwohl  am  Ende  der  Redo  in  wenigen  Worten 
ToriTebracht  und  seinem  Wortlaute  nach  nur  an  den  angeredeten  Verein 
gern  htet,  dürfte  jedoch  die  größte  Tragweite  beigelegt  werden,  und  er 
hätte,  in  seinem  wahren  Geiste  nnd  nicht  nur  buchstäblich  gedeutet, 
die  Annahme  anderer  wolilgegründeter  N'orschläge  zur  Folge.  Denn 
die  Existenz  tatkräftiger  Vereine,  mit  regelmäßigen  und  häufigen  Zu- 
sammenkünften nnd  mit  einem  weitverbreiteten  Journal  als  Organ,  die 
die  gründliche  Erörterung  pädagogischer  Fragen,  die  Stärkung  des 
esprit  du  corps  imter  den  Lehrern,  und  das  engere  Zusammenwirken 
dt  r  Lehrer  der  Mathematik  und  der  naheliegenden  Naturwissenschaften 
citrig  beförderten,  würde  die  Einführung  und  Ausprobierong  spezifischer 
Keformprogramme  am  allersichersten  verbürgen. 

Als  Hauptrorsohläge  in  Moores  Rede  mögen  schließlich  herror^ 
gehohen  werden: 

X.  Daß  das  Rechnen  durchaus  konkret  gemacht  werde. 
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2.  Daß  iii  den  "liigb  schools"  die  verschiedeneu  Zweige  der  Mathe- 
matik mit  der  Physik  za  einem  zusammeiiliäiigeiiden  Glänzen  yer« 
schmolzen  werden. 

^  DhS  die  FSliigkeiten  der  Schiller  über  die  anzustrebende  Strenge 
entscheiden  sollten.  —  Große  Systeme  Ton  Axiomen  dürfen  benutzt 
werden. 

4.  Daß  das  Vorhergehende  durch  ein  ^laboratoiy  sjstem'^  des 
Unterrichts  erreicht  werde. 

5.  Daß  lokale  Vereine,  sowie  eine  nationale  Organisation  zur  Er- 
örterung mathematisch -pädagogischer  Fragen  gegründet  werden. 

7.  Mathemut isüi-Fiidaflog^the  Vereine.  Im  Jalire  1902  wurde  die 
"Central  Association  of  Science  and  Mathematics  Teachers"  gegründet 
und  seitdem  die  folgenden  Vereinigungen:  The  New  England  Association 
of  TeaeheFS  of  Mathematics,  The  Association  of  Teaehers  of  Mathematics 
in  the  Middle  States  and  Matyland;  State  Assodations  in  Ohio,  Missouri, 
Wellington;  auch  Terschiedene  städtische  V^ine,  wie  z.  B*  in  Chicago, 
St.  Louis,  CleTeland.  Es  existieren  auch  Abteilungen  fUr  Mathematik 
in  Verbindung  mit  verschiedenen  allgemeinen  Lehrerrereinen. 

Am  5.  Juli  1905  wurde  eine  Versammlung  von  Verttetem  beinahe 
aller  dieser  Vereine  zu  Asbuiy  Park,  N.  J.,  im  Ansdiluß  an  die  jahr- 
liche Versammlung  der  ''National  Educational  Association"  abgehalten, 
und  eine  '^National  Association  of  Teaehers  of  Mathematics  and  Science'' 
gebildet.  Vermutlich  wird  dieser  Verein  jährliche  Versammlungen  in 
Verbindung  mit  denen  der  ''National  Educational  Association''  abhalten. 
Er  wird  hoffentlich  viel  zur  Forderung  des  mathematischen  Unterrichts 
in  den  Vereinigten  Staaten  beitragen,  obwohl  nach  wie  Tor  das  Haupt- 
gewicht wohl  in  den  geographisch  kleineren  Vertuen  liegen  wird.  Die 
großen  Entferungeu  Amerikas  gestatten  nur  einer  yerhaltnismEflig  sehr 
geringtti  Anzahl  TOn  Lehrern ,  den  Versammlungen  eines  nationalen 
Vereins  beizuwohnen.  Man  bedenke,  daß,  wenn  die  nächste  Vei> 
sammlnng  des  Vereins  in  San  Francisco  abgehalten  wird,  was  sehr 
wohl  möglich  ist,  die  Mathematiker  New  Yorks  oder  Bostons  eine  ebenso 
große  Reise  zurück/ulegeu  haben,  als  ob  die  Versammlung  iu  London 
oder  Paris  stattfände. 

Von  allgemeiueiii  Ititeiesse  ist  die  Frage,  ob  der  nationale  Verein 
nur  aus  Mathematikern  bestehen  solle,  oder  ob  auch  Naturwissen- 
schaftler zuzulassen  seien.  Gute  Gründe  lassen  sich  für  beide  Ajisichten 
angel>eii,  utul  die  existieren  den  Vereine  sind  auch  zum  Teil  auf  der 
einen  Basis,  zum  Teil  auf  der  .ludeiu  gebildet.  Nach  einer  läntyeren 
Besprechung  wurde  aber  fast  einstimmig  besehlossen,  diiß  der  nationale 
Verein  Naturwissenschaftler  sowohl  als  Mathematiker  als  Mitglieder 
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zulassen  sollen  in  der  Erwartung  natürlicli,  daß  neben  den  allgemeinen 
Versammlungen  auch  besondere  AbteilongsTersammlungen  für  Mathe- 
matik, für  Physik  usw.  Teranstaltet  werden  Rollen. 

Diese  Vereine  bekunden  alle  eine  re^re  Tätigkeit  und  ein  lebhaftes 
und  wachsendes  Interesse  an  der  Pädagogik  der  Mathematik,  und 
sweifelsohne  werden  sie  eine  wichtige  Rolle  in  der  weiteren  Entwick- 
lang des  mathematischen  Unterrichts  in  den  Vereinigten  Staaten  spielen. 

Eine  monatUehe  Zeitschrift,  '^School  Science  and  Mathematics''^), 
dient  den  meisten  von  ihnen  als  offizielles  Organ  und  bnngt,  nebst 
besonders  für  die  Zeitsohrifl  Terfaßten  größeren  und  kleineren  Artikeln, 
Berichte  der  Verhandlungen  der  Terschiedeiien  Vereine^  sowie  die  Tages- 
neoigkeiten.  Mittels  dieser  Zeitschrift  ist  es  also  mS^ch  den  weiteren 
Gang  der  amerikanischen  Bewegung  zu  verfolgen. 

8.  Skaainmeiiifamiing.  Die  heutigen  Bewegungen  in  den  Vereinigten 
Staaten  erzielen  hinsichtlieh  des  mathematischen  Unterrichts  wenigstens 
drei  Hauptzwecke: 

1.  Den  Untemcht  in  der  Mathematik  mehr  anschaulich  zu  gestalten; 
ihn  in  engere  Verbindung  mit  der  Physik  und  mit  allen  Anwendungen 
der  Mathematik  zu  bringen.  Dies  ist  dieselbe  Tendenz  amerikanischen 
Verhältmssen  angepaßt,  die  wtsk  in  Deutschland;  in  Frankreich  und  in 
England  fühlbar  macht. 

%  Die  jetzige  Anordnung  der  mathematischen  Fächer  zu  ver- 
bessem.  Die  Ausführung  solcher  Vorschlage  luingt  nicht  nur  tou  ihrem 
eigenen  Wert  und  ihrer  Zeitgemäßheit  ab,  sondern  auch  ron  der  oben 
skizzierten  allgemeinen  Lage  des  Scholz  und  ünterrichtswesens  in  den 
Vereinigten  Staaten. 

3.  Die  Fragen,  die  den  mathematischen  Unterricht  betreffen,  mittels 
Vereinigungen  und  Zeitschriften  eingeht  jul  zu  erörtern. 

Daß  die  letzten  .labre  eine  Neubelebuüü;  des  Interesses  nii  der 
Pädaf^oj^ik  der  Matlieuiutik  gesehen  haben,  ist  unverkennbar.  Was 
daraus  werden  wird,  })leibt  Sache  der  Zukunft  —  aber  die  Zeichen  der 
Zeit  berechtigen  uns  zu  glauben,  daß  in  den  nächsten  Jahren  wertvolle 
l'ortse}! ritte  in  allen  drei  der  ebengenunnten  Hauptrichtungen  zu  er- 
warten sind. 

Universität  Chicago,  im  August  1905. 

1)  Verleger:  Smith  k  Turtou,  44U  Kenwood  Terrace,  Chicago. 
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Uber  konforme  Abbildung  mehrfach  zusammenhängender 
ebener  Bereiche»  insbesondere  solcher  Bereiche,  deren  Be- 
grenzung Yon  Kreisen  gebildet  wird. 

Von  Paul  Koebb  in  Berlm. 

Bernhard  Riemann  hat  in  seiner  Inaugnraldiflsortation  den  Sats 
«i^esteUt,  daß  zwei  in  einer  Ghene  liegende  ein&ch  zusammenhängend«^ 
▼on  je  einer  lUuidlinie  begrenzte  Bereiche  stets  konform,  d.  h.  zn- 
BAmmenkängend  und  in  den  kleinetei  Teilen  gleichstimmig  ähnlich  auf 
einander  abgebildet  werden  können  in  der  Weise,  daß  jedem  Ponkte 
des  einen  Bereichea  ein  und  nnr  ein  Punkt  dee  andern  Bereiches  en(- 
aprieht  und  umgekekii  FOr  mehrfeeh  zusammenliSngende  sehlieht^ 
blätfarige  ebene  Bereldie  ist  die  analoge  Frage  Ton  Herrn  Schottky 
in  seiner  Arbeit  „Über  die  konforme  Abbildung  mehr&cli  zusammen- 
hängender  ebener  Flildien''  (Grelles  Journal  Bd.  83)  behandelt  worden. 
Zwei  solche  Bereiche  können  im  allgemeiuen  nicht  konform  auf  ein- 
ander abgebildet  werden,  sondern  nur  dann  und  stets  dann,  wenn  die 
Klsssen  der  su  diesen  Bereichen  gehörenden  algebraischen  Gleichungen 
(Klasse  im  Biemannschen  Sinne  Terstanden)  tLbereinstimmen  und 
außerdem  eine  gewisse  topologische  Bedingung  erf&llt  ist,  welche  aus 
dem  Unterschiede  zwischen  einem  Bereiche  und  seinem  in  beaug  auf  eine 
gerade  Linie  genommenen  Spiegelbilde  entspringt. 

Im  folgenden  beschiftnke  ich  mich  zunächst  auf  die  Betrachtung 
solcher  Bereiche^  welche  die  Ebene  schlicht  flberdeeken  und  deren  Be- 
grenzung aus  einer  endlichen  Anzahl  von  Kreisen  gebildet  wird,  von 
welchen  keine  zwei  einander  schneiden  oder  berflhren.  In  diesem  Falle 
läßt  die  Frage,  wann  zwei  solche  Bereiche  konform  auf  einander  ab- 
gebildet werden  können,  eine  spezielle  Behandlimg  zu.  Werden  die 
Punkte  der  Hbeiie  in  der  bekaniitou  Weise  als  die  geometrischen  Keprä- 
seutanten  der  Werte  einer  veränderlichen  komplexen  Größe  z  =  x  iff 
aufgefaßt,  so  kann  das  llesultat  folgendermaßen  ausgesprochen  werden: 

Zwei  in  der  z-Ebetie  liegende  schlichthlnUrige  Bereiche  T  und  2  ', 
jeder  hegrenzt  von  q  1  Kreiden,  von  welchen  leim  zwei  einander 
scJmeidf'n  odrr  bcridtrcu,  Idssni  sich  stets  datni  toul  nur  dann  konform 
auf  t  htüudcr  ahbiUien,  nenn  es  eine  ganze  oder  gebrochene  lineare  Trans- 
formation 

gibtf  vermittels  deren  der  Jiereidh  T  in  den  Bereich  T  übergelU, 
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Um  diesen  Satz  zu  beweisen,  zeige  ich  folgendes: 

Eine  analytische  Funktion  e'  »  f{e)f  durch  deren  VermUtä/mg  moei 

soMte  Bereiche  konform  auf  einander  abffMdei  werde»,  kam  mr  eine 

gange  oder  gebroehene  Uneare  Funktion  von  ß  eein. 


Im  Fdle  9 » 0  kann  der  Beweis  des  snleftst  sn^geepzoeheneii 
SatieSy  wie  bekannt^  besonders  leieht  erbiacht  weideiiL  Dabei  kann 
man  sich  entweder  dea  Spiegelnngsprixuaps  bedUnen  oder  eines  Sataes 
der  Poientialäieorie^  naeh  welehem  eine  im  Innern  einea  ebenen  Be- 
reiebea  eindeutig  und  regnlSr  definierte  Potentialfiinktiony  welehe  iSnga 
der  ganzen  Begrenaong  des  BcEreiches  den  Wert  nuU  annimmt,  auch 
Ittr  alle  inneren  Ponkte  Terachwindet.  Beide  Wege  f&bxen  anch  im 
Falle  p    1  zum  Ziele. 

Naeh  der  swsiten  Methode  gestaltet  eich  der  Beweis  folgendermaßen. 

Ton  den  Bereicben  T  imd  T*  kann  dmreh  awei  lineare  Trans- 
Ibmationen 

an  swei  TOn  kooientrischen  Kreisen  begrenaten  Kiuggebieten  ttber- 
gegsngen  werden,  weldie  beide  den  NnUpnnkt  aom  Mittelpunkt  und 
den  Binheitskreis  ab  äußeren  Begrenzungskreis  baben.  Fnner  kann 
angenommen  wcvden,  daß  die  Funktion  >—  <p{ei),  in  welehe  g'  ^f(g) 
durch  die  angegebene  Transformation  fibergeht,  die  Peripherie  dea 
Einheitikraises  in  aieh  überfQhrt.   Dann  ist  die  Punktion 

M       m  log  tp{Z^)  =  log  ;  ,  ') 

eine  der  partiellen  Differentialgleichung 

genügende  Fonktion  der  beiden  durch  die  Gldeinmg  z^^x^-^  iy^  er- 
klaiten  reellen  Yerlndeiliehen     und      Diese  Fonktion  ist  im  Innern 

von  Tj  eindeutig  und  regulär  erklärt,  längs  des  äußeren  Begrenzungs- 
kreises  Ton  2\  nimmt  sie  den  Wort  nuü,  längs  des  inneren  Begrenzungs- 
kreises Pinen  konstanten  negativen  Wert  an;  also  ist,  wenn  a  eine 
pasaeiid  zu  wäiiientie  positive  ürüße  bezeichnet, 

3lllogy(«i)  —  3l(a-log<fi), 

mithin 

wobei  h  eine  reelle  Konstante  bedeutet   Die  positive  Größe  a  kann 


1)  Der  Buebstebe  81  soll  bedeuten :  Btdkr  TeA  wm. 

10* 
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nnr  den  Wert  1  kabeu;  deuu  wenn  2^  den  Eiiilieibkreis  einmal  durch- 
läuft, so  dundilanft  qp(^/)  den  gestellten  Hediugungen  zufolge  den  Ein- 
heitskreis  genau  einmal  und  zwar  in  demselbeu  Öiuue  wie  ß^.  Dem- 
nach wird 

Die  durch  die  Funktion  (p{zi)  Termittelte  konforme  Abbildung  entapacht 
also  einer  Drehnng  der  Argumentebene  um  den  Nullpunkt  aU  Mittel- 
punkt. Folglieh  müssen  die  beiden  Kreisringe  7\  und     identiscli  sein. 

Weil  ^Qfi)  eine  lineare  Funktion  Ton  is^  so  ist  auch  f(g)  eine 
lineare  Funktion  Ton     was  zu  beweisen  war. 

Zu  dem  Ereispaare»  welches  die  Begrenzung  des  Gebietes  T  bildet, 
gehört  eine  bestimmte  Sehar  Ton  Orthogonalkreisen.  Wird  irgend  einer 
dieser  Orthogonalkreise  herausgegriffen,  so  bestimmt  derselbe  mit  den 
Kreisen  des  Paares  vier  Schnittpunkte.  Die  komplexe  Koordinate 
irgend  eines  dieser  Sdmittpunkte  werde  mit  a  bezeichnet,  mit  h  die 
komplexe  Koordinate  des  auf  auf  demselben  Kreise  wie  a  liegenden 
Schnittpunktes.  Die  Punkte  a  und  h  bilden  die  Endpunkte  eines 
Stücks  des  Orthogonalkreises,  welches  mit  dem  Gebiete  T  nur  die 
Punkte  a  und  b  gemeinsam  hat.  Verfolgt  man  den  Orthogonalkreis 
von  a  aus  in  der  durch  den  genannten  Kreisbogen  bestimmten  Richtung 
über  h  hinaus,  so  gelangt  man  in  ge\s  isser  Reihenfolge  zu  den  beiden 
noch  übrigen  Schnittpunkten  des  Orthogonalkreises  mit  dem  Ereispaare. 
Die  komplexen  Koordinaten  dieser  Schnittpunkte  mögen  nach  einander 
mit  c  und  ä  bezeichnet  werden.    Das  Doppelverhältnis 

hat  dann  einen  reell eii  Wert,  welcher  weder  von  der  besonderen  Wahl 
de»  OrthogonalkreineB  ahhängt  noeli  davon,  welche  der  vier  Schnitt- 
punktskoonlinriten  mit  a  hezeielmrt  worden  ift. 

Wird  mit  (a',  //;  c\  d')  das  dt  ni  (Tcldete  7"  /ngt  urduete  analog 
gebildete  Doppelverhältnis  bezeichnet,  so  kann  das  für  den  Fall  =  1 
erhaltene  Resultat  folgendermaßen  ausgesprochen  werden: 

Die  notwendige  und  hinreichende  Bedin(junfj  dafür,  daß  das  Ge- 
biet T  konform  auf  das  Gchid  T  ahjehUdi  f  ir erden  kanUf  ist: 

Wird  speziell  jedes  der  G^iete  T  und  T  von  zwei  konzenirischen 

Kreisen  oder  jedes  der  Gebiete  T  und  T*  von  einer  Geraden  und  einem 
Krei.se  be(/renzt,  so  können  diese  Gebiete  stets  dann  und  nur  dann  konform 
auf  einander  abgebildet  werden^  nenn  sie  im  yeivOhnlichen  Sinne  ähn- 
lidi  sind. 
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Ich  gehe  non  dazu  ttber,  den  oben  anagesproeheiieii  Satz  allgemein 
darzatun. 

Gegeben  aeien  in  der  ^er-Ebene  zwei  +  l)-ÜBch  zaBammenhängende 
aehliehtblfttirige  Bereiche  T  und  T',  jeder  begrenzt  toü  ^  +  1  KrÖBea, 
▼on  welcben  keine  zwei  einander  aehneiden  oder  berühren.  Mit  f(s) 
werde  wieder  eine  analytiecbe  Funktion  bezeichnet,  dnrch  deren  Yer^ 
mittelnng  der  Bereich  T  konform  anf  den  Bereich  T  abgebildet  wird. 
Ohne  Beachrankang  des  Grades  der  Allgemeinheit  der  zn  nntenrackenden 
Frage  kann  angenomm^  werden,  daß  beide  Bereiche  ganz  im  Endlichen 
liegen  nnd  daß  bei  der  Abbildung  die  beiden  äußeren  Begrenznngs- 
kreise  K  und  K'  einander  entsprechen. 

Ich  denke  mir  nun  den  Bereich  T  an  jedem  seiner  q  inneren  Be« 
grenzungskreise  gespiegelt  Die  so  entstandenen  p  BOdexemplare  des 
Bereiches  T,  zusammengenommen  mit  dem  Bereiche  T,  erganzen  sich 
zu  einem  Bereiche  T^,  welcher  nach  außen  durch  den  Kreis  K,  nach 
innen  durch  ^*  hinzugekommene  Eieise  begrenzt  wird.  In  analoger 
Weise  entsteht  aus  dem  Bereiche  T'  ein  Bereich  7^.  Die  Funktion  f(0), 
welche  der  Annahme  gemäß  eine  konforme  Abbildung  des  Bereiches  T 
auf  den  Bereich  T  vermittelt,  existiert  auf  Grund  des  Spiegelungs- 
priii/ijis  auch  im  ganzen  Innern  des  Bereiches  7\,  welcher  vermittelet 
dieser  Fuiiktiun  konform  auf  <leu  Bereich  T,'  abgebildet  wird. 

Wird  jedes  der  vorhin  erhaltenen  q  Bildexeuipiare  des  He- 
reiches  T  an  seiueu  y  inneren  Begrenzungskreisen  gespiegelt,  so  ent- 
stehen (J-  neue  Bereiche,  die,  ziun  Bereiche  hinzugefügt,  einen 
Bereich  ergeben.  Aus  dem  Bereiche  entsteht  in  analoger  Weise 
durch  Hinzufüguug  toii  (j^  Bereichen  ein  Bereich  u.  s.  f.  in  infinitum. 
Der  Bereich  T„  wird  nach  außen  dtirch  den  Kreis  K,  nach  innen 
durch  q"^^  Kreise  befj:ren7t.  Mit  T'  mi)^e  derjeuij^e  Bereich  Ijezeichnet 
werden,  welcher  aus  I'  in  derselben  Weise  entsteht,  wie  J„  ans  T. 
Es  gilt  dann  für  jeden  ganzzahligen  positiven  Wert  von  n  die  Be- 
nu  rknng,  daß  die  ursprüns^lieh  nur  für  den  Bereich  T  definiert  gedaclite 
Funktion  /'(.~)  für  das  ganze  liniere  des  Gebietes  T„  eindeutig  und  mit 
dem  Charakter  einer  ganzen  Funktion  erklärt  werden  kann  und  d;iß 
vermittelst  dieser  Funktion  das  Qebiet  konform  auf  das  Gebiet  Tn 
abgebildet  wird. 

Wird  mit  der  gesanimte  Flächeninhalt  desjenigen  Gebietes  be- 
zeichnet, welches  den  Bereich  zur  ToHen  Fläche  des  Kreises  K  er^^uiz^ 
so  gibt  es  einen  von  n  unabhängigen  positiven  echten  Bruch  q  Ton  der 
Beschaffenheit,  daß 

ist 
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Zur  Begründung  der  letzteren  Behauptung  dienen  folgende  Be- 
merkungen. 

1)  Wird  ein  in  der  r-Ebene  gegebenee  ganz  im  Endlichen  liegendes 
zweifach  zusammenhängendes  von  zwei  einander  nicht  schneidenden 
und  auch  nicht  berührenden  Kreisen  begrenztes  Gebiet  T  irgend  einer 
ganzen  oder  gebrochenen  linearen  Transfonnation  unterworfen,  durch 
welche  das  Gebiet  T  wieder  in  ein  ganz  im  Endlichen  liegendes 
Gebiet  übergeführt  wird,  so  gibt  es  einen  von  der  besonderen  Walil 
der  Transformation  unabhängigen  positiven  echten  Bruch  q  von  der 
Beschaffenheit,  daß  der  Radius  des  innereu  Begrenzungskreises  von 
zum  Radius  des  äußeren  Beg^enzungskreises  von  7'^  ein  Verhältnis 
hat,  welches  kleiner  als  q  ist.  (Beweis  mit  Hilfe  des  früher  erwiihnten 
invarianten  Doppelverhältnisses). 

2)  In  der  Ebene  sei  ein  Kreis  Ä  mit  endlichem  Radius  J?  gegeben, 
außerdem  sei  ein  positiver  echter  Bruch  q  und  eine  positive  ganze 
Zahl  Q  gegeben.  Im  Innern  des  Kreises  K  mögen  p  andere  sich  gegen- 
seitig ausschließende  Kreisflä<'hen  betrachtet  werden.  Die  Radien  der 
letzteren  q  Kreise,  r,,  r,,  .  .  .,  r^,  sollen  außer  der  im  Vorhergehenden 
bereits  enthaltenen  Beschränkung  nur  noch  der  Bedingung 

r„<q-7f  fa  =  i,2,..,p) 

unterworfen  sein.  Dann  gibt  es  einen  zweit«'n  positiven  echten  Bruch  q 
von  der  Beschaffenheit,  daß  bei  jeder  den  gestellten  Bedingungen  ge- 
nügenden Wahl  von  q  Kreisen  der  gesammte  Flächeninhalt  dieser  Kreise 
zu  dem  Flächeninhalt  des  gegebenen  Kreises  ein  Verhältnis  hat,  welches 
kleiner  ist  als  q.  (Die  Richtigkeit  dieser  Behauptung  im  Falle  p  =  n 
läßt  sich  aus  der  Richtigkeit  derselben  im  Falle  q  =  1  durch  das 
Schluß  verfahren  der  vollständigen  Induktion  folgern.) 

Die  Existenz  einer  positiven  Größe  q<.l  von  der  Beschaffenheit,  daß 
fn  +  i<Q  fm  (w  =  0,  1,  2, . . .)  ist,  kann  auch  unter  alleiniger  Zuhilfe- 
nahme der  Bemerkung  1)  bewiesen  weiden, 
wenn  man  sich  in  das  Innere  des  (p  -h  1)- 
fach  zusammenhängenden  Bereiches  T  g  -\-  i 
den  Begrenzungskreinen  von  T  benachbarte 
Kreise  eingezeichnet  denkt,  wie  neben- 
stehende Figur  zeigt,  und  die  bei  dem  früher 
beschriebenen  Spiegel ungsprozesse  sich  er- 
gebenden Bilder  des  Bereiches  T  mit  den 
entsprechenden  Kreislinien  versehen  denkt. 
Durch  die  p  +  1  eingezeichneten  Kreise  wird 
das  Gebiet  T  in  p  +  1  zweifach  zusammen- 
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hängende  Kinggebiete  und  ein  (q  -f  l)-faeh  zusammenhangendes  Gebiet 
zerlegt.  Die  o  4-  1  » ms^ezeichueten  Kreise  können  so  gewählt  werden, 
daß  jeder  derselben  mit  dem  ihm  benachbarten  Begrenzungskreise  des 
Gebietes  T  konzentrisch  ist  und  daß  für  jedes  der  p  -(-  1  Ringgebiete 
das  KadienTerhältnis  der  Begrenzungskreise  einen  und  denselben  Wert 
q  <  1  besitzt.  Die  Große  q  kann  dann  gleich  q'  gewählt  werden. 
Ana  den  UagUichheiten  f^^i  <  9  *  /«   (n  ^  0,1,2,     .)  folgt 

lim  /L  -  0. 

In  derselben  Weise  ergibt  sich  für  dos  Gebiet 

lim/;»0. 

Bei  dem  Prozesse  der  sukzessiven  Spi^;eliuig  wird  daher  nach  und 
nach  das  ganze  Imufe  des  Kreises  K  bezw.  K*  aiugeftUlt.  Ansge- 
sefaloiseii  bleibt  nur  eine  gewisse  nidit  absählbare  Menge 
weldiB  keinem  der  Gebiete  besw.  T«  angebdren.  Diese  Punkte  aind 
in  der  Betzaebtnng  als  singulSie  Punkte  anzaMben.  Jedem  innerhalb 
K  liegenden  singoliren  Ponkte  entspricht  eine  wobldeflnierte  nneadliehe 
Kette  Ton  Spiegelungen  des  Gebietes  T,  TSrmoge  deren  die  snkzessiTe 
sich  ergebenden  Bilder  des  Gebietes  T  unter  bestindiger  Yerideinerang 
ihres  Saßeren  Umfrngs  sieb  auf  jenen  Punkt  susammenzieben.  Ordnet 
man  jedem  innerhalb  K  gelegenen  singularsn  Punkte  d^enigen 
Bingulären  Punkt  innerhalb  K*  wa,  auf  welchen  man  duiob  den  ent- 
sprechenden Spiegelungsproseß  geführt  wird,  so  ist  damit  auch  ftlr  die 
singulären  Punkte  innerhalb  K  eine  Definition  der  Funktion  f(z)  ge- 
geben. Bei  dieser  Definition  sind,  wie  man  leicht  erkennt,  die  Be- 
dingungen der  Stetigkeit  erl&llt.  Die  Funktion  f(ff)  Termittelt  also 
eine  umkehrbar  eindeutige,  im  allgemeinen  konforme,  an  den  singulSren 
Punkten  sicher  stetige  Abbildung  der  FUUihe  des  Kreises  K  auf  die 
Fläche  des  Kreises  K'. 

Es  wird  nun  darauf  ankommen  zu  zeigen,  daß  diese  Abbildung 
auch  an  den  singulären  Funkten  die  igen  seh  aften  einer  koufornieu 
Abbildung  besitzt  und  daß  das  Vergrößerungsverhültui.s  einen  von  null 
verschiedenen  endlielien  Wort  hat.  Da  bereits  feststeht,  dulj  veimöge 
der  betrachteten  Abbildung  jedem  inneren  Punkte  des  Kreises  K  ein 
und  nur  ein  innerer  Punkt  des  Kreises  K'  entspricht,  so  genügt  es  zu 
beweisen,  daß  die  Funktion  fiz)  im  ganzen  Innern  des  Kreises  K  den 
Charakter  einer  ganzen  Funktion  besitzt. 

Zur  Begründung  dieser  Tatsache  kuuii  der  alleinige  Hinweis  auf 
die  Stetigkeit  der  Funktion  f(js)  au  den  singulären  Punkten  nicht 
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dienen,  weil  im  vorliegenden  Falle  jeder  singulare  Punkt  zugleich 
fläufungspnnkt  singulärer  Punkte  ist.*) 

Die  F  unktion  f(z)  verhält  sich  jedenfalls  im  Innern  des  Gebietes 
regulär.  Es  seien  K^^,  K^,  . . £^«4-1  die  inneren  ßegrenzangskreiae 
des  Gebietes  T^,  ferner  Ki,  K^,  . . K^n  +  i  die  diesen  Kreisen  Termöge 
der  Abbildung  der  Reihe  nach  entsprechenden  inneren  Begrenzungs- 
kreise  des  Gebietes  T,',.  Wird  mit  Zq  ein  beliebiger  innerer  Punkt  des 
Bereiches  T  bezeichnet^  so  ergibt  sich  bei  Anwendung  des  G an chy  sehen 
Integralsatzes  anf  das  Gebiet 


(1)  ■f^-C..jT~.^^,^J 


Jedes  der  + '  -f  1  integrale  ist  über  den  entsprechenden  He 
gren/Aingskreis  des  Gebietes  in  demjenigen  Sinne  zu  erstrecken,  für 
welchen  während  der  Integration  das  Gebiet  zur  Linken  liegt.  Die 
durch  die  Summe  2j  dargestellte  Größe  ist,  wie  die  Gleichung  (1)  zeigt, 
von  n  unabhängig.  £s  soll  jetat  dai^etan  werden,  daß  diese  Größe 
den  Wert  null  hat. 

Der  kürzeste  Abstand  des  Punktes  Zq  von  der  inneren  Begrenzung 
des  Gebietes  T  sei  gleich  d.    Mit  f/^  werde  die  komplexe  Größe  be- 
zeichnet, welche  dem  Mittelpunkte  des  Kreises  K'u  entspricht^  nnd 
seien  die  Radien  der  Kreise       nnd  Kj,,   Wird  dann 

gesetzt,  so  is  (p(z^)  =  r,'.  falls  die  Vnri:ible  z^^  auf  die  Peripherie  des 
Kreises       beschränkt  bleibt,  und  es  ergibt  sich 


J    ttft  —  *o      »/  —  *0 


Nun  ist 


r 


-0, 


weil  die  Funktion  eine  im  ganzen  Innern  des  Kreises  reguläre 

Funktion  Ton  z  ist.   Also  folgt 


1)  Eiuc  Ausnahme  bildet  nur  der  Fall  (•  =  1,  in  welchem  sich  nur  ein  eiraiger 
singulärer  Punkt  innerhalb  des  Kreises      desgleichen  innerhalb  K'  eqfibtu 
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Hiemiu  ergibt  iieh 

\J    z-z,  1^4^  d 


nuühin 


AT. 


In  dieser  UngLeichlieit  stellt  auf  der  Unken  Seite  eine,  wie  schon 
bemerkt,  yon  n  unabhängige  6r5ße,  auf  der  rechten  Seite  eine  mit 
ttxiendlich  wachsendem  n  unendlich  klein  werdende  Große.  Ans  der  ge- 
nannten Ungleichheit  kann  daher  der  Schluß  gezogen  werden: 


Gleichung  (1)  geht  jetzt  über  in 


(3) 


1  rf{z')dz\ 

Ist*  /  z' — 


Dieser  Ausdrack  "für  f(z^  lehrt,  daß  die  Funktion  [{z)  im  ganzen 
iiiuern  do.s  Kreises  K,  auch  iui  den  vorhin  als  singular  bezeichneten 
Punkten  den  Charakter  einer  ganzen  Funktion  besitzt.  Die  Funktion 
besitzt  daher  in  der  Tat  alle  Kigenschaftcn  einer  Funktion,  durch 
welche  this  ganze  Innere  des  Kreises  Ä  kuufonn  auf  das  ganze  Innere 
des  Kreises  K'  abgebildet  wird.  Die  Funktion  f{z)  kann  lol<Tlich  nur 
eine  ganze  oder  gebrochene  lineare  Funktion  von  £  sein,  was  zu  be- 
weisen war. 


Ein  von  p  +  1  Kreisen  begrenzter  Bereich  von  der  betrncliteten 
Art  kann,  wenn  p  »  0  oder  1  ist,  stets  auf  unendlich  mannigÜBltige 
Weise  auf  sich  selbst  konform  abgebildet  werden.  Ist  hingegen  p  ^  2, 
so  ergibt  sich  aus  dem  soeben  bewiesenen  Satze: 

1)  Die  idenÜsehe  JJbbücktng  ist  die  eineige  konforme  Alihüdung  eines 
sMie»  Benitkes  auf  su^  sdbatf  ujddte  der  Bedingung  genügt,  jeden  Be^ 
greneungtStreia  einsdn  in  sich  überettßhren. 
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2)  Ein  solcher  Bereich  läßt  im  alhjrmeinen  außer  der  identisdien 
Abbildung  überhat^  keine  konfoi-me  Abbildung  auf  sich  selbst  gu;  m 
jedem  Falk  läßt  er  mar  enie  enäUtiie  AmoH  kcnfwrmer  Abbildungen  auf 
aieA  sdbsi  mu. 

DaraoB  folgt: 

3)  Werde»  äwei  soldie  Serek^  als  nidti  iveaenüid^  versdiieden  bt' 
iraddet,  wenn  sie  konfonn  auf  einander  äbgdnldet  leerden  können,  so 
hängi  der  äUgemeinsk  derarüge  Bereidi  noch  vm  Sq  —  S  wesenüit^ 
reeUen  Konstanten  ab, 

Kaoh  einem  Ergebnisse  der  oben  erwähnten  Schottkyseben  Arbeit 
hangt  der  allgemeinste  acblichtblattrige  ebene  Bereich  mit  ^  + 1 
Begrenzungslinien  {q  >  2)  eben&Us  von  3  p  —  3  wesentlichen  reeUen 
Konstanten  ab.  Die  Aufgabe,  einen  beliebig  gegebenen  scblichtbföttrigen 
ebenen  Bereich  anf  einen  Ton  p  +  1  Kreisen  begrenzten  schlichtblattrigen 
ebenen  Bereicb  konform  abzubilden»  wurde  von  Herrn  Schottkj  (1.  e.) 
als  ein  Problem  der  Theorie  der  linearen  Differentialgleichungen  zweiter 
Ordnung  mit  algebraischen  Koeffizienten  formuliert.  Aus  dem  oben 
bewiesenen  Satze  geht  herror,  daß  es  in  keinem  Falle  mehr  als  einen 
den  Bedingungen  der  Aufgabe  genügenden  kreisffhuiji^  l>egrenzten 
Bereich  geben  kann,  wenn  zwei  durch  eine  ganze  odei  i;*  l)rochene 
lineare  Transformation  in  einander  übergehende  Bereiche  iiiclit  als  ver- 
sehicdeu  betrachtet  werden.  Für  den  Nachweis,  daß  es  in  jedem  Fülle 
einen  den  Bedingungen  der  Aufgabe  genügenden  kreisfTn  inig  begrenzten 
Bereich  gibt,  kommen  außer  der  Arbeit  des  Herrn  Schottky  nament- 
lich die  von  Herrn  Poincare  in  den  ersten  Bänden  der  Acta  maiJte- 
nialica  veröffentlicbten  Arbeiten  in  Betracht.  M 

Die  Beschriinknni?  der  l^etrachtu nuf  schlichtblättrige  Bereiche 
stellt  i"\\r  das  A bbibhinirs])robl>'m  keine  wesentliche  Besclirnukniitr  diir, 
sofern  nur  vorausgesetzt  wird,  daß  die  Anzahl  der  lieLrreii/,uii<j,n.liiuen 
der  zu  betraehtendeii  Bereiche  endlich  und  gleich  der  Ordnungszahl 
ihres  ZusHiuiiieiihauges  ist. 

Eö  gilt  tulgeudei-  Satz: 

Wenn  F  ein  cmUi(lt  iidhlättri(fes  Itivmannsihrs  Fliirhetistiifl'  iat, 
welches  in  seinem  Innern  nur  eine  endliehe  Anzahl  von  Windungspunkten 
entiuüt  und  für  welchen  die  Ordmu^ssahl  des  Zusammenhanges  gleitet  der 


1)  Im  Falle  ^  =  1  bietet  die  Abbüdungaaufgabe  «rbebHche  Schwierigkeiten 
mcht  dar.  Eine  Lösnng  der  Aufgabe  ist  zu  linden  bei  Scbottkj  (1.  e.)>  Man 
bau  aaeh  einen  Weg  einacblagen^  welcher  dem  Ton  Riemaun  (DiBaertation 
Art  21)  und  Schwarz  (Oes.  Abb.  Bd.  II,  pag.  164—166)  im  falle  «  —  0  ein- 
geschlagenen entepdcht. 
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AsMold  ^  +  1  äer  Becfrcnzungslinien  ist,  so  ist  es  möglich,  den  JBereidi  F 
ionform  auf  emm  sddicMbläUngm  Ebenen  Berekh  ab/wbiiden. 

Für  den  Beweis  dieeee  Setze«  genügt  ee,  Annahmen  Yon  sehr  all- 
gemeiner  Alt  fiber  die  Katar  der  Begrensangslinien  zn  machen;  ine^ 
heaondere  ist  es  nicht  erforderlich  die  Begrensongsliiiien  als  analytiech 
Toranaxaeetaen. 

Den  Beieich  F  denke  man  sich  zunächst  tlher  jede  seiner  p  + 1  Be- 
grenanngslinien  hinaus  ein  StOck  fortgesetst,  indem  an  jeder  dieser 
Begrenzangslinien  ein  sweiÜMh  zoBammenhangender  FlSchenstreifen  sa* 
gesetzt  wird  Diese  Operation  bietet  anch  an  den  mSglichenreiee 
Torhandenen  Eckpunkten  der  B^prenznng  keine  Schwierigkeit  dar,  selbst 
wenn  der  an  einer  Ecke  gebildete  Winkel  gröfier  als  2«  ist  Im 
letateren  Falle  geht  durch  die  angegebene  Operation  der  Eckpunkt  in 
einen  inneren  Windnngspunkt  über.  Der  Bereich  F  erscheint  jetat  als 
Teilbeieich  eines  anderen  Bereiches  Fi,  seine  Begrenzimg  hat  mit  der 
Begrenaong  des  Bereiobes  F^  hemmi  Punkt  gemeinsam.  Die  Begreosung 
des  Bereiches  Fi  kann  so  gewShlt  werden,  daß  sie  aus  einer  endlichen 
Anzahl  geradliniger  Strecken  gebildet  wird.  Die  Anzahl  der  Begrenzongs« 
linion  des  Bereiches  F^  stimmt  mit  der  Anzahl  der  Beffrenzungslinien 
des  Bereiches  überein,  und  es  ist,  wie  beim  Hereiche  J\  die  Ord- 
nungszahl des  Zusammenhanges  des  Bereiches  t\  gleich  der  Anzahl 
seiner  Begrenzuugslinien. 

Nunmehr  denke  man  sieh  jeder  Begrenzmigshnic  los  Bereiches  Ft 
einen  willkürlichen  l'unkt  des  Kaumes  zugeordnet  und  von  j<Mlem 
Punkte  der  Begrenzung  von  nach  dem  zugeordm^ten  Raumpunkte  die 
geradlinige  Verbindungsstrecke  konstruiert.  Auf  diese  Weise  entMeheu, 
den  ()  -f  1  He;^nx-nzunj;slinien  von  entsprechend,  p  -|-  1  eintaeli  zu- 
Hummenhiin<reiide  Flächeiist ticke.  Dieae  Q-rl  einfach  zusammenliiingenden 
Flüchenstücke  denke  man  ^sich  zum  Bereiche  jPj  hni/iiLCetügt,  wodurch 
man  eine  geschlossene  Fläehe  erhält.  Trifft  man  die  Festsetzung, 
daß  die  mö<^licherweise  vorhandenen  1  )urrhs<*hnittslinien  zwischen  den 
p  -f  1  einiiujh  zusammenhängenden  Flächenstücken  nicht  als  Ubergangs- 
Imien  zwischen  diesen  Flächenstücken  betrachtet  werden  sollen,  so 
▼erhalt  sich  die  geschlossene  Fläche  F^  hinsichtlich  ihres  Zusammen- 
hanges wie  die  schJiclite  Olierflllche  einer  Kugel.  Die  den  Begrenzung»- 
linien  von  Fi  zugeordneten  Kaumpunkte  hätten  auch  in  der  £beae 
4er  Fläche  Fi  gewählt  werden  kfinnen. 

Weil  die  Begrenzung  des  Bereiches  F,  aus  einer  endlichen  Anzahl 
geradliniger  Strecken  gebildet  wird,  so  kann  yon  der  geschlossenen 
einfach  zusammenhängenden  Fläche  F^  folgendes  behauptet  werden: 
Ist  P  irgend  ein  Punkt  der  Flache  F^,  so  gibt  es  auf  der  Flüche  Ff 
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eine  den  Punkt  P  in  aeinem  Inneiii  enthaltende  Umgebung  Ton  P, 
welche  konform  auf  die  Flache  eines  Kreises  abgebildet  werden  kann. 
Efl  sind  daher  fftr  die  Fläche  die  Bedingungen  erftillt,  unter  welchen 
Yon  Herrn  Schwarz  die  Möglichkeit  der  konformen  Abbildung  einer 
solchen  Flache  auf  die  schlichte  Oberfläche  einer  Kugel  bewiesen 
worden  ist  (Gesammelte  mathematische  Abhandltmgen  Bd>  II,  Seite 
167—170). 

Bei  der  konformen  Abbildung  der  Fläche  Ff  auf  eine  schlichte 
Ebene  geht  der  ursprünglich  gegebene  Bereich  F  in  einen  Teilbereich  G 
dieser  Eboie  über,  womit  die  oben  ausge.sp  röchle  Behauptung  be- 
wiesen isi 

Besteht  die  Begrenzung  des  Bereidies  F  speziell  aus  einer  end- 
lichen Anssahl  Ton  Stücken  analytischer  Linien^  die,  soweit  sie  in  Be- 
tracht kommen^  überall  den  Charakter  algebraischer  Kurven  besitzen, 
so  gilt  dasselbe  Ton  der  Begrenzung  des  Bereiches  G. 

Wird  die  Bedingung  fallen  gela»ssen,  daß  die  Anzahl  der  Be- 
grenzungslinien des  Bereiches  F  gleich  der  Ordnungszahl  seines  Zu- 
Bammenhanges  sein  soll,  so  ist  es  offenbar  nicht  möglich,  einen  schlicht- 
blättrigen  ebenen  Bcioich  air/.ufreben ,  auf  welchen  dir  Bereich  F  zu- 
sammenhängend und  in  den  kit'ui>tt'u  Teilen  ähnlich  abgebildet  werden 
kann.  Für  ein  sülches  Flächenstück  F  ist,  sotern  da.sselbe  überhaupt 
Begrenzungslinien  besitzt,  die  Ordnungszahl  de.s  Zusauimenliauges  nach 
einem  Satze  der  Aiüilysis  situs  um  eine  g«raclt  Zahl  2})  größer  als 
die  Anzahl  der  Begrenzungsiinien,  und  es  lassen  sich  folgende  bätze 
dartun. 

Ist  p  =  1,  sn  (j'tht  es  e'tnp  (ji  srJihrm'nc  Zireihhitlriii'  Uiemannsvhe 
Fläche  von  di  r  JU-.-^i  luifj'f  ithvil,  daß  1'  auf  einen  Teilberddi  dieser  Flüche 
konform  ahyihiUlet  werden  htmi. 

Ist  p  >  2.  so  ffihf  es  eine  iifsrfihtssene  Iwehskns  p-hiüttrige  Ii ie m a n  nsche 
Fläehe  ron  der  Besrhitift'iiheit,  daß  F  konfortH  auf  einen  Teilbereich  dei- 
sdhrt>  (dHjebiidet  werden  kann. 

Fs  fßht  stets  eine  (JJ -f  \)-bUdtri(fe  yesehlosseve  liiemannsche  Fläche 
von  der  Beschaffenheit,  daß  F  konform  auf  einen  gang  im  Endlichen 
liegenden  Teiihreieh  derselben  ahf/ebildet  u:erdvn  kann. 

Zum  Beweise  der  vorstehenden  Sätze  hat  man  zunächst,  wie 
früher,  den  Übergang  von  der  ungeschlossenen  Flüche  F  zn  <  hier  ge- 
schlossenen Fläche  jPg  zu  machen.  Dieser  Fläche  wird  unter  Zu- 
hiiieuahme  des  aitemierendeH  Verfahrens  eine  algelmiische  Gleichung 
G  (z,  s)  ^  0  vom  Hange  (>  =  /)  zugeordnet.  Damit  hängt  eine  konfoiine 
Abbildung  der  Fläche  F^  auf  die  zu  der  Funktion  s{2)  gehörende 
Riemannsche  Fläche  M  vom  Geschlecht  p  immitteibar  zusammen» 
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Bei  dieser  Ahbildaiig  entspricht  dem  gep^ebenen  Fliichon.stück  F  ein 
1' Ii  von  /?.   T^m  schließlich  eine  den  Angaben  entsprechende 
Blatterzahl  zu  erhalten,  hat  man  von  der  Gleichung  G{z,  s)  =  0  durch 
birationaie  Transformation  zu  einer  Gleichung  s,)  =  0  Uberzu- 

gehen, die  in  bezug  auf  5^  einen  der  gewünschten  Blätterzahl  entsprechen- 
den Grad,  besitzt.  Dieser  Übergang  wird  am  einfachsten  bewerkstelligt, 
indem  =  z  und  gleich  einer  rationalen  Funktion  von  z  und  s  ge- 
setzt wird,  welche  innerhalb  U  ebensoviel  Unendlichkeitsstellen  erster 
Ordnung  besitzt,  als  die  gewünschte  Blätterzahl  Einheiten  enthält.  Für 
den  Beweis  des  letzten  von  den  drei  angeführten  Sätzen  müssen  die 
Unendlichkeitsstellen  der  Funktion  so  gewählt  werden,  daß  keine 
derselben  im  Innern  oder  auf  der  Begrenzung  ron  Fn  liegt. 


Mitteilungen  nnd  Nachrichten. 

Geeignete  Mitteilungen  wird  der  Heraoigeb«  stete  mit  grOAtem  Danke  entgegec- 

nekmen. 

1.  Akademifin.  OeflellsehAften.  TereinlgaBgen.  YeraamiiiliLiigeii. 

Dentflohe  Kathemattker-Verelnlgimg.  Die  Dentsohe  Mathematiker- 
Vereinigung  ist  am  29.  Dezember  1905  in  das  Vereinsregister  des  k.  Amts- 
gerichtes Leipsig  eingetragen  worden. 

Veränderungen  im  Personalbestände  der  Deutschen  Mathematiker- 

Veroinii^ung.    Dezember  1905.    Januar  1906. 

Neu  aulgeiiüjumeii  als  Mitüfli e<ler: 

Herr  Überlt«hr«-r  T,.  Lowent,  Berlin  W,  Mot/.str,  07. 
Herr  Dr.  Kiseljak,  iiiime  (Ungarn),  Corso  2. 
Herr  Dr.  £.  Jacobstkal,  Berlin,  Alte  Jacobsir.  138. 
Kgl.  Rektorat  der  Kreis-Realsofanle  I,  NUmberg. 
Bibliothek  der  TeehDiscben  Hochschiüe,  Aadien. 

BoTliner  Uatliematische  GeaeUschaft.    Sütgung  am  MiHmclt  dm 

31.  Januar  1906:  Koppe,  Über  die  itorierte  Sinusfunktion.  Skutseh, 
Tiirfühninf^  eines  Apparats  zur  Demonstration  des  astatischen  Gleichgewichts 
ebener  Kiüftesysteme. 

Mathematische  Gesellschaft  in  Göttingen.  VI.  Sitzung  vom 
5.  Dez.  VJO').  H.  Müll  im-  r<  tcrieit  üher  die  von  TT.  Pnin<'nr4  /.um 
Existenzbeweise  von  Poteiitiulhiuktioiien  mit  vorgeschriei)eaem  i^anduerte 
verwandte  „Methode  de  balayage'*,  F.  Graf  über  die  von  C.  Neumann  zu 
gleichem  Zwecke  verwandte  „Methode  des  arithmetischen  Mittels**.  F.  Klein 
bemerkt,  dafi  bei  letzterer  die  Verwendung  der  Doppelbelegungcn  darauf 
hinauslaufe,  statt  der  Greenschen  Funktion  des  Gebietes  die  (ireensche 
Funktion  der  jeweiligen  Tantjentialohono  zu  nplimen,  u!iiT  schlägt  zur  Kr- 
höhuDg  der  Konvergenz  die   Verwendung  der  Gr eou scheu  Funktion  der 


Digitized  by  Google 


164 


IfitMlmifm  nad  NftohrichtaB. 


jeweiligeu,  das  (iebiet  ganz  umhftllenrlpn  Taogentialkugel  vor.  —  YII.  Sitzung 
vom  Iii.  De£.  1905.  E.  Zerinclo  referiert  über  H.  Poincares  ünter- 
sadmngen  ftber  die  Bandwortaufgabe  der  Gleichung  -)-  A,  u  •»  0,  int- 
besondere  den  Existoiuibeweis  flbr  jene  f^ttsgezeidineteii^  Paruneterweite 
bei  denen  die  Aufgabe  für  die  Randwerte  0  durch  nicht  identisch  ver- 
schwindendes u  zu  lösen  ist.  Er  zeigt  hierbei,  wie  nach  gleichen  Prinzipien 
die  Existenz  iirjfndlirh  vieler  „ausgezeichneter"  A-Wprte  frsrliloescn  werden 
kann,  auf  wti-lchen  Beweis  H.  Poincare  selbst  nicht  eingegangen  zu  sein 
scheint  —  VilJ.  tiüzung  vom  19.  Dez.  1905.  E.  Schmidt  referiert  über 
H.  Poinoaree  Untenuchnngen  ttber  die  asymptotische  DanteUimg  d«r 
Lösnngen  linearer  DiffiBirentialgleicbimgeii  beim  Eimrfieken  in  eine  Unbesänmt- 
heits-Stelle  imd  26igt,  welche  Yoreinfachung  nach  E.  Picard  die  Benutzung 
des  A.  Llnponnoffsrhen  Satzes  über  das  Waehstum  der  Lösungen  linearer 
DifiFerentialgieichungssysteme  mit  sich  bringt.  G.  Herglotz  referiert  über 
den  von  G.  W.  Hill  zur  Lösving  linearer  Ditferentialgleicluingen  mit  pe- 
riodischen Koeffizienten  gemachten  Gebrauch  der  uueudlichen  Determinanten 
und  ihrer  insbesondere  Ton  H.  Koch  henrorgebobenen  Anwendung  sur 
Eniwioklnng  der  LSsungen  linearer  DüTerenlialgleichongen  mit  eindeutigen 
Koeffizienten  in  einem  Kreining,  dureh  welclu  gleichämtig  eine  braadi- 
bare  Bt'.stiniranngsweise  der  Monodromiegnippe  gegeben  ist.  ■ —  TX.  SU-ung 
vom  9.  Januar  1906.  C.  0  a  r  a  t  Ii  e  o  il  o  ry  referiert  über  die  von 
J.  Fredholm  allgemein  angegebene  Lösung  der  linearen  Integralgleichung 

6 

ffis)  —  A J K{s,  t)(f  {t)dt     f{s)y  wo  aus  gegebenen  Jr(s,  t)  und  f  {s) 

die  Funktion  ip  (s)  sn  bestimmen  ist  Der  Vortragende  seigt,  ude  die  Band- 
wertaufgaben der  Gleichungen  Ju  =0,  und  /i?/  -j-  Aw  ^  0  unmittelbar  auf 
derartige  Integralgleicliungon  führen  (bei  Jn  =  0  direkt  die  Au.sgangs- 
gleichung  der  Methode  des  arithmetischen  Mitteis)  und  setzt  schließlich  die 
allgemeinen  Resultate  auseinander,  die  D.  Hilbert  insbesondere  für  symme- 
trische Kerne  K :  K{s,  i)  =  A'(<,  s)  bezüglich  der  „Eigenwerte"  k  «=  A^,  bei 
denen  die  Integralgleichung  für /  (s)  —  0  durch  qt>  («)  =  9^  W  ^  "  ^  lösbar 
ist  und  der  Entwickelbarkeit  beliebiger  Funktionen  nach  diesen  9>y(9) 
erlangt  hat. —  X.  Sitzung  vom  9.  Jan.  1906.  F.  Klein  berichtet  über  die 
von  K.  Weierstraß  erlangten,  und  auf  der  von  ili?Ti  Incrzu  eingefahrten 
Theorie  der  Eiemeularteüer  fußenden  Resultate  ülier  Iransformierbarkeit 
zweier  linearer  Scharen  bilinearer  Formen  ineinander,  insbesondere  die  sich 
hierbei  ergebenden  Sätze  über  Elemeutarteiler.  Der  Vortragende  geht  hierb« 
Ton  dem  Oedanken  aus,  es  möohten,  gemifi  der  von  Fredholm  und  D. 
Hilbert  benutzten  Auffassung  der  linearen  Integralgldchung  als  Grenz&ll 
eines  Systems  linearer  Qleiohungen  und  ^  hieraus  für  symmetrische  Kerne 
sich  ergebenden  Zusammenhang«?  mit  der  Transformation  quadratischer 
Formen,  sich  auch  hier  noch  eine  Reihe  weiterer  analoger  Theoreme  auf- 
stellen lassen.  —  AT.  Sitzung  vom  23.  Jan.  1906.  D.  Hilbert  berichtet 
Aber  swei  in  letster  Zdt  von  ihm  gemachte  fünktionentheoretiaelie  An- 
woidungen  der  Integralgleichungen.  Die  erste  betriilt  die  Herstellung  zweier 
regulftrer  analytischer  Funktionen,  einer  im  Linenraum  und  einer  im  Außen- 
raum einer  gegebenen  geschlossenen  Kurve,  so  daß  sich  ihre  Randwerte  auf 
dieser  um  einen  gegebeneu  (komplexen)  vom  Ort  auf  der  Kurve  abhängigen 
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Faktor  unterscheiden.  Die  Veraiigemeineniiig  dieser  Anfga>e  auf  Funk- 
tioneupaare,  deren  Randwerte  durch  lineare  Substitution  zusammenhängen, 
flUitt  zur  Hentdlting  vim  TnnktioiissehMrvB  mit  gegebener  Monodromie- 
gnippe.  (Göit  Nachr.  1905).  Die  xweite  Anwendung  betrifft  die  Her- 
stellong  jener  linearen  DififerentialgleichuDg  II.  Ord.  mit  vorgeschriebenen 
reellen  singolärea  Stellen,  deren  Integralquotient  die  obere  Halbebene  auf 
ein  Kreisbogenviereck  mit  Orthogonalkreis  und  lauter  Winkeln  Null  ab- 
bildet. Es  erweist  sich  hierzu  als  notwendig  und  hinreichend,  daß  das  an 
der  ersten  singuiären  Stelle  endliche  Integral,  längs  der  reellen  Achse  in 
beetimfliter  Wdae  Uber  die  nraiie  nngolSv«  Stolle  fortgesetzt,  in  der  dritten 
endlieh  bleibt.  Dies  bestimmt  direkt  nach  den  früher  nm  Vortragenden 
angegübent^n  Methoden  der  Inlegralgleichungoi,  den  akzessorischen  Parameter 
der  Differentialgleichung  als  Eigenwert  einer  zugehörigen  Integralgleichung. 

—  XIT.  Sifzu)if/  vom  30.  Jan.  lf)0(>.  F.  Klein  zeigt  in  Beantwortung 
der  gelegentlich  der  letzten  Sitzuug  entstaiidenen  Frage,  ob  stets  ein  überall 
endliches  Funktionsiiystem  zu  ünden  sei,  das  entweder  die  vorgegebene 
MoDodromiegruppe  oder  die  sn  ihr  koi^ugiert  kon^leze  besitaH;^  da6  dies  im 
FäUe  dreier  singolSm-  Punkte  sicher  nicht  stets  möglich  sei  Ferner  gibt 
F.  Kleiu  eiue  einfädle  geometrische  Herleitung  der  in  der  letzten  Sitzung 
von  D.  Hilbert  angegebenen  Bedingung  für  die  Existenz  «ines  Orthogoual- 
kreiscs  (siehe  das  Nähere  ob^n  i,  er  setzt  ferner  auseinander,  wie  die  von 
D.  Hilbert  bei  jener  Aufgabe  gefundenen  weiteren  Eigenwerte  des  akzes- 
sorischen Parameters  zu  Hauptkieisviereckeu  mit  Seitenüberschlagungen  ge- 
hören, und  bespricht  die  von  ihm  seinerzeit  ohne  Beweis  aufgestellten 
Theoreme  Uber  Bestimmbarkmt  der  aksessoriachen  Parameter,  wenn  fBr  das 
Ereisbogenpolygon  die  Existenz  eines  Orthogonalkreises  nnd  eine  gegebene 
(topologisch  mögliche)  Zahl  von  Seitenüberschlagtirgen  gefordert  wird.  — 
XIIT.  Sttziin;!  voni  h'.  Frhr.  1906.  M.  Abraham  referiert  über  die  von 
H.  Poincare  verüt^untlichteu  Vorlesungen  über  die  verschiedenen  Teile  der 
mathematischen  l^bysik.  Der  Vortragende  zeigt  an  Beispielen,  wie  in  ihnen 
die  Aufinerksamkeit  insbesondere  anf  den  physikaiisohen  bihalt  der  Fro^ 
bleme  gmditet  wird,  und  hebt  das  Verdienst,  das  Poinear^  lun  die  Ein- 
führung der  Maxwellsoihen  Theorie  in  Frankreich  liat,  hervor.  Es  refe- 
rierte femer  ü.  Broggi  über  Poincares  „Calcul  des  ]irtibabiUt&"  (lä96) 
und  H.  Minkowski  über  Poincares  „GapiUarite^*  (l89ö). 

Mathematiache  Gesellschaft  in  Wien.  Generalversammlung  im 
27.  Okinhir  1905:  Rechenschaftsbericht  über  das  abgelaufene  Vereinsjabr. 
Wahlen.   H.  Hahn:  Die  neueren  Üntersuchuugeu  über  reeüe  Funktionen. 

—  Vcrsafnmluny  am  10.  Novimbir  1905:  Rothe:  Minkowskis  Unter- 
suchungen über  Volumen  und  Oberfläche  konvexer  Körper.  —  Versamnäung 
am  24,  NovenAer  1905:  P.  Ehrenfest:  Referat  über  W.  Qibbs,  Sta- 
tistisehe  Mechanik.  —  Versammlung  am  15.  Degember  1905:  A.  Adler: 
Zur  Konstruktion  des  regelmäßigen  Siebzehnecks.  —  Vi  rmmmlting  am 
12.  .Tmwer  1906:  H.  Tietze:  Über  die  Grundlagen  der  Logik  und  der 
Matiieniiif ik  —  Ver^mnmlnnti  am  9.  Fthruar  1906:  J.  Plemelj:  Über 
Hilberts  Behandlung  eines  Rieinannschen  Problems. 

The  American  Mathematical  Society.  Die  12.  Jahre5?veTSHmmhing 
der  genannten  Geseüschait  fand  am  28. — 29.  Dezember  19Uö  in  ^ew  lork 
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City  statt.  Da  gleichzeitig  Ycrsammlungen  der  American  Phy:>ical  Societj 
und  der  Astronoimcal  und  Astrophjsical  Sodetiee  of  Amexica  stait&ndett, 
war  das  Literesse  an  der  diesjSluri^peB  Versammlung  ein  besonders  lebhaftes. 

Ei  110  gemeinsame  Sitzung  fand  zu  Ehren  des  Professor  Bjerknos  aus  Stock- 
holm statt  (vgl.  Jahresbericht  XV,  S.  591).  ~  Aus  dem  Geschäftsbericht 
geht  hervor,  daß  die  Bibliothek  zur  Zeit  2000  Bände  umfaßt.  Die  Zahl 
der  Mift^Heder  ist  im  abgt'laufenen  Jahre  von  473  auf  512  an^jewachsen. 
Für  dan  inue  Jahr  setzt  sich  der  Vorstand  folgeudermalien  zusammen: 
Osgood,  Yorsitsender;  Charlotte  Angas  Scott  und  T.  Stringham, 
stellvertretende  Vorsitzende;  F.  N.  Gole,  SehriftiUirer;  Dennet,  Schatz- 
meister, D.  E.  Smith,  Bttcherwart;  dazu  kommen  noch  einige  Beisitzer.  — 
Folgende  wissenschaflli»  he  "M  itfeilTinef'n  wm  den  der  Versammlung  vorgelegt: 
Richardson,  Miiltii  l^'  improper  iategrals.  Frizell,  On  the  continuum 
problem.  Curtiss,  iho  vanishing  of  the  Wronskian  and  the  luoblcm  of 
linear  dependence.  Hutchinson,  Note  on  the  fundamental  prupositiouM  of 
algebra.  Eejser,  Gonceming  a  self-reciprocal  plane  geometrj.  Moore, 
Geometry  of  circles  orthogonal  to  a  giyen  sphwe.  Kaan  er,  bivatiants  of 
differontial  elcments  for  arbitraiy  point  traosformation.  Frizt  ll,  A  me- 
thod  of  building  np  tho  fuiidanicntnl  Operation  groups  of  arithmetic.  Bliss, 
A  proof  of  the  fundamental  tlicorf-m  of  analjsis  situs.  Akers,  Ou  the 
congruencc  of  axes  in  a  buudle  of  linear  line  complexes.  Field,  Note  on 
certain  groups  of  trausformations  of  the  plane  into  itself.  Peirce,  A  new 
approzimate  construction  for  «r.  Mason,  Curres  of  miulmum  moment  of 
inertia.  Webster,  Application  of  a  definite  integral  involving  Bessel's 
fnnctions  to  the  self-inductance  of  solenoids.  Wright,  Correspondeuces  and 
the  theorv  of  continous  groups,  Wright,  An  ap|tlicntion  of  the  ditferen- 
tial  iiivarlants  of  Space.  Clara  E.  Smith,  Aliels  theorem  and  its  appli- 
cation  to  the  development  of  an  arbitrarj  tunction  in  terms  of  Bessel's 
fonctions.  Bjerknes,  Experim«ntal  demonatraüon  of  hydrodjnamio  action 
at  a  distance.  P.  Stepbens,  On  the  pentadeltoid.  Pupin,  Establidmient 
of  tho  steadj  state  in  a  sectional  wave  conductor.  Qninn,  A  linkage  for 
the  kinematic  description  of  a  cissoid. 

Mathematical  Section   of  the  California  Teachers  AMBOoiation« 

Die  Section  hielt  am  26.  und  28.  Dozember  1905  zwei  Sitzungen  in  Ber- 
kflny  ah  Ks  wurd^  b«>sclilossen,  die  Zeitschrift  School  Scipn^f  and  Malhe- 
nmtich  aiü  ofrizielles  Vtrein.wrgan  zu  wählen.  Zum  Vorsit/i^nih-n  wnrdf» 
Prof.  G.  A.  Miller,  zu  seinem  Stellvertreter  Prof.  W.  H.  Baker  und  zum 
Sehriftfiihrer  Prof.  J.  F.  Smith  gewählt.  Wisseoschaftlidie  Vortrüge 
hielten:  Stringham,  How  to  cultiTate  tiie  power  to  think  matbematically? 
und  Glarke,  Vital  questions  for  teachers  of  secondary  mathematics. 

Indiana  Association  of  mafhematios  teaohera.    Es  besteht  der 

Plan,  eine  Vereinigung  aller  Lehrer  der  Mathomatik  des  Staates  Indiana  zu 

bilden.  Mit  der  Vorbereitunfj  wurde  ein  Komitee  beauftragt,  dessen  Vor- 
sitz in  den  Härulfn  v(m  Vv<<i.  l'otliroek  von  der  Indiana  Universitllt  liegt. 
Die  ( »iLanisaiioa  der  Vereinigung  soll  in  einer  Vtrsammlung  zu  Indiauo- 
polis  am  .SO.  Milrz  d.  J.  sfaftünden. 

Association  of  Ohio  Toaclicrs  of  Mathomatioä  and  Science.  Die 
dritte  Jahrcsvcrsainmlung  fand  am  28.  Dezember  1905  in  der  Ohio  State 
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Univcrsitj  statt  In  der  mathematischen  Sektion  wurden  folgende  Tortrftge 

gehalten:  Hornung,  Do  the  mathematical  cour^'';  in  literary  Colleges  pro- 
perly  fit  for  the  mathcmatics  nf  enqineeringV  Miü  Palmi»',  Rpcent  con- 
tributions  marking  a  real  advanco  in  the  theory  of  matliematics  teachiiig: 
Aiuold,  Sir  Isaae  Newton,  an  estiiuate;  Halsted,  A  coutnbution  trom 
noneudidian  geometry  to  sehool  spherics;  Mifi  Glasier,  Symbolism  in 
mathematics;  Heil  man,  The  diaraoter  of  mathematics  teaching  in  ttie  high 
sehool;  Giles,  The  influence  of  ooUege  entrance  certificates  on  the  teaching 
mathematics  in  the  hi^  schools;  Halsted,  Report  of  comitee  on  sjUabus. 

American  Asscoiation  for  the  Advanoement  of  Scienoe.  Die 

nädiste  Yersammlnng  der  Association  wird  in  der  mit  dem  27.  DeMmber 
1906  beginnenden  Woche  in  New  York  Oitj  stattfinden. 

Assooiation  Fxaa&paiM  pour  ravanoement  des  soienoes.   Die  dies- 

jäliripe  Versammlung  wird  vom  2.-7.  August  unter  dem  Vorsitz  von  Prof. 

Lippmann  in  Lyon  abgehnltfn  werden. 

Ciroolo  Matematico  di  Palermo.  Für  das  Trirntiium  1906-1907-1908 
besteht  der  Vorstand  aus  don  Hern'n:  Albcijgiani.  (iebbia,  Gnccia 
Ova^za,  Torelli  (G.),  sämtlich  in  Palermo,  sowie  den  Herren:  Dianchi, 
^Pisa),  Capelli  (Neapel),  Cerruti  (Rom),  Del  Pezzo  (Neapel),  Del  Re 
(Neapel),  Dini  (Pi»a),  d'Ovidio  (Turin),  Loria  (Genua),  Mittag-Leffler 
(Stockholm),  Pascal  (Mailand),  Peano  (Turin),  Pineherle  (Bologna), 
Poincare  (l*ans),  Tonelli  (Born),  Volterra  (Rom). 


2.  Pnimfgahm  und  geMnte  PretMohrlfton. 

Freisaufgabe  der  Fhiiosopliisoheii  Fakultät  der  Universität  Hallo. 
Bekanntlich  hängt  die  Bestimmung  der  Flächen  konstanter  mittlerer  Krüm- 
mung von  derselben  Differentialgleichung  ab,  wie  die  Bestimmung  der 
Fischen  mit  konstantem  uegatiTcm  Krümmungsmaft.  Von  letsteren  Fliehen 
kennt  man  verschiedene  und  damit  auch  eine  Anzahl  von  Lösungen  jener 
partiellen  Differenlialglpi'  luini:.  Es  sollen  die  zu  diesen  Lösungen  gehörigen 
Flächen  konstanter  mittlerer  Kniinmung  abgeleitet  werden. 

Der  Preis  beträgt  160  Mk.  Die  Bewerbungsschriften  sind  bis  ein- 
schliefilieh  den  27.  Oktober  1906  bei  dem  Universitftts- Sekretariat  ein- 
zureichen. In  fiblicher  Weise  ist  ein  Motto  anzugeben  und  in  einem  mit 
gleichem  Motto  versehenen  Briefumschlag  ist  der  Käme,  die  Heimat  und  das 
Studium  des  Verfassers  zu  bezeichnen.  Die  Preisverkundigung  erfolgt  am 
27.  Januar  1907. 

FMiaaufgabe  der  Fhilosophischen  Fakult&t  (II.  Sektion)  der 
Universität  Zürich  für  1906.  Es  soll  die  Bewegung  ein  es  srbwere» 
Punktes  auf  einer  Ku<jclfii5nlio  f'oines  sphürisrhen  P^^ridHls)  mit  11  lifo  von 
mindestens  zweien  der  neueren  Methoden  der  astronomischen  Mechanik  unter- 
sucht und  die  Resultate  dieser  Untorsuchang  sollen  analytisch  und  nume- 
risch mit  denjenigen  reiflichen  werden,  die  sich  bei  der  Behandlung  des 
Problems  mit  Hilfe  elliptischer  Funktionen  ergeben.  —  Die  Preisaufgaben 
jsind  bis  zum  31.  Dezember  1906  an  das  Rektorat  anonym  einzureichen. 

Jikswb«iricbt  4.  UeolMlMa  HftUMak-Yeraiulgwiir.  XV.  H«ftS.  11 
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Sie  sind  mit  einem  Motto  zu  versehen;  gleichzeitig  soll  ein  versiej^eltes 
Kuvei-t,  welches  den  Nameu  des  Verfassers  enthält,  eingereicht  werden,  über- 
sehrieben mit  dem  gleiohen  HolAo. 

3,  HoehselMüiiaoliiiehtoii. 

UntvenitKt  IHiisbniok.    Mit  der  Vertretung  des  Terstorbenen  Prof. 

0.  Stolz  ist  f\ir  das  gegenwärtige  Semester  Herr  Dr.  H.  Hahn  von  der 
teduuschen  Hochschule  in  Wien  beauftragt  worden. 

Veneichnis  der  für  das  Sommereemester  1906  angekündigten  Vor»- 
lesungen  über  die  mathematischeu  Wissensoliaften. 

Uarmstadt.  Dingeldey,  Eleiiicnto  d  liöVi.  Algebra;  Höh.  Mathematik  I.  — 
Denner,  Geodäsie;  Ausgleichuugs-Kechuuug  nach  li.  Meth.  d.  kleiüBten  Quadrate^ 
Oeod&t.  Übungen.  Graefe,  Repetit.  d.  Elem.-Math.;  Höhere  Math.;  HOh.  Math.  II. 
—  Gundelfinger,  Höh.  Math.  I.  —  Henneberg,  Techn.  Mech.;  Mech.  I;  Reine 
Kinematik.  —  Pfarr,  Hydraulik.  —  Srheffers.  Kinleit.  in  d.  l'unktioncntheorie; 
Darst.  Geom.  I.  —  Wiener,  Darst.  Geom.  J;  Geometr.  Form.  u.  Form.  d.  Kunst; 
Arbeiten  im  math.  Institut.  —  Gast,  Aetronom.  Orte-  u.  Zeitbeetinun.;  Üb.  im 
Zahlenrechnen.  —  .Mensel,  (•nnid/üge  d.  K arten- Projektionsl ehre;  Popul&ie  Astro- 
nomie       ^clilin^.  lü'i)et.  (I,  Merl)  ;  Ausgew.  Kaj».  d.  Statik. 

Freiburg.  Lüroth,  Integralrechnung  {ö);  Trigonometrie  (2);  Seminar.  — 
Stickelberger,  Analytische  Mechanik  (5);  Fouriersche  Reihw  und  Integrale  iß); 
Seminar.  —  Loewy,  Theorie-  und  Anwendung  der  Oetenninanten  (4);  Uber  die 
Grundlagen  der  neomotrle  (2):  Übungen  zur  Terijic]iening.stiintheinatik. —  Wein- 
garten, Ausgewühlte  Kapitel  aus  der  Theorie  elastischer  Körper  —  beith, 
Darstellende  Geometrie  (2;;  Übungen  dazu.  —  Künigsberger,  Tiieorie  der 
Blektrizitftt  und  des  Magnetismus  mit  Übungen  (8);  Übungen  aus  der  theoretischen 
Physik  (1). 

Greifswald.  Thome,  Theorie  der  analytiscbfn ,  besonders  der  elliptischen 
Funktionen  1  ^4;;  Ditterentialgeometrie  ^2);  Seminar.  —  Engel,  .Analytische 
Mechanik  I  (4);  Analytische  Geometrie  der  Ebene  und  des  Raumes  (4);  Differential« 
invarianten  (1);  Seminar.  —  Vahlen,  ^tegralrcchnung  (4);  Übungen  dasn  (1); 
Determinanten  fl\  —  !^tarko,  Mathematische  Krgilnzungen  und  Ubunjj^cn  zur 
Experimentalphysik  {l).  —  Mie,  Elastizitätslehre  und  Hydrodynamik  (4);  Seminar. 
—  Mie  und  Starke,  Besprechung  neuerer  physikalischer  Arbeiten.  —  Holtz, 
Galranisclie,  l'bermo-  und  InduktionselektriKitüt  (2);  Meteorologie  mit  Einschlufi 
der  optischei)  I  *  rlieiutingen  '1  :  Physik  der  Erde  (1).  —  SchroilM  r,  Übungen 
im  Demonstrieren  physikalischer  Apparate.  —  B^rg,  Theoretisch -physikalische 
Übungen;  Geschichte  der  Physik  im  Zeitalter  Newtons. 

Halle.  Cantor,  Zahlentheorie  (4);  Seminar.  —  Wangerin,  Differenüal- 
genmetrie  (5);  Bestimmte  Integrale  und  Differentialgleiclningen  (4);  .\u8gew.  Kapitel 
tler  l'<»tentialtheorie(l);  Seminar.  —  G  u  t /. m er,  Ditlerentialn  t  linuiitr  mit  Übungcm'.')); 
Funktionentheorie  (4);  Ausgew.  Kapitel  tler  anal.  MechauiK  i^;  ^emiuar.  —  Eber- 
hard, Algebra  I  (4);  Analytische  (<eoni6trie  der  Kegelschnitte  (2);  Übungen 
dazu  (1).  —  Bernstein,  Geschichtliche  Übersieht  über  die  Hauptgebiete  der  reinen 
Mathematik  ('2^;  Ver<»icbpning8mathematik  '2  —  Buchh.tiz,  Ausgew.  Kapitel 
der  theoretischen  Astronomie  und  Physik  i^2;;  i'raktische  Übungen  iu  geographischer 
Ortsbestimmung  S).  —  Walter,  Niedere  Geod&sie  mit  Übungen  auf  dem  Ge- 
lände '3).  —  Dorn,  Elektromagnetische  Lichttheorie  f2).  -  Schmidt,  Einleitung 
in  die  theoretische  Physik  3  ;  t  buiigoii  dazu  (1<.  —  Berndt,  Kinfiihiiing  in,  (i£e 
Theorie  der  Elektrizität  und  des  Magnetismus 
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Königsberg.  Meyer,  Analytische  Geometrie  der  Ebene  (3);  Einleihmg  in  die 
hObere  Oeometrie  (4);  Semimr. —  Schoenflies,  FunktioiMnÜiefwie  (6);  Seminar. 

—  S aal H  ch u  t  ■/.,  DetenHinauton  '2);  DifferontialrcctniTT^'  (4);  (Übungen  daz-u.  — 
Batterm  ann  ,  Astronomisch -geogruphische  Ortxbestimznung  (S);  t)l>Tingen  dazu.  — 
Cohn,  Beätiimuuug  der  Bahuen  der  Himmeltikörper  (3);  Eiuführung  in  die  neueren 
Theorien  dei  HinunelHmeGlMiiik  (8).  —  Yolkmann,  Elutidtfttsttieorie  (4);  Seminar. 

Lelpiig*  Neumann,  Anwendungen  der  Differential-  und  Integxalrechnung  (4); 
Seminar.  —  Mayer,  Höhere  analytische  Dynamik  5);  Übungen  dazu.  —  HöHer, 
Auwendungen  der  elliptischen  Funktionen  (3;;  Ansgew.  Kapitel  aus  der  Theorie 
der  ellipHMhen  Hodnlfnnktioiien  (2);  Seminar.  —  Röhn«  HOhere  Knrren,  insbes. 
der  3,  u  1.  Orduuug  (4i;  Übungen  dazu  Uj;  Determinanten  (2);  Seminar.  — 
Hausdorff,  Gewöhnliclie  DiffL'rentialgleicluingen  '4';  Übungen  dazu  (1).  —  Lieb- 
mann, Analytische  Ueumetrie  der  Ebene  (4);  Übungen  dazu  (1);  Einfilhruug  in 
die  algebraische  Aualysis  (2).  —  Brun  8,  HimmlliGhe  Mechanik  (2);  Seminar  füx 
winenschaftliches  Rechnen  (2);  Praktische  tbongen  auf  der  Stemwute  (mit  Peter). 

—  Pctcr,  Bahnverbessenmg  nnd  siiezielle  Störungen  '2);  Übungen  auf  der  Stern« 
\varte  (mit  Brunsi.  —  Wiener,  Piijsikaliscbes  Kolloquium  (mit  Des  Coudresi  — 
Des  Coudree,  Thermodynamik  (5);  Kolloquium.  —  Marx,  Radioaktivität  ^l;; 
Elekbieehe  Wellen  (1).  —  Dahme,  Ftobenphotograpbie  (1).  —  Seholl,  Polazüiterte» 
Licht.  (1);  Repctitorium  der  Physik  (l). 

Rostock.  Staude,  Analytische  Geometrie  di.s  Raumes  (4);  Analytische 
ilechanik  (4)i  Seminar  (2).  —  Die terici,  Mechanische  Wärmetheorie (3) ;  Seminar (,2); 
Praktikum  (8). 

Würzbiirg.  Prym,  Integralrechnung  (6);  Proseminar;  Seminar.  —  Selliug, 
Analytische  Meclianik  i  ;  Pph!\ri-scht'  A.sti-onomie '2  —  Rost,  Analyt.  und  srnthet. 
Geometrie  der  Kegelschnitte  (4);  Anwendungen  der  Infinitesimalanalysis  auf  die 
Theorie  der  ebenen  Kurven  (3);  Theorie  der  Raomkurren  und  der  Flllcheu  (4); 
Nichtenklidifiche  Geometrie  (2);  Proseminar;  Seminar.  —  Cantor,  Kinetische 
Theorie  und  Bewegung  der  Gase  (4).  —  Seita,  Elektntit&teleitang  in  Gasen  und 
verwandte  Erscheinungen  <2\ 

Zürich.  Burkhardt,  Algebraische  Analysis  (4);  Mathematische  Theorie  dissi- 
pativer  Erscheinungen  (4);  Seminar  (2).  —  Weiler,  Anal,  Geometrie  II  (4);  Darat 
Gteometrie  IT  (4~ :  Synthct  ( .'ooiiiotrie  (2\  —  abler,  Die  Haujif^ätze  der  Differential- 
nnä  Integralrechnung  cj  -.  l'olit.  Arithmetik  Inhalt  und  Methodp   des  geo- 

metriseheu   Lnterrichtij   iu    der  Mitlelbcbule  il).  —   Wolfer,  Geograph.  Orts- 

heetimmong  (8);  Übungen  im  astron.  Beohaditen;  fiinleitnng  in  die  Astrophysik  (8). 


4.  Ferson&Lnachiiohten. 

Ftofessor  Dr.  Boehm  Ton  der  üniversitttt  Heidelberg  ist  für  das  g«gen« 

wttrtige  Winterhalbjahr  beurlaubt. 
Dr.  Boulanger  wurde  /um  Profe.'^sor  der  Mechaoik  an  der  Faculte  des 

sciences  der  Universität  Lille  eruannt. 

Professor  Dr  P.  Drnd»  ,  IHrt  ktor  des  Phyijikalischen  Instituts  in  Berlin, 
wurde  vuu  der  Königl.  Preuß.  Akademie  der  Wissenschaften  zum  ordent- 
lichen Mitgliede  emaimt. 

Sir  David  Gill,  Direktor  der  Sternwarte  am  Kap  der  Guten  Hoffnung, 
beabsichtigt  von  seiner  Stellung  zuriickzutreten. 

Professor  Dr.  D.  Hilbert  in  Güttingen  ist  von  der  Kais*  il.  Leopoldinisch-Carolini- 
schen  Akademie  in  Halle  die  t^oMene  (Jot  h  en  i  u  s- Mi'daille  verlieben  worden. 

Dr.  R.  Morris  wurde  ziua  au.  i'rofessor  der  Graphik  und  der  angewandten 
Mathematik  am  Rutgcrs  College  ernannt. 

11* 
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Professor  Dr.  Simon  Newoomb  erhielt  den  Orden  Pour  le  M^rite. 
Dr.  Tamura,  ein  geborener  Japaner,  ist  zum  Itfothematiker  in  der  Abtei- 
lang fttr  Erdmagnetismos  des  Garnegie-Institats  eroannt  worden. 

GtoBtorbea: 

PlPOfessor  Dr.  v.  Borries  von  der  Technischen  Hochschule  zu  Oharlott+'uburg, 
Mitglied  der  Unterrichtskommission  der  Gesellschaft  Deutscher  Natur- 
forscher wml  Arrte,  Kurator  des  Vereins  Deutscher  Ingenieure,  ist  am 
14.  Febimr  d.  J.  eiuem  Lungeiiscblage  in  Merau  erlegen. 


&  VexmisolLtaB. 

(iedftolitnistafel  für  Salmon.  Am  5.  Januar  d.  J.  ist  in  der  National- 
kirche St.  Patrick  EU  Dublin  unter  besonderer  Feierlichkeit  mne  QedSchtnis- 

tafel  für  Dr.  George  Salmon  enth(5llt  worden.  Diese  besteht  aus  einem 
Medaillonbüd  Salmons  mit  einer  lateinischen  Inschrift,  in  der  auf  seine 
Wirksamkeit  als  Mathematiker  und  als  Theologe  hingewiesen  wird. 

üniversity  of  Manitoba,  Winnipeg.  1'"'-  l  iiiversität  von  Manitoba 
hat  durch  eine  Feuersbrunst  ibre  Bibliothek  eingehüßt,  und  sie  wendet  sieb 
daher  an  die  weitesten  Kreise  mit  der  Hitte,  ihr  dui*ch  Zusendung  von 
Bfichem  und  Weriken  cur  Sehalhmg  einer  neuen  Bibliothek  behilflich  zu 
sein.  Besonders  stark  wird  der  Verlust  der  Bibliothek  auf  dem  Gebiet  der 
Mathematik  und  der  exakten  Wissenschaften  überhaupt  empfinden  Alle 
Zuwendungen  sind  an  Prof.  IL  B.  Cocbrane,  Universitj  of  Manitoba, 
Winnipeg,  Man.,  zu  richten. 


Literarisches. 

1.  Notizen  und  Besprechungen. 

G.  Lejeune-Diricblets  VorlonnngBu  über  die  Lehre  von  den 
einfachen  und  raohrfaclien  bestimmten  Integralen,  ilerausg'  geben  von 
G.  Arendt.    Biaunschweig,  Vieweg  a  Sohn,  190-1.    XXIll  u.  476  S. 

Der  Herausgeber  hat  im  Sommer  1854  bei  Dirichlet  eine  vierstündige 
Vorlesung  über  bestimmte  Integrale  gehört  und  gleictoitig  ein  einstündiges 
Publikum,  worin  noch  gewisse  Auwendungen  der  Theorie  behandelt  wurden. 
Das  vorliegende  Bueli  ist  :nif  Oruiei  tiiits  damals  gefflhrten  Kollegheftes 
entf^tanrlen.  Dirichlet  liat  auch  im  Sninmer  IH.'S.  nnil  /war  in  Oottincen, 
über  lK'>,iimiute  liittjgrale  gelesen,  und  au  dies«  X  oiletiuiig  sehiieüt  sirli  <ias 
bekaiiute  Werk  von  G.  F.  Meyer  an.  Es  unterscheidet  sieh  von  dem 
Arendtschen  Buche  dadurch,  daß  jenes  sidk  nur  auf  kurze  Vorlesungsnotizen, 
dieses  aber  auf  eine  sorgfältige  Ausarbeitung  stützt.  Arendt  will  uns  ,4«n 
Vortrag  Dirichlets  in  seiner  ganzen  Uisprünglichkeit  ohne  Küi-zuugen  oder 
VeriÜKleruugeu,  aber  auch  ohne  irgend  welche  eigenen  o  I«  r  fr(  inden  Zusätze 
Avin  If  l  u'*  1jr»n".  Alle  kleinen  Abweichungen  von  dem  Helt  sind  in  besonderen 
Aumeikuiigen  gewissenhaft  registriert,  um  so  dem  Buche  „den  höelistmög- 
lichen  (^rad  von  AuthenticitäV*  zu  Terleihen.  Soweit  sogar  geht  nach  Arendts 
Angabe  die  Genauigkeit  seiner  Ausarbeitung,  daB  er  in  der  Lage  ist  „Di- 
richlet, wo  es  irgend  angfti^ig,  nahezu  mit  seinen  eigenen  Worten  sprechen 
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zu  lassen  und  auch  die  Fremdwörter  und  gewisse  Redewendungen  ni  ge- 
brauchen,  deren  er  sich  mit  Vorliebe  bediente,  die  aber  immer  seinen  üe- 
daokm  euum  prägnaatan  und  bMeiebnendett  Ausdniek  ToüelieD'*.  An  Ter- 
schiedenea  Stellen  seines  Heftes  bat  sehon  Herr  Arendt  selbst  Fehler  gefunden» 
imd  wenn  man  das  Buch  genau  liest,  stOfit  man  noch  auf  einige  andere 
offenbare  Irrtümer.  Manches  davon  mag  tatsächlich,  wie  der  Herausgeber 
besonders  in  dem  einen  Falle  vprsirhrrt,  auf  Dirichlet  /urnckpoboii,  oVnvnhl 
es  doch  so  leicht  und  so  häufig  passiert,  daß  auch  ein  hochbetahigter  Student 
den  Dozenten  mißversteht. 

Im  ersten  Absdmitt  wird  znnKchst  das  Integral  von  f(x)  in  dem  end- 
Heben  Interrall  (a,  h)  definiert  als  Grenzwert  der  Summe 

S^fia)  .  (x,  -  a)  -H  fix,)  .  (a-^  -  jr,)  +  . .  -  +  /-(fc)  .  (6  -  jc,^,) 

bei  unendlicher  Verkleinerung  der  'J't  ilinterTalle.  Die  Kxistenz  dieses  Greuz- 
wei-tes  für  ein  stetiges  f\x)  ergibt  hieb  mit  Hilfe  des  Satzes  von  der  gleich- 
müßigen  Stetigkeit.  Dirichlet  scheint  in  seinen  früheren  Vorlesungen  über 
unsem  Gegenstand  diesen  Satz  nicht  gebracht  sn  haben.  Referent  besitzt 
z.  B.  ein  Heft,  das  den  Titel  trägt:  „llieoTie  der  bestimmten  bitegrale  nebst 
ihrer  Anwendung  auf  die  Bestimmung  der  Attraction  eines  elliptischen 
Spliaf-roids  und  dir-  Thfono  ilcr  uiionfllichcn  Rriher.  Von  Leienne-Diriehlet. 
Berlin  li^45."  Dariu  koiiimt  die  gleicliiniiliii^'o  Stetigkeit  nicht  vor.  Nach 
Auseiuander.setzung  einiger  Grundeigenschaiien  wird  in  Arendts  Buch  die 
Differentiatign  des  Integrals  bebandelt.  Dabei  kommt  auch  die  „differentiatio 
de  cnnra  in  curvam"  zur  Sprache.  Hier  Terllßt  Dirichiet  die  bei  dem 
Extstensbeweis  so  sorgftltig  gewahrte  Strenge.   In  dem  Ausdruck 

b 


lim  r^(«±*'*>n/^«'£)rfj. 


vertauscht  er  die  Symbole  lim  und  /  ohne  Bedenken.  Am  Schluß  des  Ab- 
schnitts wird  die  Beziehung  zvdschen  dem  bestimmten  und  dem  unbestimmten 
ihitegral  erOrtert 

Der  sweite  Abschnitt  biingt  die  Begriffserweiterungen  des  Integrals,  die 
sich  ergeben,  wenn  man  die  Bedingungen  der  Endlichkeit  des  Intervalls  und 
der  Stetigkeit  fallen  Iftßt    Der  Satz  auf  Seite  39,  worin  es  als  eine  un- 


erläßliche Vorbedingung  für  die  Existenz  von  J^i'\x)dx  bezeichnet  wird, 

daß  lim  f{T)^Q  ist,  muß  auf  einem  llißTerstöndnis  beruhen.  Dirichlet 

hat  vielleicht  gesagt:  Wenn  lim /"(r),  für  x  <=  co^  überhaupt  existiert,  so 
muß,  damit  das  angegebene  Integral  einen  Sinn  habe,  lim  0  sein. 

Denn  einige  Seiten  später  weist  er  ja  die  Existenz  von  /  cos(x*)rfd'  nach, 

0 

wo  der  Litegrand  nicht  nach  Null  konvergiei-t.  Sehr  sorgfältig  ist  die 
Auswertung  des  Integrals  ^ 

*tf  i  x) 


s 
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durchgefllhrt,  wo  (p(x)  und  f(x)  ganze  rational«  Funktionell  tind.  Das 
Besttltat  wird  benutati  um  die  Integralformel  zu  beweisen 


i  —  e 


Dabei  sind  »1  und  n  (>  m)  ganz  und  positiv,  n  ist  gerade  und  0  <  d  <  2». 
Hieraus  fließon  weiter  drei  Formf^ln  (Dirichlet  nennt  sie  die  Eiilcisrhen 
Formeln),  die  dtirch  die  Traosformation  y  (p  ganz  und  positiv)  folgende 
Gestalt  aunehmea: 

»'   *  -t-  A  nn  -r« 

«  fr 

J  — ^^3^*«*--j-  (0Oty«-COt^«), 
0 

Ol 

/ 


.  a  _ 

— o— I  7  sin  ,- fr 


/       m     ,     m'  «\ 

In  ihüeu  darf  man  uuu  </,  a',  b  durth  beliebige  reelle  Zahlen  ersetzen,  die 
den  Bedinguugeu  0  <  a,  a'  <  fr  gentigen.  Der  Beweis,  den  Dirichlet  dafür 
gibt,  ist  nach  seiner  eigenen  ErklSrung  UMulSoj^fa.  Es  wird  absr  wenigstens 
gesagt)  wie  man  ihn  verhessern  kann.  Man  dad'  übrigens  noch,  ohne  dafi 
die  Allcremeinheit  darunter  leidet,  in  den  Eulei*scheu  Formeln  b  =  1  setzen. 
Sehr  bedenklicii  ist  das  Räsonnement,  welches  bei  der  Koilienent Wickelung 
der  dr«i  integrale  benutzt  wird.  Hier  kommen  sogar  infolge  der  gliedweise 
ausgefilhrten  Integration  diyergente  Reihen  vor.  Am  Schluß  heißt  es  nur, 
die  Methode  sei  „nicht  frei  von  einigen  IJngenalligkeiten*^  Bemerkenswert 
ist  w,  daB  nach  der  ausdrücklichen  Angabe  des  Herausgebers  gerade  diese 
Entwickelungen  sicher  atif  Dirichlet  selbst  zurückgehen  sollen,  obwohl  eS 
überraschen  muß,  „daß  er  ül)er  den  Mangel  der  Methode  und  die  Felder  im 
Resultat  so  leicht  hinweggeht"  lu  dem  oflentlichen  Kolleg  hat  Dirichlet 
einige  dieser  laxen  Herleitungen  durch  exakte  ersetzt.  Er  scheint  aber 
z.  R  die  Produktfonnel  für  den  Sinus,  die  hier  als  Folgerung  auftritt,  in 
keiner  der  beiden  Vorlesungen  allgemein  und  streng  bewiesen  zu  haben. 
Nach  Erörterung  des  Integralbegrilb  bei  unstetigen  Funktionen  wendet  sich 
Dirichlet  noch  einmal  zu  den  Integralen  mit  unendHohem  Intervall.  lUr 

zeigt  mit  Hilfe  der  partiellen  Integi'ation,  daß  /  cos  (jc^)  dx  existiert.  Schließ- 

0 

lieh  betrachtet  er  die  beiden  Integrale 

j* iin  (ax)    (x)  dx ,     ^^os  («.>  )  i/;  (.r  )  dx . 
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Hier  wird  nun  wieder  etwas  Falsches  behauptet  Damit  die  obigen  Inte- 
grale einen  Sinn  haben,  soll  es  notwpTKlitr  und  hlnroichend  sein,  daß  il>(x) 
▼on  einer  gewissen  Stelle  an  dasiielbe  Zeichen  beibehält  und  mit  wachsendem 

«  nach  Noll  abnimmt.  Die  Annahme  ^  (x)  «  seigt,  daft  die  Be- 
dingung nicht  notwendig  ist. 

Im  dritten  Abschnitt,  der  die  Eulerschen  Intf^frrale,  insbesondere  die 
Ganunafonktiou  behandelt,  wird  zunächst  das  Doppeiiutegral  eingeführt.  Bei 

stetigem  /(ar,  y)  ist  m  = y)d^  eine  stetige  Funktion  von  y,  was  aber 

a 

hier  keines  Beweises  gewürdigt  wird.  Ein  soldiflr  findet  sieh  erst  viele 
Seiten  spiter,  nnd  es  hitte  wenigstens  auf  ihn  rerwiesen  werden  mflssen. 

Integriert  man  u  zwischen  den  festen  Grenzen  p  und  g,  80  entsteht  ein 
Doppelintegral.    Das  Fundamentaltheorem 

J  dy      r(x,  y)  dx^  =  Jdx  ( j  f{x.  y)  dy) 

beweist  Dirichlet  zunächst  geometrisch,  unieminunt  dann  aber  noch  einen 
rein  analytischen  Beweis.   In  der  Foimel 

yi  •  * 

p  •  « 

wird  q 

£fi^i  yr)  (yr+1  -  y,)  -  /  f  i^-,  y)dx^6 

p 

gesetzt,  dann  schreibt  mau 


J  udy  - J  ( Jf(x,  y)({yj  dx -i-J 

p  a         p  n 

und  folgert  aus  lim  t  =  ()  dm  gewünschten  Satz.  Wie  leirht  hätte  Di- 
richlet mit  HiUö  der  gleichmüÜigen  St^^tigkt-it  diese  unbetriedigenden  S^ehlüsse 
exakt  machen  können  I  Es  ist  wunderbar,  daß  er  den  für  eine  Veränderliche 
bewiesenen  Satz  von  der  gleichm&Bigen  Stetigkeit  nicht  auf  zwei  YeriLnder- 
liche  zu  übertragen  versucht  hat  Der  zweite  Beweis  des  Fundamental- 
theorems,  den  Herr  Arendt  aus  einem  andern  Diriehletsc  hen  Kolleg  mitteilt, 
beraht  auf  der  Differentiation  unter  dem  Iriteirral /.eichen.  Tber  „Doppel- 
intf'Errale  von  unendlicher  Ausdebnun;j"  wird  nur  Weniges  und  rnziilnn?- 
liebeH  gesagt,  mit  dem  Hinweis  darauf,  „daß  auch  in  den  Lelirbücbeni  dieser 
delikate  Punkt  nicht  berührt  wird".  Auf  diesem  Standpunkt  stehen  unsere 
LefaibAcber  nicht  mehr. 

Elller  betrachtete  es  als  erlaubt,  in  einer  Integraiformel  wie 

—  — -  (*>e) 


./• 
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das  h  durch  ftine  komplexe  Zahl  m  ersetzen.  Dixichlet  mifibilligt  dieses 
Verfishreii.iind  stellt  die  Aufgabe  „ganz  atlgemein  die  BediiignogeD  ausfindig 

zu  machen,  unter  denen  es  gestattet  ist  in  einem  fertigen  und  ausgewerteten 
bestimmten  Integral  eine  durchaus  reelle  Konstante  mit  einer  komplfx<m 
Größe  zu  vertauschen".  Um  diese  Aufgabe  zu  lösen,  werden  Betrachtungen 
über  Funktionen  einer  komplexen  Veränderlichen  angestellt,  die  in  dem 
öffentlichen  Kolleg  noch  näher  ausgeführt  sind.  An  diesen  Entwickelungen 
ist  vom  modernen  Siandpunlit  manches  anssusetaen.  3(aii  findet  s.  B.  den 
Begriff  der  Funktion  einer  komplexen  Veränderlichen  ganz  richtig  erklärt 
(S.  464);  an  andern  Stellen  i^mr  wird  die  Existenz  der  Ableitung,  die  doch 
die  wesentlichste  Bedingung  ist^  nicht  einmal  erwähnt  (2.  B.  8.  471).  Un- 

belrieUigend  ist  auch  der  Nachweis,  daÜ  die  Funktion  ^{Jc)  = J* ({j:^  k)dx 

a 

bei  stetigem  /'(x,  Ji)  stetig  ist  DaVei  wird  sogar  nur  angenommen,  daß  / 
als  Funktion  von  h  betmehtet  stetig  ist,  und  ganz  außer  Acht  gelassen, 
dafi  die  Diffierenz  /"(a?,  h-\-  ^Tc)  —  /.)  nodi  von  x  abhSngt.  Der  T Her- 
gang ins  komplexe  Gebiet  erweist  >ich  als  ein  mächtiges  analytisches  Hilfs- 
mittel unci  ermöglicht  e^,  aus  den  bisherigen  Resultaten  eine  große  Zahl  von 
Integral  formein  abzuleiten. 

Im  lünften  Abschnitt  werden  noch  andre  Methoden  zur  Auswertung  von 
Integralen  benutzt,  die  Diffsrentiatiou  und  Integration  unter  dem  Integral- 
zeichen und  die  Transformation.  Den  Schloß  bilden  interessante  Aus- 
fnhrongen  über  semikonvergente  Reihen. 

Der  übrige  Teil  des  Buches  enthSllt  die  Theorie  der  mehrfachen  Iiite- 
gralo.  Der  Schwerpunkt  lie<:t  hirr  ganz  in  den  Anwendungen.  Be.sondors 
eiiigeliend  wir<l  flic  nberlliirhenhcrerlinung  des  Ellipsoi<ls  behandelt  und  die 
Attraktion  eines  homogenen  Eilipsoids.  Hier  lernt  mau  die  „Methode  des 
diskontinuierlichen  Faktors**  kennen,  die  auch  zur  Auswertung  des  IntegralR 

. . .  Ji"~*rfÄ  -  Q^-^dy  •  s^~^di  .... 

(a,  6,  c,  .  .  .  ;  a-,  y,  ^,  .  .  .  >  0, 
+  f/  +    +  . .  .  <  1) 

benut/,t  wird.  Dieses  InteLnal  dient  dann  noch  zur  Berechnung  von  gewissen 
Rauminhalten  und  Tiügheitsmumeuten. 

Herr  Arendt  hat  sich  durch  die  sorgfältige  Herausgabe  der  Dunchlet- 
schen  Vorlesungen  sehr  verdient  gemacht  und  kann  des  Dankes  der  Mathe- 
matiker sidier  sein. 

Bonn,  Januar  1906.  Gbrhabd  Kowalbw8KT. 

"W.  F.  Osgood,  ord.  Professor  an  der  Harvard -Universität,  rambiidge, 
Mass.  (V.  St.  A.),  Lehrbuch  der  Funktionentheorie.  In  2  Bänden.  I.  Band, 

1,  Hälfte.    Leipzig  1906,  B.  G.  Teubner. 

Das  Werk,  dessen  rrstn  Lieferung  ich  der  Öffentlichkeit  hiermit  iiher- 
gebe,  hat  zum  Ziele  «  ine  systematische  Entwicklimg  der  Funktionentheorie 
auf  ünincüage  der  InlinileMmalrechiiutig  und  in  engster  Fühlung  mit  der 
Geometrie  und  der  mathematischen  Physik.  Die  eigentlichen  Entwicklungen 
beginnen  erst  mit  dem  aweiten  Abschnitte,  Kap.  6,  S.  179,  und  behandeln 
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in  Kap.  6  und  7  vonwlimlich  Tunktionen,  welche  in  einem  gegebenen  Bp- 
rtjicbe  der  Zahlen»'lit ne  t^nulputig  nnd  mit  einer  Ableitung  Vftrselien  sind. 
Dabei  worden  auch  die  elemeutaieu  Funktionen  für  komplexe  Werte  des 
Argumente,  sowie  die  linearm  Tnnsfomationen  einer  kompleien  VwSnder^ 
lidien  besprochen.  DaA  die  konfonne  Abl»]dung  gleich  Ton  Toniherein  in 
den  Vordergrund  gerückt  wird,  braucht  ^\•ohl  kaum  orw&hnt  äu  werden, 
Hierauf  wird  der  Cauchysche  Intet^rnlsat/.  eingeführt,  woran  sich  dann 
jener  Zyklus  von  Lelirsät/eii  anknüi»ft,  wfh-he  das  natürlieiie  Fundament 
für  die  F uuktionentheorie  bilden.  Der  liier  bebandelte  Stotl  umfaßt  u.  a. 
die  Weierstraßschen  Reiheusüti^e,  während  die  rationalen  Funktionen 
auf  ihre  fnnktionenfheorBtiscbeii  EigenMhaften  hin  nntersncht  werden. 

Die  «weite  Lieferang  bringfc  die  Riemannachen  flttchen  in  geometriBcher 
Behandlungs weise,  also  unter  ausgiebigem  Gebranehe  der  konformen  Ab« 
bildung,  nnd  eireiiiit  in  Kap.  9.  wfl'hes  von  der  analytischen  FortsHt/ung 
handelt,  einen  bestimmten  Abschluß  tüi-  die  Grundiarr«^ii  der  Theorie.  Hierauf 
folgen  Anwendungen  der  Theorie  auf  periodische  Funktionen.  Die  Liefe- 
rimg schließt  mit  einer  indepeudent^n  Behandlung  des  loganthmitichen  Poten> 
tials,  wobei  der  Gesichtspunkt  maßgebend  ist,  daß  die  ganze  Funktionen- 
iheorie  auch  anf  dieser  Grundlage,  also  ohne  jeglichen  Besag  auf  das  Vor- 
hergehende, entwickelt  werden  kann. 

Wie  man  ^ieht.  bildet  die  Infinitcsiuialrechnung  nebst  einem  Teile  der 
Mengenlehre  da?  Sub.sirat  für  die  analytischen  Entwicklungen.  An  strengen 
Behandlungen  dieses  Teiles  der  Analjsis  hat  es  zwar  seit  einer  Reihe  von  Jahren 
nicht  gefehlt.  Indessen  erscheint  dabei  häufig  die  reelle  Funktioueniheorie 
als  Selbstawe^,  so  daß  die  Definitionen  und  Sfitze  weiter  gefaßt  werden, 
als  fOr  die  komplexe  Funktionentheorie  erforderlieh  ist,  wahrend  die  Methoden 
erst  aus  e-Beweisen  herausgelesen  werden  müssen.  Nun  habe  ich  vor  allen 
Dingen  f\})>''  Darletrimg  der  komplexen  Funktionentheorie  geben  wollen,  w.  lehe 
sich  auch  /,uin  ersten  Studium  derselben  »Mtjnet  und  überdies  sich  unmittel- 
bar au  die  intinitesimalrecimuug  an.^chließt.  Darum  hielt  ich  es  füi-  an- 
gebracht, in  den  einleiimden  Kapiteln  des  Werkes  ^e  grundlegenden  Sätse 
jenes  Teiles  der  reellen  Analjsis  in  mlJglichst  einfaeher  Formulierung  zu- 
sanimen/nstellen,  some  die  gebräuchlichen  BeweismethodcD  der  modernen 
Analysis  mit  aller  Klarheit  auseinander  zu  setzen.  Im  übrigen  enthält 
Kap.  spezifUe  Untersuchunpfn  über  Pnnktmengen,  welche  für  eine  ein- 
wandfreie Entwicklung  der  Theorie  unentbehrlich  sind.  —  Die  2.  Hälfte  des 
I.  Bandes  wird  im  Herbst  1906  erscheinen. 

CSambridge,  Mass.  W.  A.  Osgood. 

M,  T,  Wblttaker.  A  troatlae  on  the  analyttoal  dynamloa  of  par> 
tiolea  aad  rigid  bodiea;  with  an  introduction  to  the  problems  of  three 
bodies    8®.  Ctobridge,  üniversify  press.  1904. 

Während  eines  Zeitraumes  von  Jahrz'^hnten  war  der  Studierende,  welcher 
mehr  als  die  ersten  Elemente  der  Mechanik  verlangte,  auf  eine  verhältnis- 
müBig  kleine  Anzahl  von  Lehrbüchern  (Schell,  Somotf,  Thomson  und  Tait, 
Routh)  angewiesen,  heute  sind  es  bereits  so  viele,  daß  dem  Anfänger  die 
Auswahl  erschwert  wird  —  und  doch  sind  es  nicht  zu  viele.  In  dem  Maße, 
in  welchem  das  Interesse  für  Mechanik  zunimmt,  trennen  sich  auch  die 
einzelnen  Anwendimgsgebiete  deutlicher,  und  die  Lehrbflcher  bringen  diese 
Arbeitsteilung  mehr  oder  weniger  zum  Ausdruck. 
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In  dem  vorliegenden  Werke  sind  die  Bedürfnisse  des  Astronomen 
in  weitem  ümfang-o  bprficksichtigt.  Daher  eine  Eiii>tlirJlnknng  der  rein  kine- 
matischen Ausführungen  und  eine  sehr  eiiii^eheude  —  wenn  auch  konzise  — 
Behandlung  der  kinetischen  lutegralpnnzipieu.  Den  vollständig  integrier- 
bftrem  Fkoblmon  des  freien  und  besoiiTttnlrten  materiellen  Punkkiw  und  des 
starren  EOrpers  sind  besondere  Abschnitte  gewidmet  Wir  finden  neben  den 
integrablen  Fällen,  die  Punktbewegung  auf  einer  FlSchef  wie  sie  von  Liou- 
vllle,  Stäckel  und  Knbb  gofund-'u  wurden,  das  Thnorrm  von  Joukowski  (1890) 
über  dip  B<nv<'gung  auf  Systemen  von  Flächenkurven.  Die  Bewegungs- 
gleichiuigeu  des  Kugelkroisels  sind  nach  Klein  tmd  Sommerfeld  vollstilndig 
integriert.  Besonders  hervorzuheben  ist  die  in  dem  vorliegenden  Lehrbuche  mit 
außerordentliobem  Oescbick  und  seltener  GrOndfichkeit  durdigefilhrte  Theorie 
der  kleinen  Schwingungen,  deren  Ausbildung  wir  —  in  den  wesentlichen 
Punkten  —  Lagrange  und  Routh  verdanken.  Der  Mechaniker  von  Beruf 
wird  naiürlifh  die  Oruiidwcrke  Ttiebt  ■umgehen  könnfn,  aber  er  wird  jefl^ii- 
falls  in  der  Dnr?t*41ung  von  Whittaker  ein  vortreft'licbes  Resümee  dieser  Theorie 
erkennen,  das  auch  die  späteren  Arbeiten  genügend  berücksichtigt. 

Mit  derselben  Sorgfalt  sind  die  nicht-holonomen  und  dissipativcn  Systeme 
behandelt,  indem  hier  gleich&lls  die  neuesten  Arbeiten  methodische  Ver^ 
Wertung  gefiinden  haben. 

Die  weitere  Verfolgung  der  nicht -integral)len  Bedingungsgleichungen  hat 
derVerfasspr  an  die  Darstelhing  dos  HnmilfmiM  hon  Prin/ips  geknüpft.  Nenor- 
dings  umgeht  man  die  Srinvierigkeiteu,  welche  dieser  iMothoile  nntnrgemäü 
anhaften,  indem  man  nicht  ein  mit  allen  Mühsalen  der  Isuperiiaeterprubleme 
belastetes Integralpiinzip  zum  Ausgangspunkt  wählt,  sondern  die  Lagi-angescbe 
Zentralglächung  der  Kinetik,  wie  es  bereits  von  Hamel  und  Lorentz  (Leyden) 
geschehen  ist.  Die  weitere  Behandlung  der  aus  der  Mechanik  so  eliminierten 
Schwierigkeiten  in  der  Auffassung  der  Variationen  kann  man  dann  dem 
Mathematiker  ül 'erlassen. 

Den  allgtiuieiuen  Zielen  des  Werkes  entsprechend  liat  der  Verfasser  eine 
Darstellung  der  wichtigsten  Eigenschaften  der  Integral -Invarianten  und  der 
Transformationstheorie  ftr  die  kinetischen  Diflferentialgleichungen  gegeben, 
der  weitere  allgemeine  Eigenschaften  der  IntegralsTsteme  angeschlossen  sind. 
Diese  Kapitel  linden  dann  spezielle  Anwendungsgeldete  in  dem  Dreiköi*per- 
problem  der  Astronomie.  Die  allgemeine  Theorie  der  freien  Bahnen  und  ein 
Abschnitt  über  die  Integration  d-  r  l-:inetischen  Differentialgleichungen  durch 
trigonometrische  Reihum  beschlielit  n  das  inhaltreielie  und  anregende  Werk, 
dessen  Bedeutung  bei  intensiver  Benutzung  am  besten  gewertet  wii'd. 

Karlsruhe  i.  B.  Heuk. 

Mfix  Simon,  Methodik  der  elementaren  Arithmetik  in  Verbindung 
mit  algebraisctier  Analysis.  Mit  9  Textfigureu.  gr.  8.  [IV  u.  108  S.j 
Leipzig  1906,  H.  Teubner. 

Die  vurliegende  Schritt  ist  der  Abdmek  einer  Vorlesung,  welche  der  Ver- 
fasser im  Sommersemester  1904  an  der  Kaiser  Wilhelms- Universität  gehalten 
hat  Der  Zweck  derselben  war,  den  Studierenden  die  Ziele  des  arith- 
metisch-algebraischen  Unterrichts  der  neunklassigen  höheren  Schulen  zu 
zeigen  und  sie  anzuleiten ,  den  susammenfassenden  Überblick  auf  der 
obersten  Stufe  methodisch  zu  geben.  —  Die  Schrift  zerfallt  in  zwei  neben- 
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einanflor  lierlanfpTule  Teile:  die  Entwicklung  des  Zahlbegrift's  vom  Zfihlen  an 
bis  zu  den  komplexen  Zahlen  und  die  Auilösung  der  algebraisch  auflös* 
baren  Gleichungen.  Der  Begründung  des  Begriffs  und  der  Rechnungsregeln 
d«r  Baüwnxahlan  ist  besondere  Sorgfolt  gewidmet,  der  Verfasser  hat  sich  dabei 
wesentlich  an  die  Georg  Caniorsche  Methode  gehalten,  weil  sie  s.  E.  wesent^ 
liehe  Vorzüge  Tor  der  Dedekind!>chen  und  Weierstraß  sehen  besitzt.  Eine 
geringfilgige  Modifikation  ist  durch  die  Auffassung  des  Verfassers  vom  Grenz- 
begriti  als  einer  Kategorie  d.  h.  eines  irreduzibeln  C  rund  Vermögens  der  Ver- 
nunft bedingt.  Die  ganze  Entwicklung  wird  beheri-seht  von  der  Aus- 
bildung des  Funkliousbegri£fs,  dessen  zentrale  Stellung  im  Unterricht  der 
Verfasser  sdion  seit  mehr  als  20  Jahren  betont  hat. 

Straftbuzg  i.  E.  Max  Simon. 

P.  Zeoba  Auljsabemsammlitng  rar  theoretiMiheiL  Moohanik  nebst 
Auflösungen  in  dritter  Auflage  herausgeben  ron  Dr.  C.  Cranz,  Professor 
an  der  MilitSrteolinisehon  Akademie  Berlin-Charlottenburg,  unter  Mitwirkung 
von  Ritter  von  Eberhard,  Leutnant.   Mit  206  Figuren  im  Text  22DS. 

8^   J.  B.  Metzlersehe  Buchhandlung.    Stuttgart  1906. 

Pi«  vorliegende  dritte  Auflage  der  beliebten  Zechschen  AufgabcnsniTim- 
limg  unterscheidet  sieh  von  der  zweiten  Auflage,  die  der  iu/\viselieu  ver- 
storbene Verfasser  noch  selbst  besorgt  hatte,  dadurch  vorteilbatl,  daß  die 
Figuren  neu  gezeichnet  sind  und  an  Klaxheit  nichts  zu  wünschen  lassen, 
wie  dadurch,  dafi  eine  größere  Anzahl  von  Versehen  Terbessert  ist.  Auch 
finden  sich  an  mehreren  Stellen  Ergänzungen,  jedoch  ist  die  allgemein«'  An- 
ordnung des  Buches  die  altbckatuite  geblielten.  Gewiß  wird  "^ich  das  Buch 
in  seiner  neuen  sorgfältigen  Ausgalie  im  Kreise  der  Studierenden  der  tech- 
nischen Hochschulen  gut  einbürgtru,  wie  es  dem  Wunsciie  des  llwausgebers 
entspricht ;  aber  auch  in  den  Händen  der  Studiereudeu  der  Mathematik 
und  Physik  an  den  üniTWsit&ten  wird  die  Zech-Granzsehe  Sammlung  sehr 
viel  Nutzen  stiften. 

Memente  der  ]>liroreiitial-  und  Integralreoliiimig.    Hüfsbuch  für 

•den  mathematischen  Unterricht  zum  Gebrauche  an  höheren  Lehranstalten. 
Von  Ludwig  Tesaf,  wirkl.  MittelschuUebrer  in  Olmütz.  Mit  89  Figuren 
im  Text.   |Vni  u.  128  S.]   gr.  8.  Leipzig  1906,  B.  G.  Teubner. 

Vorstehendes  Hüchlein  ist  im  wesentli<»hen  eine  Frucht  jener  Bewegung, 
welche  in  jüngster  Zeit  mathematische  und  pndagogische  Kreise  beschäftigte 
und  noch  beschältigt.  Mein  Werk  ist  es,  zu  zeigen,  wie  ich  mir  die  Durch- 
ftthrung  der  Ideen  beim  heutigen  Betriebe  des  Unterrichts  vorstelle.  Vor- 
ausgeschickt ist  dne  Behandlung  der  Elemente  der  analytischen  Geometrie, 
wie  sie  auf  der  Mttelstufe  des  Unterrichtes  platzgreifen  sollte.  (In  den 
österreichischen  Realschulen  entspräche  dies  der  3.,  4.  sowie  eventuell  5.  Klasse. ) 
Hi»  rbei  findet  auch  die  so  >vichtige  und  zuTueist  so  kärglich  behandelte 
üvperbelgleichung  a;^v=Konst.  ihr  Recht.  Anschließend  sinii  die  Elemente  der 
Differential-  und  Integralrechnung  so  weit  vom  mechauischen  Standpunkte 
•entwickelt,  als  sie  der  Physik -Unterricht  in  den  oberen  Klassen  bendtigt. 
Den  AbschluB  bUden  Untersuchungen  an  Kurven.  Im  großen  ganzen  &e- 
SChränkie  ich  mteft  auf  die  rhmmfarsfen  EnticirJdHii'fcn,  rim/edv/ik  des  Grund- 
saiz'S,  daß  nochschulmathematik  nicht  im  MiUel^chulunfvrrichte  betrieben 
werdm  soll.  Darum  glaube  ich  mich  der  Hoi&iung  hingeben  zu  können,  daß 
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(lab  Büchlein  für  den  beutigeu  Unterrichtsbetrieh  unmitt^^lhar  brauclibai  seioi 
dürfte.  Ich  legte  Wert  darauf  —  bei  mögliehster  Betünung  der  Anschauung  — 
ttbenll  di«  wisBanmdiafüiehe  dtremge  zu  wahren.  Das  Wort  „imendlieli 
klein**  wurde  Tflnnied^,  obwohl  vom  Begriffe  Gebrauch  gemacht  wurde.  Es 
geschah  «lies  cles^balb,  weil  gerade  dieees  Wort  (auch  noch  bei  jüngei'en 
Seinestpni  der  Hochsclnile^  erfalming<5geniäß  die  richtige  Vorstelluntr  ver- 
wirrt. Ferner  sdiültete  ich  dir  Koihen  panz  aus.  Deuu  ebenso  groß  die 
Befriedigung  ist,  die  der  Mathematiker  in  der  BeächUt'tigung  mit  ihnen 
findet,  ebenso  groß  ist  die  Langeweile ,  die  sie  bei  den  Schülern  erzeugen. 
Trotzdem  wird  der  Differentialquotient  von  i'X  und  iF  abgeleitet.  Es  gelingt 
diea  durch  Fortentwicklung  eines  von  Hrn.  Bradshaw  und  Hrn.  J.  Tanuery 
eingeschlageuen  VerfahreoM.  Beispiele  worden  insoweit  beigegeben  und  gi-üßten- 
teils  durchu'efflhrt,  als  es  zur  sicheren  Kenntnis  des  Vorn;etracrenen  unficj  ist. 
..Aller  dor  Formalismus  darf  nicht  überwuchern:  die  Jhitqiisdrfir  ist  eun  linre 
Erfassung  der  Grundbegriffe  und  ihrer  anschauungsmüßigen  Bedeutung'* 
(Klein). 

Olmütc  Lvowio  TfiSAK. 
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Von  n.  Weber  in  Sicaßbug. 
Binlttitnng. 

Ich  eriunere  mich  eines  Gespräches,  das  ich  vor  .laliren  mit 
meinem  Freunde  Dedekind  bei  einem  Spaziergang  in  der  Unige})nng 
von  Ilar^burg  geführt  liabe.  Es  handelte  sich  iiiti  srine  Auffassung 
der  Irrationalzahlen  und  meinen  Vorschlag,  unter  einer  irrationalen 
Zahl  nicht  ctivfiü  Erschaffenes,  sondern  geradezu  den  entsprechenden 
Schnitt  III  den  rationalen  Zahlen  zu  verstehen,  während  seine  Meinung 
war,  daß  zur  Bildung  des  Begriffes  der  irrationakahlen  außer  der  Ein- 
teilnug  der  rationalen  Zahlen  durrh  den  Schnitt  noch  etwas  hinzu- 
kommen nüisse,  was  die  Irrationalzahl  als  selbständiges  Wesen  erschafft. 
„Wir  smd  göttlichen  Geschlechtes"^  sagte  er,  y,imd  darum  ist  unsere 
geistige  Tätigkeit  schöpferisch." 

Diese  Worte,  haben  nur  einen  nachhaltigen  Eindruck  gemacht,  und 
ich  habe  sie  seitdem  in  nnzähligen  anderen  Fällen  bewährt  gefunden. 
Diese  Schöpfungen  unseres  Geistes  nennen  wir  Ideeii\  oder  mit  einem 
gemeinverständlichen  Ausdruck  GaUungsbeffri/fr.  Der  Kenner  der  alten 
Philosophie  wird  darin  vielleicht  eine  Yerwandtschafit  mit  der  Lehre 
Piatos  finden.')  Diese  Ideen  sind  etwas  anderes  als  nur  die  Gesamt- 
heit ihrer  Einzeldinge:  unser  Geist  erschafft  sich  etwas  Neues  dazn,  ein 
IdeaUnidf  was  allen  Einzeldingen  als  Muster  dient. 

Dieses  Idealbild  ist  durchaus  nur  in  meinem  Geiste  enthalten  und 
ehe  ich  es  mir  zum  BewoBtsein  gebracht  habe,  existiert  es  nicht. 

Wir  kömien  uns  beliebig  riele  Zahlen,  aber  keine  letzte  Torstellen. 
Immerhin  ist  die  groBie  Zahl,  die  ich  mir  je  gedacht  habe  oder  die 
das  Menschengeschlecht  in  absehbarer  Zeit  denkt,  immer  noch  endlich. 
Wir  kennen  uns  ketu  Ende  des  Raumes  oder  der  Zeit  vorstellen,  wie- 
wohl jeder  bestimmte  Raum  und  jede  bestimmte  Zeit  endlich  sind. 
Auf  diese  Weise  entsteht  in  uns  die  Idee  des  üttendllt^ten.  In  gleicher 

1)  Man  sehe  s.  B.  W.  Windttlband,  Plato,  Fioiumaims  KlaasUcer  der  Philo« 
•ophie. 

JabrMberiolit  d.  DeuUcheu  MnUiein.-VereiuiguuK.   XV.    Heft  3  4.  12 
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Weise  bildet  sicli  ilie  Idee  r/'W  absolufm  RaioiKs  und  dov  ahsoluten  Z<  it 
aus  den  mjimiigt'altiireu  Arten  der  Kaum-  und  Zeitmessung,  die  uns  die 
Objekte  und  die  Krlcthrungen  der  Außenwelt  bit  ten.  So  entstehen  die 
geometrischen  Vorstellungen  von  Punkt,  Linie,  Flächen  usw.M 

Es  ist  noch  hin/.uzufügen,  dnß  wir  für  den  praldisciien  Gthraavh  mii 
der  reinen  Idee  nichts  anfangen  können,  sondern  daß  man  jeweils  nach 
Bedüi-fhis  bald  den  einen,  bald  den  anderen  „Ikpräscutanien*^  der  Idee 
oder  r^nttunj^  heraussrreift.  Wir  neimien  für  den  f*inikt  etwa  eine 
kleine  Kugel,  für  das  Unendliche  eine  Innlänglicli  grofie  Zahl  an. 

Der  Ausbau  der  Idc'  des  l.nendUfhfii  ist  (iegenstand  der  modernen 
Mentj-enlehre,  die  ich  die  tmmzemimte  MniffC)il( hn  nennen  ni(")chte. 
Die  Kritik  der  (irundlagen  der  (reometrie  und  Mechanik  ist  gegen- 
wärtig aut  allen  Seiten  damit  beschäftigt,  die  Ideen  ron  liaum  und 
Zeit  zu  UJitersuchen.  überall  sind  noch  Schwierigkeiten  zu  überwinden 
und  Dunkelheiten  aufzuklären,  und  ich  zweifle,  ob  wir  hier  jemals  za 
einem  befriedigenden  Abschluß  kommen  können. 

In  diesem  Aufsatze,  dem  ich  den  Titel  y,Elcmcntare  Mmgetdehrt^ 
gegeben  habe,  beschäftige  ich  mich  nur  mit  endlidien  Mengen  mid 
suche  aus  ihnen  den  Ikijriff'  der  Zahl  abzuleiteu. 

Ich  stütze  mich  dabei  auf  die  alleralltäglichste  Erfahmng,  die  uns 
derart  ;::!'  Mengen  gibt,  z,  B,  die  Finger  der  Hand,  ein  Sack  KnrtoiIein| 
ein  Regiment  Soldaten.  Auch  die  Möglichkeit  der  Ordnumi  ist  nur 
durch  die  gemeine  Erfalining  gegeben,  wenn  z.  B.  die  Finger  neben- 
einander liegen^  oder  die  Kartoffeln  in  langer  Reihe  ausgebreitet  oder 
gewogen  werden,  oder  die  Soldaten  in  Reih  und  Glied  aufgestellt  sind. 
Aneh  die  Tatsache,  daß  eine  Menge  Teile  haben  kann,  entnehme  ich 
dieser  Erfahrung,  und  will  nun  yersuchen,  aus  diesen  Erfahrungstat- 
sachen die  Idee  der  Zcdd  herzuleiten.  Der  Kernpunkt  ist  dabei  der 
Sats  Ton  der  vollständigen  JnduMon, 

§  1. 

Geordnete  Mengen. 

1.  Eine  Mcmjc  heißt  geordnet  y  nenn  durch  lr<jetid  eine  Fest  setz  un  ff 
bestimmt  ist,  welclies  rnn  zwei  verschiedenen  Elemenien  dieser  Menge  das 
größere  und  welches  das  kleinere  sein  soll,  und  wenn  die^  Ordmwff  für 
drei  Elemente  a,  a"  der  Menge  die  Folge  hat,  daß,  tpenn  a  Meiner 
als  a',  a'  Idcimr  als  a"  ist,  atwh  a  Jdilncr  als  a"  ist. 

Eine  Menge,  die  so  geordnet  werden  kann,  heißt  ordmungsfäkig. 

1)  Vgl,  Weber-WellBtein,  Enzyklopädie  der  Kleinentarmatbematik  Bd.  IL 
Xachtrag  zu  den  Giruudlageu  der  Geometrie. 
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Zur  Erlätiterung  diesrT  Uehiiition  mache  ieli  folgende  Beinerkungeii: 
Die  Worte  „größer''  und  .^kleiner^*  sind  nur  der  Kürzo  wegen  ge- 
wählt; man  könnte  ebensogut  „früher^*  und  „später",  „höher**  und 
„tiefer"*,  „weiter  rechts*'  und  „weiter  links*'  und  irgend  ähnliche  Aus- 
drücke brauchen.  An  ein  physischee  Größer  und  Kleiner  braucht  dabei 
nidit  gedacht  zu  werden. 

Uber  die  Bezeichnung  sei  nook  l>emerkti 

Bedeutet  A  eine  Menge  nnd  a,  a'  zwei  ihrer  memente,  so  bedeuten 
(1)  «<«',  a'>a 

dasselbe,  iiämlifh  n  ist  kleiner  als  a,  a  ist  größer  als  a.    Ist  a"  ein 
drittes  Kiemenfc  von  JL,  so  sollen 

a  <  a,   a  <  a 

die  Beadehnng 

a<o" 

snr  Folge  haben.  In  diesen  Formeln  ist  das,  was  man  Qrüftendtarakter 
der  Ordnung  nennt,  enthalten.  . 

Ist  A  eine  Menge  ohne  Büßksicht  auf  eine  Ordnnng,  so  wollen 
wir  unter  A  dieselbe  Menge  mit  einer  hesHmnten  Ordnung  veistehen. 

Daß  es  Mengen  gibt,  die  geordnet  werden  können,  und  auf  mehr- 
&ehe  Weise,  zeigt  die  Erfahrnng,  z.  B.  die  fflnf  Finger  der  Hand, 
Punkte  einer  geradlinigen  Strecke  etc.  Damit  begnügen  wir  uns.  Die 
Frage,  ob  es  auch  Mengen  gibt,  die  nicht  geordnet  werden  können, 
scliieben  wir  der  tratiszemieiUen  Mengenlehre  zu,  und  lassen  sie  hier 
unerörtoi"t. 

2.  Eine  Menge  B  heißt  ein  Teil  einer  Menge  A,  wenn  jedes  Element  h 
von  B  zugleich  ein  Element  von  A  i^t;  B  heißt  ein  eehter  7 eil  von  A, 
wenn  wenigstens  ein  Element  in  A  exiliert,  das  nicfit  in  B  enthalten  ist. 

3.  Ist  A'  ein  Teil  von  A  und  A"  ein  Teil  von  A\  so  ist  muh  A" 
ein  Teil  von  A.  Wenn  A'  ein  echter  Teil  von  oder  A"  ein  echter 
Teil  T071  A'  (oder  beides;  ist,  so  ist  auch  A"  ein  echter  Teil  von  A. 

Ist  B  ein  echter  Teil  von  A,  so  gehört  jedes  Element  und  nur 
ein  solches,  das  in  A,  aber  nicht  in  B  enthalten  ist,  einer  Menge  C 
an,  die  wir  die  Ergnnsiuuj  tou  B  zw  A  nennen. 

Wir  setzen,  um  dies  Verhältnis  anzudeuten: 

A-^B+C  oder   A~C  +  B. 

Es  ist  auch  C  ein  ecbur  Teil  von  A,  und  B  ist  die  Ergänzung 
von  C.  Eine  Menge,  die  nur  aus  einem  einzigen  Element  besteht,  hat 
keinen  echten  Teil.  Dif^  Erfahrung  gibt  uns  aber  Beispiele  von  Meugen 
mit  echten  Teilen,  z.  B.  eine  Menge  von  zwei  Elementen. 

12* 
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Sind  B  und  C  zwei  Mengen,  so  können  wir  eine  mit  A  ^  B-{-V 
zu  bezeichnende  ^fenge  bilden,  in  die  wir  ein  Element  dann  und  nur 
dann  aufhehmen,  wenn  es  entweder  in  B  oder  in  C  (oder  auch  in  beiden) 
vorkommt.  Gibt  es  kein  Element.  da5;  zugleich  in  7?  und  in  C  ent- 
halten ist,  HO  sind  B  und  C  echte  Teile  von  A  und  die  Ergänzungen 
voneinander. 

4.  Jeder  feil  einer  ordnut^ttsfUliKini  Mmye  ist  ordmmgsfähiy. 

Ist  nümlieh  A  eine  treor'lnete  Menge  und  B  ein  Teil  von  ,4,  so 
ist  auch  B  geordnet,  wenn  wir  festsetzen,  daß  irgend  zwei  Elemente  fe,  b' 
von  B  dieselbe  Größenbeziehung  zueinander  haben ^  die  ihnen  in  Ä 
zukommt.    Wir  sagen  dann,  B  ist  nach  Ä  geordnet. 

5.  i^ind  B  und  C  geordnete  Mengen,  die  keine  gemeinachafHichen 
JEletnetUe  Jmhetij  so  ist  auch  Ä  =  B  -\-  C  ordtirdn/sfcUäg. 

Gehören  nämlich  zwei  vericbiedeue  Elemente  a  und  a'  von  A  zu 
demselben  Teil,  z.  B.  zu  B,  so  sollen  sie  in  A  ebenso  wie  in  ge* 
ordnet  sein  (a). 

Gehört  ftber  a  zu  I?  und  u'  zu  C,  so  soll  a  <  a'  sein  (ß). 

Um  nachzuweisen,  daß  bei  dieser  Anordnung  von  A  der  Größen- 
charakter gewahrt  bleibt,  seien  a,  a',  a"  drei  verschiedene  Elemente 
▼on  A,  und  es  sei  nach  der  getroffenen  Ordnung  in  Ä 

(1)  a<a\  a<a'\ 
Es  ist  zu  beweisen,  daß  daraus 

(2)  n  <  a  ' 

folgt.    Wir  haben  hierbei  vier  Fälle  zu  unterscheiden: 

1.  a  gehört  zu  C;  dann  geliören  auch  a'  und  «"  zu  C  (wegen  iß)) 
und  daraus  folgt  (2)  nach  der  in  (J  festgesetzten  Ordnung. 

2.  a  gestört  zu  Ii,  a  su  C:  dann  gehört  wieder  a"  (wegen  (1) 
und  (ß))  zu  C  und  folglich  ist  (2)  nach  (ß)  befriedigt. 

3.  a  gehoH  m  B,  a'  au  B,  oT  gu  C;  dann  folgt  wieder  (2)  aus  (ß), 

4.  a"  gät&ri  m  B;  dann  müsssn  a  und  a'  ebenfalls  zu  B  gehören, 
und  (2)  folgt  aus  der  Ordnung  in  R 

Bei  der  durch  («)  und  {ß)  ausgedrftckten  Ordnung  in  Ä  sagen  wir 
A  sei  naeh  {B,  Ö)  geordnet  Ebenso  können  wir  auch  die  Ordnung 
nac^  {Cj  B)  vornehmen. 

Endliche  Mengen. 

1.  Wenn  in  einer  geordneten  Menge  A  ein  Element  vorkommt, 
das  die  Eigenschaft  hat,  daß  iürjeäes  von  %  verschiedene  Element  a  aus  A 

(1)  «0  <  « 
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istf  so  ist  das  kleinste  Element  in  A,  Es  kann  nicht  mehr  cUs  ein 
Jeleinstes  geben,  denn  wäre  %  ein  zweites»  so  wftre  nach  (1)  <  und 
es  könnte  nicht  zugleich  a^<aQ  sein. 

Ebenso  ist  ein  Element     ans  ü  das  größte,  wenn  fOx  jedes  von 
▼erschiedene  Elemesit  a 

a<ai 

ist.    £s  kaiiia  iiucii  höchstens  ein  größtes  geben. 

2.  Eine  Menge  A  Jmßt  endlich^  wenn  sie  ordnungsfähig  ist  und 
wenn  sie  bei  jeder  mÖglicJien  Ordnung  ein  größtes  und  ein  kleinstes 
Element  hat.^) 

Unsere  Definition  2.  verlangt  von  einer  endlielien  Menge,  daß  es 
immer  ein  größte-^  uinl  ein  kleinstes  Element  geben  Holl,  aber  wohl' 
verstanden,  diese  Eigeiischait  muß  nicht  hloQ  einer,  sondern  jeder  mög- 
liciien  Ordnung  der  Elemenff  von  A  zukommen. 

DaB  der  Begriff  der  endlichen  Menge,  wie  wir  ihn  hier  definiert 
haben,  mchts  Widei-spreehendes  hat,  lehrt  die  Erfahrung. 

Eine  Menge,  die  aus  einem  einzigen  Element  besteht,  ist  geordnet. 
Denn  da  es  kein  zweites  Element  gibt,  so  kann  die  Frage,  welches  das 
größere  sei,  nicht  entstehen.  Das  eine  Element  ist  dann  zugleich  das 
größte  und  das  kleinste. 

Eine  Menge^  die  aus  zwei  Elementen,  z.  B.  den  Zeichen  H  be- 
steh^ kann  auf  zwei  Arten  geordnet  werden; 

+  <-  oder 

aber  nicht  noch  anf  eine  dritte.  Bei  der  ersten  Ordnung  ist  4-  das 
kleinste,  —  das  größte,  bei  der  zweiten  umgekehrt.  Die  elementarste 
Erfahrung  gibt  uns  also  Beispiele  von  endlichen  Mengen. 

Wenn   eine  endliche  geordnete  Menge  Ä  aus  mehr  als  zwd 
Elementen  besteht^  so  gibt  es  außer  dem  größten  und  dem  kleinsten 
nnd      noch  wenigtens  eines,  a,  das  der  Bedingung  Oq  <  a  <  ge- 
nügt   Ein  solches  heißt  ein  inneres  Elemente 

3.  Jeder  Teil  einer  endlichen  Menge  ist  eine  endliche  Menge, 

Zum  Beweise  sei  B  ein  echter  Teil  von  A,  und  C  seine  Er^Lnzuug, 
also  A'~B-{-C,  Nach  §  1,  4.  können  B  und  C  geordnet  werden. 
Es  sei  B  irg^d  ein  geordnetes  B^  und  C  ein  geordnetes  C.  Nun  gibt 
es,  weil  A  endlich  isty  in  dem  nach  (C,  B)  geordneten  Ä  ein  größtes 
Element       uod  ui  dem  nach  (B,  (!)  geordneten  Ä  ein  kleinstes 

1)  Es  wäre  vielleicht  trefl'ender,  eine  solche  Menge  ,^€Schlo8sen"  zu  ncnneu. 
Der  Ausdruck  „rndiidie  Mtn^  iet  aber  schon  gebräuchlich  und  soll  daher  bei- 
behalten werden. 
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Element  Uq.  Es  ist  danii  das  ijrrißte  Element  in  JJ\  denn  eretens 
gehört  es  zu  £  (§  1,  5.  QJ)),  imd  dali  es  in  B  kein  größeres  Element 
als  gibt,  folgt  aus  §  1,  5  (a).  Ebenso  folgt  aus  der  Ordnung  (B,  C), 
daß  das  kleinste  Element  von  Ii  ist.  Folglich  hat  B  ein  größtes 
und  ein  kleinstes  Element  und  B  ist  endlich. 

4,  Sind  B  und  C  zwei  endliche  Men^it  ii  ahne  (/einet iisames  MetHent, 
HO  i6t  mdi  die  aus  beiden  zusammetujesiizk.  Menge 

endlicJt. 

Denn  erstens  ist  Ä  nach  §  5.  ordnungsfahig.  Es  sei  also  A 
in  beliebiger  Weise  geordnet  nnd  B  und  C  seim  nach  Ä  geordnet. 
Da  nach  Yoraassetsimg  B  endlieh  ist,  so  gibt  es  in  S  ein  kleinstes 
nnd  ein  größtes  Element  \  und  b,,  und  ebenso  gibt  es  in  ein 
kleinstes  toid  ein  größtes  Element  und  c^.  Es  sei  nun  nach  der  in 
Ä  bestehenden  Ordnung  etwa  h^KOo,  dann  ist  jedes  Ton  5«  Tersehiedene 
Element  a  in  Ä  größer  als  gehört  a  zn  B,  so  ist  h^Ka, 

weil  das  kleinste  Element  Ton  B  ist^  und  gehört  a  su  so  ist 
a  »  >  oder  a  >  >  &o;  demnach  ist  das  fiieinsk  EUmemi  in  A, 
Ebenso  ist,  wenn  \  >  ist,  das  Xletiufe  Element  in  Ä.  Auf  die 
gleii^e  Weise  kann  man  zeigen,  daß  entweder  b^  oder  das  größte 
Elmmi  in  ist  Es  hat  also  A  bei  jeder  Ordnung  Ä  ein  größtes 
und  ein  Ideinstes  Element  und  ist  folglich  endlich. 

5.  St^mü,  Ist  Ä  eine  geordnete  endliche  Menge  Ton  mehr  als 
zwei  Elementen  und  a  ein  inneres  Element^  so  erzeugt  a  zwei  Schnitte 
in  ^  ui  folgender  Weise:  Man  nehme  in  B  jedes  Element  auf^  das 
kleiner  als  o  ist  und  in  C  jedes  Element,  das  größer  als  a  ist.  Das 
Element  a  selbst  nehme  man  entweder  zu  B  oder  zn  C.  Jede  dieser 
Einteilungen  heißt  ein  Schnitt  in  A  und  a  das  ihn  erzenyende  Element. 
Man  setze: 

(IJ  A^B.+  C, 

wenn  a  m  B  genommen  ist,  und 

(2)  A-B+C, 

wenn  a  zu  C  gehört.  Wir  setzen  noch,  um  auch  das  größte  und 
kleinste  Element  zu  berücksichtigen: 

(3)  B^  -  ao,     C,^  -  A 

Diese  Zeichen  sollen  auch  in  dem  Fall,  daß  A  nur  aus  einem  oder 
aus  zwei  Elementen  besteht^  ihre  Bedeutung  behalten. 
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Ordnen  wir  JJ^  und  O  und  Ii  und  uach  A  mul  nennen  h 
das  größte  Element  von       c  das  kleinste  Element  vun  (   so  ist 

(5)  b<a<e 

tmd  zwischen  5  xmA  a  nnd  ebenso  zwischen  a  und  c  liegt  kein  Element 

aus  rt,  denn  jedes  etwa  vorhandene  von  a,  c  verschiedene  Element 
von  .1  wäre  entweder  <  h  (  wenn  es  zu  B  gehört)  oder  >  c  (wenn  es 
zu  C  gekürt).    Damit  ist  bewiesen: 

6.  In  Jakr  geordneten  oullichen  3IeN(/c  A  von  mehr  als  zwei  Ele- 
menten ffibt  es  sti  jedem  innen  n  Elewt'tit  n  ein  mtiächat  (jelegtuts  kleineres 
Element  h  wul  ein  znnäciist  yelegenes  (jrößercs  Element  c. 

Die  Elemente  h  und  e  heißen  die  yachbarelemetde  Yon  a. 

Zu  dem  kleinsten  Elemente  ^r^  \on  Ä  gibt  es  nur  ein  größeres 
und  zn  nur  ein  kleineres  Nachbareiement,  und  dies  gilt  auch  noch 
ffir  Mengen  von  zwei  Elementen.  Sind  h  und  e  die  Nachbarelemente 
Ton  Of  so  ist  a  das  größere  Nachbarelement  von  b  und  das  kleinere 
Naehbaielement  von  c 

7.  Der  Saig  von  der  ffoUständige»  IndnäcHon: 

Em  aügemehier,  auf  jedes  ElmmU  der  ^ordneten  mdlfidim  Menge  A 
amwenähairer  Sak  %  isi  als  vcUstmuUy  bewiesen  ammeken,  wenn  es  ge^ 
lingtf  die  beiden  folgenden  Punkte  darmUm: 

1.  gilt  für  das  kleinste  Element      in  A. 

2.  Wenn       för  irjjend  ein  Element  b  in  Ä  gilt,  so  gilt  Ä  auch 

für  das  gröbere  Nachbiirelement  n  von  b. 

Angenommen,  es  sei  '"^i  niclit  für  alle  Klenieute  von  A  ricbtii»'.  so 
bilden  wir  eine  Teilmenge  0  von  A .  in  die  wir  jedes  Element  auf- 
nehmen, für  das  1?(  nicht  gilt.  Die  Mcuge  C  ordnen  wir  inu-h  A  und 
bezeicimen  mit  d-ds  kh^niMte  FAnneni  von  C.  Nach  der  Voraussetzung  1. 
ist  c  von  üq  verechieden  und  iiat  folglich  ein  kleineres  Naclibari'lement  a, 
für  das  der  Satz  'Jt  gilt,  weil  a  nicht  zu  C  gehört.  Dann  ist  aber 
nach  2.  %  auch  richtig  fUr  und  es  kann  folglich  die  Menge  C  nicht 
existieren, 

§  3. 

Abbildung  und  Äquivalenz. 

1.  Wenn  loh  in  der  Folge  Ton  zwei  endlichen  Mengen  A  und 
spreche,  soll  immer  darunter  verstanden  sein,  daß  sie  keine  gemeinstMt- 
IMim  JElemenle  haben.    Es  ist  dadurch  nicht  ausgeschlossen,  daß  in 
A  und  B  Elemente  vorkommen,  die  objektiv  identisch  sind;  wir  woUen 
nur  flbereinkommen,  sie  als  verschieden  zu  bezeichnen,  je  nachdem  sie 
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asa  Ä  oder  za  S  gehören.  Es  könnte  in  diesem  Sinne  seihst  S  ein 
Teil  Yon  A  oder  mit  A  dem  tatsächlichen  Inhalt  nach  identisch  sein. 

2.  D^mUkm.  Zwei  endliche  Mengen  A  und  A'  heißen  ägwvakat, 
wenn  sie  so  miteinander  in  Yerhiudung  gedacht  werden  können,  daß 
jedes  Element  a  yon  A  mit  einem  Element  a'  von  A'  ein  Paar  bildet^ 
und  daß  jedes  Element  a'  von  A'  in  einem  und  nur  in  einem  dieser 
Paare  vorkommt  (z.  B.  die  Finger  der  rechten  und  linken  Hand).  Die 
Äquivalenz  ist  also  ycgcnsriiig.    Wir  drdcken  sie  in  Zeichen  so  aus: 

Af^-^A'f   A' ^  A. 

Sind  die  die  Äquivalenz  hegrtlndenden  Yerbindungen  zwischen  den 
Elementen  von  A  und  A'  hergestellt,  so  sagen  wir,  A!  sei  auf  A  (äh 
gMdei  und  nennen  zwei  verbundene  Elemente  auch  eniaprediende 
Mmmte. 

3.  Sind  zwei  Mengen  A'  und  A"  mit  einer  dritten  A  äquivalent, 
so  sind  sie  au<^  tinkreinander  äquivalent.  Denn  ist  in  der  Äquivalenz 
A'  r^A  das  Element  a*  mit  a  verbunden  und  in  A'*  A  das  Element 
a  mit  a"f  so  ist  dadurch  auch  a'  mit  diesem  bestimmten  a"  verbunden^ 
und  ebenso  umgekehrt  irgend  ein  a"  mit  einem  bestimmten  a\ 

Denken  wir  uns  im  Sinne  von  Nr.  1  eine  Menge  A  zweimal  gesetzt, 
so  können  wir  Bagen,  daß  jede  Menge  sich  selbst  äquivalent  ist. 

Ist  die  Menge  A  geordnet,  so  kann  jede  Iquivalente  Menge  A^ 
gleidi&Us  geordnet  werden,  indem  man,  wenn  a  <  5  Elemente  von  A 
sind,  den  enisinrechenden  Elementen  a'  und  h'  'm  A'  dieselbe  Größm- 
beziehung  gibt.  Dem  kleinsten  und  größten  Element  und  von  A 
entsprechen  dann  das  kleinste  und  größte  Element  und  von  A\ 
Daraus  folgt: 

4.  Ist  A  eine  endliche  Ment/e,  so  ist  Jede  mit  A  äquivalente  Menge 
gleichfalls  nvUich. 

Wenn  irgend  eine  Menge  M  mit  einer  Mengr  A  >ind  zuorleich  mit 
einem  Teil  A'  von  A  äquivalent  ist,  so  köuneii  wir  im  Sijin»-  von  Nr.  1 
sagen,  daß  A  mit  einem  Teil  A'  von  sich  selbst  äquivalent  ist.  Es 
gilt  dann  der  Himptsai-: 

5.  Eine  endUdte  Menge  A  kann  nicht  mit  einem  echten  Teil  von  A 
äquivalent  sein. 

Znm  Beweis  wenden  wir  die  vollständige  Induktion  an.  Sei  also 
A  irgendwie  geordnet,  und  wir  behalten  die  Bezeichnung  von  §  2.  ö. 
bei.  Der  zu  beweisende  Satz  ist  dann  richtig  für  die  Menge  = 
denn  diese  Menge  besteht  nur  aus  dnem  Element  und  hat  keinen 
echten  Teil,  ist  also  auch  nicht  einem  echten  Teil  von  sich  selbst 
äquivalent. 
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»Sei  b  irgend  eia  Element  von  A  und  b  <  a^,  und  »  s  sei  unser  Satz 
als  richtig  erkannt  fiir  die  Meni^o  ,  d.  Ii.  es  sei  li^  nicht  einem  echten 
Teil  von  sich  solbst  äquivalent.  Es  sei  a  das  größere  Nachbarelemcnt 
Ton  b.  Ist  dann  einem  eckten  Teil  JS^  von  sich  seihst  äquiTaleat, 
80  sind  drei  Fälle  möglich: 

1.  jB'  enthält  nicht  das  Element  a.  Das  Element  a  in  B„  wird 
dann  einem  anderen  Element  a'  in  entsprechen,  das  su  £^  gehört 
Ist  dann  +  a,  so  ist  B^^  ein   r/c  r  Teil  von  P^,  und  da 

Bf^-\-  a  ist,  so  ist,  wenn  wir  die  verbundenen  Elemente  a,  a'  aus 
nnd  B'^  entfernen,  eine  Ahhildung  Ton  B^,  auf  B'^  hergestellt;  die 
nacli  YorsussetBimg  nicht  möglich  ist 

2.  B*^  enthalt  das  Element  und  dieses  Element  entspricht  sich 
selbst  in  der  Ahbfldung  Ton  auf  B'^,  Dann  ist  —  f  ^  +  a  und 
B[  ist  wieder  ein  eeft^er  Teil  von  J?^,  da  ein  echter  Teil  Ton  B^ 
sein  soü  Durch  Entfernung  des  mit  sich  selbst  yerbundenen  Elementes  a 
ist  also  wieder  eine  Abbildung  von  J?^  auf  B^  hergestellt,  die  nicht 
mSglich  sein  soll. 

3.  B^  entbSlt  das  Element  a,  aber  ui  der  Abbildung  von  B^  auf 
B]^  entspricht  dem  als  Element  Ton  Ü,,  gefaßt,  das  Element  a'  yon 
B,,  und  als  Element  von  7i'^  gefaßt,  das  Element  a"  von  B,^  (a  und  a" 
können  identisch  sein,  sind  aber  von  a  verschieden  und  daher  in  Bf^ 
<'nthalten).  leb  lasse  nun  alle  Verbiiulungeu  in  der  Abbildung  von 
jB,  auf  B  bestehen  mit  Ausnahme  der  Verbinduniien  aa'  und  ii  'd. 
Diese  löse  ich  und  verbinde  (i  mit  a  und  n'  mit^; Dann  ist  wiederum 
Bg  auf  B\  abgebildet,  und  ich  bin  auf  den  Kall  'J.  zurückgekommen. 

Hiermit  ist  die  Aussage  über  da-s  Klement  a,  iiümlicb  „7/^  ist 
nicht  mit  einem  echten  Teil  seiner  selbst  äquivalent'*  erwiesen  für  a^, 
femer  für  a,  unter  der  Voraussetzung,  daß  sie  für  b  gilt.  Es  sind  also 
die  Voraussetzungen  der  vollständigen  Induktion  erfüllt,  und  der  Satz 
ist  also  auch  richtig  für  a,,  d.  h.  für  die  Menge  Ä  selbst. 

6.  Es  seien  nun  A  und  M  irgend  zwei  endliche  Mengen.  Dann 
gibt  es  drei  Möglichkeiten: 

1)  Ä  äquivalent  mit  Mf 

2)  Ä  äquivalent  mit  einem  editen  Teil  M'  von 

3)  M  Sqnivalent  mit  einem  editen  Teil  A'  von  A. 

Wir  wollen  nachweisen,  daß  von  diesen  drei  Möglichkeiten  immer 
nur  eine  zutreffen  kann,  daß  aber  auch  eine  immer  zutreffen  muß.  Das 
erste  folgt  leicht  aus  dem  Satz  ö,  denn  ist  A  ~  M  und  «1  ^  M,  so 
ist  auch  ^  ~  A',  was  nach  5.  unmöglich  ist,  also  ist  3.  und  ebenso  2. 
durch  1.  ausgeschlossen. 
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Wenn  aber  A  M'  ist^  flo  kann  nicht  A*^  M  seiiiy  weil  sonst 
M  rs*  M*  wäre,  also  ist  1.  darch  2.  angeflchloenen,  und  ebenao  ist  es 
dnrch  3.  anflgoBChlosBon. 

DaB  aber  andi  2.  nnd  5.  nicbt  ansammen  bestehen  können,  sieht 
man  so  ein:  Es  sei  A  auf  M'  abgebildet;  dann  ist  sogleich  A*  auf 
einen  Teil  M"  von  M'  abgebildet,  also  A' M",  nnd  IT'  ist  ein 
echter  Teil  von  M.  Wäre  nnn  zugleich  A'  ~  M,  so  wäre  M  <^  M% 
entgegen  dem  Satze  5. 

7.  Um  nachzuweisen,  daß,  wenn  .1  und  M  endliche  Menden  sind, 
immer  eines  der  drei  1)  2)  3)  eintreten  muß,  nehmen  wir  an,  es  treffen 
1)  und  3)  nicht  zu,  es  sei  also  JI  weder  mit  A  noch  mit  einem  Teil 
Ton  Ä  äquivalent,  und  es  iät  zu  zeigen,  daß  dann  A  mit  einem  Teil 
von  M  äquivalent  sein  muß. 

Dazu  hilft  uns  wieder  die  vollständige  Induktion.  Es  seien  A 
und  M  irgendwie  geordnet,  und  es  werden  die  Bezeichnnngen  von  §  2. 
4.  9.  beibehalten. 

Es  ist  dann  zunächst  klar,  daß  —  Oq  auf  einen  Teil  von  If, 
etwa  auf  das  kleinste  Element      von  Üf,  abbildbar  ist. 

Es  sei  auf  einen  Teil  M'  von  M  abgebildet.  Es  mofi  dann 
M'  von  M  verschieden  sein,  weil  nach  Yoraussetaung  M  mit  keinem 
Teil  von  A  äquivalent  sein  soll.  Demnach  gibt  es  ein  Element 
von  üf,  das  nicht  in  Jlf '  enthalten  ist.  Wir  verbinden  a  mit  m'  und 
haben  ^  B^  +  a  auf  M'  +  m'  abgebildet.  Jf '  +  m'  ist  aber  wieder 
ein  Teil  von  M  und  zwar  ein  echter  (noch  der  Toranasetzang).  Es 
ist  also  B^  auf  einen  echten  Teil  von  M  abgebildet  und  damit 
sind  die  Voraussetzungen  der  vollständigen  Induktion  erföllt.  Setzen 
wir  also  a  —  «j,  so  folgt,  daß  Ä  mit  einem  Teil  von  31  äqui- 
valent ist. 

Wir  wählen  auv  Bezeidmung  von  1),  2),  i\)  die  Zeichen 
l)  A'^  31,     2)  A^äU,     'i)  M<^A 

oder 

1)        A,     2)  ii  >  ^,    3;  ^  >  M, 

Es  ergibt  sich  unmittelbar,  wenn  A,  B  imd  M  endliche 
Mengen  sind: 

Ist  B  -<  A  und  A  -<  ü/,  so  ist  auch  B^M. 
Ut  B^A    „    A>M,    „  „    „  JB>Jf. 
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§4. 
Zahlen. 

1.  l>t^i  der  Schaff'iincT  des  Zablbegrifts  golie  ieli  aus  von  einer  be- 
liebigen endlieben  Menge  A  und  gebe  dieser  einen  Namen  oder  ein 
Attribut  «,  das  ich  ihre  Zahl  nenne,  und  setze  dabei  fest,  daß  jede  mir 
etwa  vorkommeude,  mit  Ä  äquivaletUe  Menge  denselben  Namen  cc  haben 
soll,  daß  aber  dieser  Name  auch  nur  den  mit  Ä  äquivalenten  Mengen 
ssukommen  soll. 

Gehe  ich  statt  von  A  von  einer  mit  A  äquivalenten  Menge  A' 
ans,  und  gebe  dieser  den  Namen  cc.  so  erhält  A  denselben  Namen. 
Dieses  u  heißt  dann  die  genwimchaftliche  Zahl  aüer  mit  A  äqmvalentcn 
Mengen.  Es  ist  hiemach  die  Zahl  nicht  aufzufassen  als  die  Gesam&teit 
■oder  die  Menge  aüer  mit  A  äquivalenten  Mengen;  denn  diese  Menge 
kenne  ich  nicht.  £s  ist  a  die  Idee  der  durch  A  bestimmten  Klasse, 
wenn  ich  irgend  zwei  äquivalente  Mengen  als  derselben  Klasse  angehörig 
hexeichne.  Die  Bedürfnisse  des  Lebens  zwingen  uns  zur  Bildung 
-dieser  Ideen  und  die  einüschsten  von  ihnen,  ^eins^,  y^zwei"^  „drei''  sind 
jedem  Eind  gelaufig  und  auch  im  vorhergehenden  benutzt. 

2.  Sind  A  und  B  irgend  zwei  endliche  Mengen,  und  «,  ß  ihre 
Zahlen,  so  setzen  wir 

1)  a  =  /},   wenn   A     B   {a  gleich  ß) 

2)  a  <  ß,       „       A^B    (ci  kleiner  als  ß\ 

3)  «  >  ^,      „      A>^B   (a  gröüer  als  ß). 

Die  Zahlen  sind  hierdurch  der  Größe  nach  geordnet  und  zwar  mit 
OrdfienchaTakter  (§  L  2). 

3.  ht  «  irgenü  eine  Ztütl,  so  bilden  die  Zahlen,  die  Ideiner  als  « 
'Oder  ^eidi  er  sind,  eine  endUdte  Menge  von  der  Zahl  «. 

Dies  ergibt  sich  wieder  aus  der  vollständigen  Induktion.  Wir 
nehmen  eine  geordnete  endliche  Menge  Ä  und  benutzen  die  &fihere  Be- 
iseidmung.  Der  Satz  ist  dann  richtig  für  B^,  dem  die  Zahl  1  zukommt 

Es  sei  a  ein  beliebiges,  von  Uq  verschiedenes  Element,  und  h  sein 
kleineres  Nachbarelement.  Die  Zahlen  von  und  seien  ß  und  ß'. 
Unser  Satz  sei  richtig  för  B,-^  dann  hat  die  Menge  der  Zahlen,  die 
kleiner  als  ß'  oder  gleich  ß'  sind,  dieselbe  Zahl  wie  B,.  also  ji'.  und 
wir  können  diese  Zahlen  auf  die  Elemente  von  7/,,  beziehen.  Hc/.it-lu'n 
wir  noch  die  Zahl  ß  auf  das  Elnneut  so  er^s^ibt  sich  die  lüebti«»:keit 
des  Satzes  filr  J>\,  und  damit  also  auch  iür  .1  neibst. 

Geben  wir  dem  Clement  a  selbst  den  Nanu'ii  der  Mencje  Ji^,  aiso  ß 
(mit  einem  Zusatz:  das  ßte),  so  erhalten  wir  die  Ordiunigszahlen. 
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5.  Wenn  man  zwei  endliche  Mengen  B  und  C  ohne  gemeinsames 
Element  mit  den  Zahlen  ß  und  y  zn  einer  neuen  Menge  Ä  vereinigt, 
die  dami  naeh  %  2.  4.  gleichfalls  endlich  ist,  und  die  Zahl  a  haben  möge, 
80  ist  a  durch  ß  und  y  vollständig  bestimmt  und  mun  setzt  a^ß-^-y 
oder  —  y  4"  /5.    Zugleich  ist  «  größer  als  ß  und  crrößer  als  y. 

Bestellt  C  nur  aus  einem  Element,  so  hat  es  die  Zahl  y  =  1  nnd 
«  -» /3  +  1  ist  die  fjrößerr  Nachharzahl  zu  ß. 

Durch  die  vulistäuilige  Induktion  luBt  sich  noch  der  Satz  beweisen, 
der  die  Grundkirf^  des  Eahnens  ist: 

6.  Ersetzt  mau  jedes  Elemmi  m  einer  cndlichm  Metißc  M  (hircft 
eine  emllidie  Moujr  .1,^^  von  der  Zahl  .  so  entsteht  eine  neue  cndlirlie 
Menge  S.  Die  Zahl  o  dieser  Menge  ist  tinte/i  die  Zahlen  «„.  vulhUmdig 
bestimmt  nnd  heißt  die  Summe  der  Zahlen  Daraus  erpribt  sich  die 
Addition  der  ZahieUi  zugleich  mit  dem  kommutativen  und  assoziativen 
Gesetz. 

Es  tritt  liiernach  die  KardinoLeaid,  nicht  die  OrdinalealU  als  das 
ursprüngliche  auf. 

7.  Ist  a  nicht  das  größte  Element  von  A,  so  hat  es  ein  größeres 
Nachbarelement  e  und  wemi     Ton  der  Zahl  ß"  ist,  so  ist  (nach  Nr.  2) 

ß'<ß<ß" 

und  zn<^'1eich  folgt,  daß  zwischen  ß'  und  ß  und  ebenso  zwischen  ß 
und  ß  "  keine  Zahl  liegt. 

Es  hat  also  jede  Zahl,  mit  Ausnahme  von  1,  eine  kleinere  Nachbar^ 
zahl,  und  so  lange  eine  endliche  Menge  als  Teil  einer  umfassenderen 
Menge  betrachtet  werden  kann,  hat  aiicli  jpde  Zahl  eine  größere  Nachbar- 
zcdd.    Man  bezeichnet  die  beiden  Nachbarzahien  von  ß  mit  ^  —  1  und 

7.  Nach  Nr.  2  lassen  sich  die  Zahlen  zwar  mit  Üröücncharakter 
ordnen,  da  von  irgend  zwei  verschiedenen  Zahlen  stets  entschieden  ist^ 
welche  die  größere  ist.  Sie  bilden  aber  keine  endliche  Menge;  denn  es 
ist  mir  keine  endliche  Menge  bekannt,  zu  der  ich  nicht  durch  Hinzu- 
fttgong  eines  weiteren  Elementes  eine  neue  Menge  bilden  könnte,  die 
eine  größere  Zahl  hat  Ja  ich  kann  mir  die  Möglichkeit  einer  solchen 
Menge  nicht  einmal  vorstellen,  wenn  i<^  auch  weiß,  daß  sie  IQr  mich  als 
Individuum  einmal  erscheinen  wird.  Hiemach  giht  es  "keim  größte  Zahh 
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Die  Entwicklung  und  der  gegenwärtige  Stand 
der  dif  erentielleu  Limengeometrie. 

(Bericht^  der  Deutschen  Mathematiker -Vereinigung  ♦  rstattet  auf  der  Jahres- 
Torsanuulung  in  Merau  am  27.  September  190ö).*) 

Von  K.  ZdiDLEB  in  Innsbruck. 
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S»  Die  Bicbtnngen  im  Lini^arKom   190 

4.  Begelfl&dieD   19t 
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6.  J)W  mit  einer  Kongruenz  verbundenen  FlAchen   .  195 

7.  Die  1'C'rührorn]ün  Strahleunetze.   ,  ,  .  .  .  197 

8.  An'.vt  iidiin^'^fn  auf  dip  »»pomftrischü  Ojitlk   200 
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1.  Ältere  Unf(rmrhnn4^m.  AIb  älteste  allgejueine  Lliiti  i  hung  der 
tlifferentiellen  Liuieiigeometrie  und  der  LinieDgeometrie  überhaupt  können 
gewisse  Abschuitte  der  Optik  von  Malus betrachtet  werdeu.-j  Kr  setzt 

m  iß  —  j?')    0  (a:  —  x')t     »  (i»  —  jr')  —  ö  (y  —  y*) 

als  Gleichungen  einer  Geraden  aii,  wobei  m,  n,  o  willkürliche  Fuiiktioi^pii 
von  .r'.  //',  z'  sind,  ordnet  also  jedem  Punkt  {x\  y\  e'^  iIms  iüiumes 
eine  durch  ilm  gehende  (xerade  g  zu  und  definiert  so  einen  Linien- 
komplex. Er  sucht  zunächst  die  Nachbarpnnkte  von  7^,  deren  Geraden 
7  schneiden,  und  findet  einen  Richtun<;sket;el  /weiter  Ordnung.  Dann 
beschränkt  er  sich  aut'  solche  Gerade  des  Komplexes,  die  von  den 
i'unkteu  einer  Fläche 

aui^gehn,  also  anf  eine  allgemeine  Shahlenkongnienz  und  findet,  dsA 
jede  solche  als  Ort  der  Schnitte  sweier  Systeme  abwickelbarer  Flachen 
anfgefafit  werden  kann.  Er  findet  auch  die  Brennflächen,  bestimmt  die 
beiden  Brennebenen  und  ihren  Winkel,  stellt  die  Bedingung  auf^  daß 
sich  die  beiden  Scharen  abwickelbarer  Flachen  überall  senkrecht  schneiden, 
oder  wie  wir  jetzt  sagen,  daß  das  Strahlensystem  ein  Normalensystem  ist, 
und  fragt  nach  den  Flachen  F 0,  die  man  einem  gegebenen  Komplex 
assoziieren  mufi,  damit  das  System  ein  Normalensystem  wird;  er  bekommt 
eine  nicht  lineare  partielle  Dififerentialgleiehung  erster  Ordnung. 

Als  „Theorem  vm  Malus  md  Duptn^'  bezeichnet  man  den  Sais, 
daß  ein  Normalensystem  durch  beliebig  viele  Reflexionen  und  Bredinngen 
an  Trennungsflächen  homogener  Medien  stets  wieder  in  ein  solches 
überseht.  Malus  selbst  beweist  diesen  Hat/,  nur  für  eine  einmalige 
Brechung  (oder  Reflexion)  solcher  Htralileu,  die  von  ciui  m  Punkte  aus- 
gehn,  spricht  sogar  ausdrücklieh  die  Meiuuuf;  ans  i  a.  a.  0.,  S. 
(laß  der  8atz  für  mehrmalige  Brechung  nicht  mehr  gilt.  Der  Irrtum 
wurde  von  Dupin  und  Canchy  berichtigt.^) 

Gleichfalls  durch  optische  Interessen  wurde  Haniilton^j  zur  Unter- 

1)  Optique,  Joum.  de  r£c.  polft.  T.  VII  fcah.  14)  190S;  S.  1—44  und  84—199. 

2)  Allerdings  hatte  schon  früher  (1796)  Monge  im  Zusanimenbaug  mit  der 
Flächentheorie  «las  Normalensystem  eiiipr  Flüche  nntersvicbt  uml  namentlich  bemerkt, 
daß  es  sich  auf  /.weierld  Art  in  >j'  aluvirkclluin'  Flächen  zerlegen  Hißt  (Jonm. 
de  Vt.c.  polyt.  cah.  2).  Aber  bei  Malus  treten  /.um  üratenmal  Geraden-Mannigfaltig- 
keiten selbständig  auf.  VgL  über  ältere  liuiengeometrisohe  Untersuchangen  auch 
Lie  und  Scheffers,  Geom.  d.  BerOhnuigstmuf.  S.  968  ff. 

8]  Über  die  Entdeekang  dee  Theorem«  von  Mala«  und  Dupin  vgl.  Darboiix, 
Theorie  des  surf.  H,  S.  280,  Note. 

4;  Transact.  of  tbe  K  Trisb  Ac  Vol  XV,  1828  Theory  of  Systems  of  Rays) 
und  Vol.  XVI,  1830  (First  Supplement  to  an  essay  ou  the  Theory  of  Systems  of  Rays). 
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«adrang  der  StrahlenBystenie  gefflhrt  Er  sidlt  sie  anelytisch  dar,  in- 
dem er  die  RiebbrngskoBiniui      ß,  y  eines  Strsbles  als  Funktion  des 

Ortes  im  Räume  gibt.  Jedooh  mfissen  die  Funktionen  a,  ßy  y  yon 
X,  z  80  beschaffen  sein^  daß  sie  sich  nicht  ändern,  wenn  man  x  durch 
X  -\-  Qtt  usw.  ersetzt;  sie  müssen  also  die  Differentialgleichungen  erfüllen, 
die  mau  erhält'*),  wenn  mau  in 

für  qp  der  Reihe  nach  a,  /3,  y  setzt.  Femer  erhält  mau  durch  Differen- 
tiation von  Zu^  -»  1  Gleichungen,  die  in  Verbindung  mit  den  früheren 
ergeben: 

ß^-y^-'ka,   y^-a^'-kß,       - -  Äy, 

wobei 

Für  k  ^  0  iöt  Ha  •  dx  das  vollständige  Differential  eiuer  Funktion  V. 
Dies  ist  der  Fall  der  Normalen  Systeme,  und  dann  ist  T coust.  die 
Gleiehun*;  der  orthogonwlen  Flä'lieiiscLar.  Hamiltou  findet  die 
wichtigst tn  Ergebnisse  von  Malus  nochmals  und  fügt  namentlich  die 
nach  ihm  benannte  Gleichung  hinzu,  die  wir  etwas  genauer  besprechen 
wollen: 

Betrachtet  man  einen  festen  Strahl  s  einer  Kongruenz  und  eiucn 
veränderlichen  Nachbarstrahl  s',  den  kürzesten  Abstand  a  zwischen 
beiden  und  seinen  Fußpunkt  N  auf  s  und  läßt  man  .s'  nach  s  einrücken, 
so  ist  die  Gbenzlage  der  Ebene  {s,  a)  durch  den  Winkel  »  mit  einer 
festen  Anflgnngsebene  durch  s  bestimmt  und  die  Grenzlage  Ton  N  durch 
den  Abstand  e  von  einem  festen  Punkte  auf  n.  Bei  passender  Wahl 
der  AuBgangsebene  stehn  nun  g  und  a  für  alle  Regelflachen  der  Kon- 
gruenz in  der  Beziehung: 

(1)  e^Mi  co^  a  +    fiiA*«»  {J^if  's  consi.) 

und  dies  ist  die  „Hamiltousche  Gleichung''.  Auch  vergleicht  schon 
Hamilton^)  die  verschiedenen  Querschnitte  eines  und  desselben  Bündels, 
das  die  Umgebung  eines  Strahles  bildet,  kommt  also  Kummers 
Dichtigkeitsmaß  sehr  nahe.  Schon  in  der  ersten  Abhandlung  findet  er 
das  Zylindroid  als  Ort  der  kUnsesten  Abstände  eines  Strahles  von  seinen 
Naehbarstrahlen. 


h)  V>?1  auch  Cayley,  Proc.  of  the  Lond.  Matb.  Soc.  VIII,  IRTT  oder  Coli  V. 
IX.  Nr.  626  uad  MeB8.  <»t  Math.  2  WII,  ls87  oder  Coli.  P.  XU,  Nr.  bia,  ferner 
iiertrand,  Mum.  sur  Is  Theorie  dets  surf.,  J.  de  Math.  IX  t,lä44). 

6)  A.  a.  0.  (Anm.  4»  Vol.  XVI,  S.  69. 
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Die  Entdeckung  des  Nullsystems  und  deB  Stiiililfunjew indes  durch 
Giorgini  ('1>^27)  und  MöHius  (iJ-^'i;!)^  so  wichti«^  sie  juicli  ist,  betrili't 
'/uuiichst  nicht  die  äi/feretUidlc  LiuieugeometnV',  ist  dakor  hier  nicht 
zu  bt'si  rechen.  Darlegen  ist  der  BegriÜ"  des  \  erteilungsparameterß  P 
eines  Strulüts  einer  Rcccelfläcbe  für  die  Differentialgeometrie  wichtig: 
Wenn  s'  ein  Xaehharstralü  ist,  a  der  kürzeste  Abstand  zwisciieu  beiden 
und  (o  ihi  Winkel,  so  ist 

(2)  P^Um^- 

Diesen.  Begriff  verdankt  man  Chasles,  ebenso  wie  die  Entdeckung  der 
Korrelation  zwischen  den  Punkten  eines  Strahles  einer  Regeliläche  und 
den  zugehörigen  Berttkrongsebenen.^) 

Sturm  hat  in  seiner  Abhandlung  Hber  die  Theorie  des  Sehen»*) 
die  jjunendlich  dünnen  StrahlcubiindeF  beirachtet»  d.  h.  die  Umgebung 
eines  Strahles  s  eim  r  Normalenkongruenz.  Eine  solche  Umgebung 
ist  Tollkommen  bestimmt,  wenn  man  die  beiden  Hauptkrümmnngs» 
balbmesser  einer  Normalfliiche  des  BUndels  in  ihrem  Schnittpunkte 
mit  s  nnd  die  Orientierung  der  Ebenen  der  zugehörigen  Hauptschnitte 
um  $  (ihr  Azimut)  kennt.  Liegt  nun  eine  brechende  Fläche  vor,  so 
wird  der  Strahl  8  in  einen  anderen  s'  gebrochen,  dessen  Un^ebnng 
durch  die  drei  analogen  Elemente  definiert  werden  kann,  und  Sturm 
löst  die  Aufgabe,  diese  Elemente  zu  bestimmen.  Dabei  beweist  er 
(was  schon  Monge  erkannt  hatte),  daß  die  Normalen  einer  Flache  in 
der  Umgebung  eines  Punktes  P  nähemngsweise  als  Treffstrahlen  zweier 
Geraden,  der  „Brennlinien''  aufgefaßt  werden  können  und  sagt  (a.  a.  0. 
S.  876),  daß  die  Brennlinien  die  Normale  des  Punktes  P  setikrerM 
schneiden.  Dies  ist  aber  nicht  die  einzig  mögliche  Auffassung,  wes- 
halb in  dieser  Angelegenheit  spater  mehrfach  Mißverständnisse  auf- 
getreten sind  (7). 

2.  Kutuufcrs  Theorie  ihr  Straiilensijstrmt.  l>ie  Arbeiten  von  -Malus 
und  Hamilton  selu'iuon  ziemlicli  vergessen  gewesen  zu  sein,  als  Kummer 
in  aeinf'r  Aliliaudlimg  ..Allgeinrine  Theorie  der  geradlinigen  Strahlen- 
systenif'"  lii»'  iiMiisteii  bis  daliia  bekannten  Sätze  über  Str;ilili nsysteiue 
aul  neuem  einlachen  Wege  bewies  und  in  einigen  Punkten  ergänzte.***) 

7)  Sur  les  surf,  eugtndrcoa  par  uue  liguo  dioite  etc.  Corrcsp.  uiatli.  ei  phys, 
ed.   Qoetelet  (ä)  III.  ^mat  XI),  1839. 

8)  Comptes  R.  XX,  p.  664,  761  et  1838  (1846),  flbets.  in  Pogg.  Ann.  d.  Pb;8. 
u.  Chemie,  Bd.  05  (III.  Reihe,  6),  S.  116—184  n.  874-396. 

'j.  J.  1".  Math.  Bd.  57,  1860. 

10;  Eine  konTiise  I '  irsteUuni^  der  Knranier.schen  Theorie  findet  man  bei 
Bianohi,  Vorl.  über  DiÜereutialgeom.  (übera.  Lukat},  Kap.  X. 
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Sein  Ausgangspunkt  ist  der  folpconde:  Mau  schneide  die  Strahlen- 
kongruenz  durch  eine  beliebige  jbiache  F: 

y(«»t;),  m(u,v). 

Dann  ist  ein  StialiL  s  der  Kongnipi  /.  bestimmt,  wenn  sein  Schnitt- 
punkt Fq  mit  /  und  seine  Richtungsoosinus  X,  Y,  Z  als  Funktionen 
Ton  u,v  bekannt  aind.   Bezeichnet  man 

£X,x,^e,     £X^x,^f,   2;i.a;„-r,  ^^^,-9 

(diese  Gr66«n  mOgen  die  j^FondameiLtalgröfleii''  Emnmen  heifien),  ao 
spielen  hier  die  beiden  Formen 

£dX'  =  Fdu'  +  2Fdu  dv  +  Gdv\ 

(4) 

£dxdX  -  edu*  +  (f^f)dudv  +  gd^ 

eine  analoge  Kolle  wie  die  beiden  quadratischen  Differeutialformen  der 
Flachentheorie;  die  eiste  stellt  das  Linienelenieut  der  sphärischen  Ab- 
bildung der  Kongruenz  dar.  Die  Gegenstände,  die  Kummer  so  be- 
handelt)  sind  zonächst:  Kürassier  Abstand  Ton  den  Nachbaistrahlen, 
(Jrenzpnnkte"),  Hauptebenen,  Hamiltonsohe  Gleichung,  Brennpunkte^ 
Brennebenen,  Mittelpunkt,  Brennflächen,  Normalensysterae.  Das  Dichtig' 
heitsmafi  des  Strahlensjstems  in  einem  Punkte  P  eines  Strahles  de- 
finiert er  so:  Man  lege  durch  P  eine  £bene  senkrecht  auf  5  und  ziehe 
in  ihr  eine  Ideine  geschlossene  Eur^e  um  P  mit  dem  Flächeninhalt  f. 
Ihr  entspricht  TSrmoge  der  ^barischen  Abbildung  des  Sjaiems  eine 
Kurve  auf  der  Einheitskugel  mit  der  Flache  <p.  Das  DichtigkeitsmaaB 
ist  nun: 

lim  j. 

Kummer  eigentümlich  ist  der  Begriff  des  Drehungswinkels  benach- 
barter Strahlen  s  und  ä,:  Fällt  man  von  zwei  Punkten        B  von 

auf  6'  die  Senkrechten,  so  heißt  ihr  Winkel  der  Drehuns^swinkel  der 
Strecke  A  l>  btvj'iylich  ö'.  Die  Untersuchung  der  Drehungs\vink«'i  gipfelt 
in  dem  eleganten  Satz:  Wenn  man  in  zwei  Xachharpunkten  einer 
Fläche  die  Normalen  zieht  und  ihnen  ilio  Länge  gibt,  in  der  ilir 
Drehungjjwinkel  ein  rechter  ist,  so  sind  sie  gleich  dem  Krümmungs- 
halbmesser 'l'-^jenigen  Normalschnittes  der  Mäche,  der  durch  die  beiden 
Nachbarpunkte  bestimmt  ist. 

11)  Die  DeHnition  dieses  und  einiger  folgenden  Begriffe  iu  ö. 
/■kiwbtildit  4.  DvqlMhvn  IUtlMB.-Vav0lDlBaBg.  XT.  H«ft  S/4.  13 
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Die  Kammersche  Theorie  wurde  Ton  Gorton'")  mit  Hilfe  der 
Quaiemionttilehre  dargestellt  mid  Ton  Henflel^*)  Tervollkomiimet,  der 
die  beiden  DiflforeatialfonDeii  {^eidizeitig  rom  gemisebten  Gliede  befireit. 
In  dieser  Theorie  wird  eine  willtllrliche  FUche  F  eingeführt,  tob  der 
die  Eigenschaften  der  Kongnu  uz  gar  nicht  abhängen.  Man  kann  dies 
vermeiden,  wenn  man  die  rechtwinkligen  homogenen  Liaienkoordiiiateu 
der  Strahlen  des  Systems  als  Fnuktioneii  zweier  umibhängiger  Para- 
meter gibt 

Diesen  Weg  hat  Zindler'^)  eiugeseblagen. 

Seit  PlOckers  ,yNeue  G^metrie  des  Baumes  gegründet  auf  die 
Betrachtung  der  geraden  Linie  als  Raumelemenl^  ^1868 — 69)  häufen 
sieh  die  Imiengeometrisefaen  Arbeiten  so  sehr,  daß  die  £ixilialhmg  der 
zeitlichen  Eteihenfolge  bei  der  weiteren  Besprechung  unzweckmäßig  wäre. 

3.  Die  likhtungeu  in/  IJiiiftirdnni .  Wenn  man  dio  Gerade  durch 
irgend  welche  vier  von  einander  uiuibiiinisrige  Koordinaten  ,  .  .  .  «, 
bestimmt,  so  ist  diirrli  die  lakremente  du^^...du^^  aut  deren  Ver- 
liiiltiiissL'  es  allein  aukinnmt,  eine  von  dieser  Geraden  ausgelieude 
Richtung  be.stimiiit.  Xatürlich  läßt  sich  der  I^iclitniii^-herriiü  auf  den 
Fall    überzählij^er    Koordinaten,  sie   iu   der  Liuieii^efmietne  ge 

wohnlich  verwendet  werden,  libcrtragen  und  tritt  so  }»ei  Klein*""  auf, 
der  auch  den  W  inkel  zweier  Kiehtungen  nach  Analogi»-  der  Kosinus- 
formei  des  i'uiiktraums  definiert  ")  Ein  Strubl  bestimmt  mit  einem 
Nachbarstrahl  eine  Komdation  von  Chasles  (I  i.  Die  Theorie  der 
Riehtuntjcn  steht  alßo  in  ewfjpr  Beziehung  mit  iler  Theorie  der  Korre- 
lationen einer  (Geraden  und  wird  al^  solche  von  Koeniirs  lielmndelt. 
Wenn  zwei  Korrelationen  involutorisch  sind,  so  sa^  man,  die  ent- 
sprechenden Kichtungen  des  Liuienraumes  seien  zu  emander  senk- 
recht. In  der  Tat  besteht  z.  B.  folgende  Analogie:  Alle  Richtungen, 
die  von  einer  Geraden  eines  Komplexes  ausgehn  und  im  Komplex 
enthalten  sind,  stehn  mit  einer  im  Komplex  selbst  nicht  enthaltenen 
Richtung  in  Involution**)  (Analogon  der  Flächennormale  des  Punkt- 
raumes). Das  Analogon  zu  den  dreifach  orthogonalen  Flächensystomen 
des  Punktraumes  existiert  auch  im  Linienraume  imd  heißt  InvolntionS' 
System  Ton  Komplexen.*^)    Auch  Koenigs  hat  eine  „vierfiich  ortho- 

Vl)  An.  J  of  Math.  X.       n  J  f  Math.  Bd.  102,  1888. 

14)  Liuiengeom.  Bd  II,  Abscbn.  II  (11)06). 

15)  Über  Liniengeom.  u.  metr.  Geom.,  §  3  (Math.  Ann.  V). 
10)  a.  a.  0.  S.  271,  Note.       17;  Thi.'8e,  1.  Partie  (1882). 
18)  Klein,  a.  a.  0.  S.  m.      19)  ebenda. 
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gonale  Zerlegung^  des  Linienraumes  angegeben'*),  allerdingB  nicht  in 
reeller  Weise. 

Zwei  K^lfiSclien  bestimmen  in  einem  gemeinsamen  Strahl  die* 
selbe  Korrelation,  wenn  sie  daselbst  den  Yerfceilungsparameter,  den 
Zentralpnnkt  und  die  SSentralebene  gemein  haben.  Dann  berttbren  sie 
sich  ancfa  iSngs  der  ganzen  Erzeugenden,  und  dies  ist  der  geometrische 
Inhalt  des  Richtnugsbegriffs.  Deshalb  können  die  in  1  eingeftlhrten 
Großen 

M,  €C,P 

als  geometrisch  anschaulichste  Richtun//sl(>or(lhiatm  in  der  Umgebung 
eines  bestimmten  Strahles  gelten  und  sind  als  solche  zur  Untersuchung 
der  Beschränkungen  nützlich,  welchen  die  in  einem  Komplex  oder 
einer  Kongruenz  enthalteneu  Richtungen  unterliegen.  Analog  nämlich, 
wie  im  Kaum  Ton  einem  Punkt  oc^  liichtungen  ausgehn,  in  einer 
Flache  jedoch  nurmehr  (X)^,  so  gehn  im  unbeschränkten  Linienraum 
von  einer  Geraden  oo^  Bichtungen  aus,  in  einem  Komplex  minuehr 
oo^  und  in  einer  Kongruenz  ooK  Daher  müssen  für  die  in  einer 
Kongrumz  enthalteneu  liichtungen  zwischen  den  drei  Richtuugkoordi- 
naten  g,  a,  P  zwei  Relationen  bestehn  (5),  fUr  die  Bichtungen  eines 
Komplexes  jedoch  nur  eine  (14). 

Unter  den  Richtongen  sind  die  fjSckneidendenf*  ausgezeichnet»  deren 
reprSstditierapde  Nachbantrahlen  den  Ausgangsstrahl  $  schneiden  oder 
genauer  gesprochen,  deren  Regelflichen  in  s  eine  Kuspidalerzeugende 
haben  oder  deren  Korrelationen  Singular  sind  oder  deren  VerteüungS' 
Parameter  P  verschwindet.  Daa  analytische  Kennzeichen  hierfür  ist 
das  Versdiwinden  einer  quadratischen  Differentialform  der  du^.**) 
Deutet  man  also  die  du^  als  homogene  Koordinaten  *eines  drei- 
dimensionalen Funktraumes,  so  ist  in  der  Umgebung  eines  bestimmten 
Strahles  jede  Richtung  des  Linienraums  durch  einen  Punkt  abgebildet, 
die  schneidenden  Biditnogen  durch  eine  Flache  F  zweiter  Ordnung. 
Dabei  apielen  die  durch  eine  gerade  Punktreihe  abgebildeten  „linearen 
Richtungsbttsohel^  eine  besondere  Rolle  ^  und  zwei  orthogonaleBichtungen 
werden  durch  Punkte  abgebildet,  die  bezQglich  F  konjugiert  sind.^) 

4.  Hetjelflmhm.  Die  Differentialgeometrie  der  Regeliiächen  ist  meist 
nach  den  Methuden  der  Flächentheorie  entwickelt  worden;  dies  gehört 
nicht  in  den  Rahmen  dieses  Berichtes,  und  es  sei  nur  bemerkt,  daß 

20)  Th^,  S.  74.  81)  Koeuigü,  These,  S.  lä. 

i2)  ib.  S.  S8, f.  Es  macht  kdnea  weaenUii^eii  Untenchied,  da0  Koeitig«  die 
Abbildaiig  einer  Biehtimg  dual  durch  eine  Ebene  vornimmt, 
n)  ebenda. 

13* 
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eine  reichhaltige  Monographie  über  Kogelflächen  von  Automari**) 
gesclirieben  wurde. 

Wir  haben  nur  die  nach  liniengeometrischen  Methoden  gewonnenen 
Ergebnisse  aufeuzubien:  Durch  «  benachbarte  Erzeugende  —  ...o) 
einer  Regelfläcbe  ist  ein  ö-w-diuieusionales  lineares  Gebiet  linearer 
Komplexe,  die  sie  enthalten,  bestimmt.  Macht  man  den  Grenziibeicrang, 
indem  man  die  Erzeugenden  iu  eine  e  zusammenrücken  lUßt,  so  erhält 
man  sämtliche  linearen  Komplexe,  die  in  r  die  Regelfläche  von  der 
»i— 1-ten  Ordnung  beiühreu,  Ihre  analytisclio  Duiötelhmg:  findet  sich 
bei  Koeuigs.^^)  Die  gemeinsamen  Strahlen  aller  dieser  Kniii]>Uxo 
bilden  für  w  =  H  die  SHnuh'Qnniimiit'hchar.  Di©  Grenzlugen  der  trans- 
versalen von  vier  Naclibarerzeugentlen  heißen  Sc}imief/i(H(fss(rnMm.'^) 

Die  Bedingung  der  Ahwickelharleif  einer  Hegclflächej  die  durch 
drei  Gleichungen  iu  Linieukoordinaten  gegeben  ist,  lindet  sich  bei 
Koenigs"),  der  dort  auch  untersucht,  von  welcher  Ordnung  das 
Moment  zweier  Geraden  verseli windet,  von  denen  die  eine  g  einer 
Regelfläche  augehört,  die  andere  zu  (j  in  einem  linearen  Komplex 
konjugiert  ist,  der  die  Regelfläche  in  einer  Nachbarerzeugenden  von  g 
in  bestimmter  Ordnung  berührt.  Das  Moment  zweier  Nachbarer- 
zeugenden einer  Kegelfläche  hat  Kocnigs  als  Poteuzreihe  des  Para* 
meters  entwickelt.  ^'^)  Aus  dei  nähern  Diskaseion  des  Baues  dieser 
Formel  kann  man  folgern*^),  daß  der  Abstand  zweier  Nachbarerzeugenden, 
wenn  man  das  Bogeuelement  der  sphärischen  Abbildung  als  Unabhängige 
nimmt,  st^ts  von  ungerader  Ordnung  verschwindet.  Die  Bedingung 
der  Abwickelbarkeit  einer  Regelfiäche,  deren  Liuienkoordinaten  als 
Funktionen  eines  Parameters  gegeben  sind,  hat  Klein*)  mitgeteilt. 

Die  windschiefen  Flächen  zweiter  bis  vierter  Ordnung  hat  Voss") 
nach  liuiengeometrischen  Methoden  audi  hinsichtlich  ihrer  Diöerential- 
geometrieimtersucht,  ebenso  dieHaupttangentenkurren  derBegeiflächeii.^) 

5.  Die  Umgebung  eines  Kiongruengstrahles.  Analog  wie  alle  Kurven, 
die  auf  einer  Füiche  dee  Pnnktraumes  Ton  einem  Pbnkte  ausgehn, 

24)  These,  Paris,  1801,  Ym  Nony        55)  nt'orn.  reprlee.  chap.  IV. 
36)  Voss,  Math.  Aim.  YIU  und  Koenigs,  These,  b.  97,  f. 
27)  These,  S.  30. 

86)  G^om.  regime,  8.  68  (1895).  Dieses  Bnch  ist  em  Wiederabdruck  von 
Abhandlungeii,  die  in  den  Ann.  de  la  Fae.  Toalonee  III,  TT«  TIf  (1889— 9S)  Ter- 

dffentllcht  wurden. 

29)  Zi Udler,  Liniengeom.  Bd.  II,  §  3,  4.  Daß  der  Abstand^  wenn  er  von 
höherrr  als  erster  Ordnung  ver^r-hwindet,  ruindestens  von  der  dritton  Ordnung 
verächwindet,  ist  ein  lange  bekannter  iiatz,  der  von  Koenigs  (^Gciom.  reglee,  S.  ti3) 
Bouquet  zugeschrieben  wird. 

30)  Math.  Ann.  Y.  8.  293.       81)  a.  a.  0.  {s.  2ti).       82)  Math.  Ann.  Bd.  19. 
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dort  uur  nc^  Riolitimgen  haben,  so  haben  alle  Regelflächeu,  die  in 
einer  Kongruenz  yon  einem  Strahle  ausgehn,  nur  oo^  BicbtimgaiL 
Es  müssen  also,  wie  schon  in  3  erwähnt,  zwischen  den  drei  Bichtangs- 
koordinaten Zj  a,  P  zwei  Beziehungen  bestehn.  Die  eine  davon  ist  die 
Hamilton  sehe  Gleichung  (1),  die  ^  als  Funktion  Ton  a  gibt;  die  andere, 
die  P  als  Funktion  von  «  gibt,  tritt  zuerst  bei  Mannheim"^)  auf, 
obgleich  Gesaro^)  beide  Gleichungen  (6)  als  Formeln  von  Hamilton 
bezeichnet.^)  Die  erwähnten  Beziehungen  lassen  sich  bei  passender 
Wahl  der  Ansgangselemente  der  Kichtnngskoordinaten  so  schreiben**): 

-&  =  C8in2a,       P  =  P^  +  ccos2a, 

wobei  Pq  und  e  Konstante  sind,  oder  auch  (nach  Drehung  der  Aus- 
gangsebene  um  45^): 

if-i(^--B)sin2«, 

^  —  A  sin'«  4-  3  cos^a, 

wobei  A  und  B  konstant  sind.   Eliminiert  man     so  erhUt  man'') 

(7)  (P-^)  (P-P)-|--?*  =  0. 

Aus  den  Gleichungen  (6)  folgt:  Die  Zentralpunkte  aller  Begelflftchen, 
die  Yon  einem  regulären  Strahl  s  einer  Kongruenz  ausgehn,  füllen  auf 
9  eine  endliehe  Strecke  der  LInge  A — wobei  A  und  "B  die  extremen 
Werte  sind,  die  der  Verteilungsparameter  annehmen  kann.  Die  End* 
punkte  dieser  „Grengstredce"  heifien  Grempunkte.  Zu  0  gehören 
zwei  Werte  a  und  zwei  Werte  g\  sie  bestimmen  die  Kuspidalebenen 
und  die  Euspidalpunkte  derjenigen  Regelflächen  der  Kongruenz ,  die 
in  s  eine  Kuspidalerzeugende  haben.  Die  Kuspidalpunkte  heifien  Brem- 
pmkU  des  Strahles  s  und  die  Kuspidalebenen  Br&md^enm,  Der  Mittel- 
punkt der  Strecke  zwischen  den  Brennpunkten,  der  BrmMkei^  halbiert 
auch  die  Orenzstrecke  und  heiBt  Mittiiifpmkt  des  Strahles.  Die  extremen 
Lagen  des  Zentralpunktes  gehören  zu  zwei  auf  einander  senkrechten 

88)  Lionv.  J.  (2)  17  (1S78),  S.  126  oder  O^oni.  Cmto.  8.  284  (IBM). 

84)  Natflrl.  Geom.  (übers.  Eowalewski),  %  211. 

86)  Allerdings  findet  sich  bei  Kummer,  J.  f.  Math.  Bd.  67,  S.  200  eine 

Formel  Ittr  P  ^dort        als  Fmiktion  eines  nnabliftngigett  Parameten  t\  aber  i 

hat  nicht  unmittelbar  die  Bedeutung  eine»  Azituutt»  um  den  betiachteleu  Strahl, 
deihalb  gestattet  die  Foimel  keine  einfache  geometriache  Deutnng  und  wird  auch 
gar  nioht  weiter  dislratiert. 

36)  Cesäro,  a.  a.  0.  §  212. 

371  Cesaro,  Natiirl.  Geom.  §.  '.ill.  In  trcometrischer  Form  tindet  sich  diese 
Gleicbong  auch  bei  Mannheim,  üeom.  ciii^m.  S.       Theorem  8'. 
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Ebenen  als  Zentralebenen  ^ff  —  ±  -^^t        Hmptebenen  lieifien«  Alle 

diese  Begriffe  sind  von  deu  iu  1  und  2  geuumileii  Autoren  aui'gestellt 

Die  Ebenen  <t  —  0,  |  mögen  Krümmunffsebenm  lieißen;  fQr  sie  als 

Zentralebenen  erreicht  nSmlich  P,  also  aucli  das  ErOmmungsmaB  im 
Zentralpunkte  der  zugehdrigen  BegeljBächen  ein  Extrem.*^)  In  der 
Tat  ist  die  Bestimmung  der  InTarianten  Ä  und  S  bei  der  Darstellung  (5) 
und  bei  allgemeiner  Lage  des  Strahles  gegen  das  Koordinatensjetem 
ganz  analog  der  Beredmung  der  Haupikrammungshalbmesser  in  einem 
FlSdienpunkte.**)  Die  Krfimmnn|^bcaien  sind  die  Halbiemngsebenen 
sowohl  des  Keiles  der  Brennebenen  als  auch  des  Keiles  der  Haupt- 
ebeilen.  Die  im  Mittelpunkte  auf  s  senkrechte  Ebene  heißt  MitMebenef 
die  in  den  Grenspunkten  auf  s  senkrechten  Ebenen  heißen  Grenschenen. 
Wenn  tp  der  Winkel  zwischen  deu  Brennebenen  ist,  so  hat  die  Brenn- 
strecke  die  Länge  (  .4  —  7?)  sin  <p. 

Sucht  man  aus  der  Umgebung  eines  Strahles  s  alle  Stralileii  lieratis, 
die  mit  .s  gleiche  Winkel  bilden,  so  erbilit  man  eine  „lugeltläche  hoH- 
sUwUr  Xei(fHUff  \  sucht  luun  alle  heraus,  die  voii  s  gleichen  Abstand 
]ia))en,  s<>  erhält  man  eine  „Kegeitiüche  ktuusiautev  AhstatuU^*-^  erstere 
ist  von  der  vierten  Oidniiug^^'),  letztere  von  der  achten.*') 

Für  A  =^  h  wird  P  konstant  und  die  (ireuzpunkte  fiilleu  zusamuäen: 
ein  solcher  Strahl  heißt  „isofroif.  Für  A  ^  —  B  fallen  die  Grenz- 
punkt« mit  den  Brennpunkten  /nsammen,  die  Brennebeueu  mit  den 
Hauptebenen  und  stebn  /neinaiuler  senkrecht:  ein  Boleher  Strahl  heißt 
ein  ,,yorninl<ifrnhl'\  Der  Alutelpunkt,  die  Grenzpuukte,  die  Haiiptoheiifii, 
die  Krüm]i;iiiiL!sebenen  sind  immer  reell.  Je  nacluhMii  die  lireiiupuiiktc 
und  Breuiieiieiien  reell  siml,  nicht  reell  sind  fnlcr  zusammenfallen,  heißt 
der  Strahl  hifjM  rlml isfh ^  tilijyfisch  ot]>'r  pm-dhol ist  Ji.  Der  erste  Fall  tr-tt 
ein,  -wenn  Ä  um!  //  tmgleich  bezeichnet  Bind,  der  zweite,  wenn  sie 
gleiches  Zeichen  iiat)en,  der  dritte,  wenn  A  oder  Ji  Xidl  ist.  Die 
elliptischen  Strahlen  teilen  sich  je  nach  dem  Vorzeichen  von  A  und 
Jb  in  zwei  Gruppen,  die  mit  ,/echtBgewundener^  und  ^^inksgewundener^ 
Umgebung. 

Es  gibt  singulare  Strahlen,  für  welche  die  vorstehenden  Sätze  nicht 
gdten.  Sie  sind  noch  wenig  untersneht^  einiges  über  ,.;^faebe'^  Strahlen, 
Ton  denen  2  p  schneidende  Richtungen  ansgehn,  findet  man  bei  Koenigs^^) 

aS)  Oer  Wert  dieser  Krflmmiuig  ist  nämlidi  —        vgl.  z.  B.  Zindler, 

länlen^eoDi.  Bd.  II.  i»  3. 

;}9;  Ebenda.  $j  22  40)  Heusei,  .T.  f.  Math.  Md.  Ur2 

41j  Ziudlcr,  Limefl^eom.  Bd.  II,  $  23.         42>  The»e,  iä.  öOf. 
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und  bei  Weiler."*')  Ein  einfacher  Fall  besonderer  Strahlen  sind  die 
gylindnsclim**)f  bei  denen  die  Grenzpunkte  ins  Unendliche  rücken. 

6.  Die  mit  einer  Kongruenz  verbundenen  Flädten,  Der  geometrische 
Ort  der  Mittelpunkte  aller  Strahlen  einer  Kongnieiiz  keißt  MiUäfiä^ 
der  Eougroenz,  der  Ort  der  Brennpunkte  Ihmnflädte,  der  Ort  der 
Grenzpunkte  Grengfläche*^  die  Einhüllende  der  Mittelebenen  heifit  Miitd- 
einhUBende,  die  der  Grenzebenen  GrenjseinhitRende,  Die  Brennfliehe 
besteht  ans  zwei  Mantehiy  die  anftlyÜBch  dieselbe  Fläche  bilden  können, 
ebenso  die  Grenzflaohe  und  die  GienzeinlilSllende.  Die  Mittelflache, 
Grenzfläche  und  Brennfläehe  wurden  Ton  En  mm  er  definiert^),  die 
MitteleinhtUlende  Ton  Ribaucour.^ 

a)  Die  Grengflädten.  Die  erste  Grenzflache  eines  Strahlensystems, 
die  wirklich  gefunden  und  untersucht  wurde,  ist  diejenige  der  Achsen- 
kongruenz  dritter  Ordnung  und  zweiter  Klasse  einer  linearen  zwei- 
dimensionalen  Mannigfaltigkeit  linearer  Komplexe.  Dies  ist  zugleich 
die  Kongruenz  dei  kflrzesten  Abstände  irgend  zweier  Strahlen  einer 
Regelsehar  zweiter  Ordnung.  Waeisch  hat  gefunden ^^),  dafi  die  Brenn- 
fläche dieser  Kongruenz,  obgleich  sie  keine  Normalenkongruenz  ist,  mit 
der  Grenzfläche  identisch  ist,  indem  ein  Grenzpunkt  irgend  eines 
Strahles  zugleich  Brennpunkt  eines  andern  Strahles  isi  Die  Fläche  ist 
Ton  der  sechsten  Ordnung  und  vierten  Klasse  und  wurde  auch  von  Joly***) 
und  namentlich  von  Study**)  (von  letzterem  mit  Hilfe  der  elliptischen 
Funktionen)  weiter  untersucht. 

Die  Grenzflächen  der  Ötrahknnt  tze  (Definition  dieses  Wortes  in  7j 
sind  vou  iler  zeiuitcji  Ordnung '°  j  und  redu/.iereu  sicli  in  (h  ei  besonderen 
Fällen  auf  die  sechste  Ordnung,  nümlit'h  für  den  Fall  des  Rotations- 
netzes, des  rechtwinkli><en  uiul  dea  panibühscheu  Netzes.  Für  den 
letzteren  Fall  ist  ein  Mod«'ll  im  Verlag  von  Schilling  erschienen. 

b)  D((  l>rt'i(>ifl'irlit  H.  Kiner  oder  beide  Mäntel  der  Breiiutliiche 
können  sich  auf  Kurven  reduzieren.   Dieser  Fall  wurde  von  Ii.  »Sturm 

4«)  Zeitflchr.  f.  Math.  u.  Phj».  Bd.  81. 
44)  Zindler,  Liniengeom.  Bd.  II,  |  84. 

46)  J.  f.  Math.  üd.  67,  S.  808. 

46)  Etüde  de«  Elasaotdes  ou  surf,  a  courbure  moyeune  nulle,  §  2;  Mem  tour. 
et  des  sav.  ^tr  Acad.  Belg.  T.  14  (1882).  Dor  Vi-rfa^sor  benutzt  die  Methode  der 
.,Perimorphie",  <lie  mit  Darbnnx'  Methode  iley  beweglichen  Trieders  verwandt 
ist,  ebenso  mit  den  Methoden  der  „Natürli«  iien  Oleumetrie",  die  von  späteren 
Antoien,  nameoflieh  Cesilro,  verwendel^  werden. 

47)  Wiener  8.  B.  Bd.  96, 1SS7  oder  Nova  acta  der  Leop.  Acad.  Halle,  Bd.  62, 1888. 

48)  Transact.  of  the  Izub  Acad.  XXX.  1H96. 

49)  Geom.  d.  Dynamen,  S.  479,  fl". 
60)  Zindler,  Lioieugeom.  Bd.  II,  i 
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untersucht  und  der  allgemeinen  Theorie  eingeordnet. ''')  Hiervon  ab- 
gesehn  gilt  iblirendes:  In  denjenigen  Gebieten  einer  Kongruenz,  in  denen 
die  Brennpiinkto  r^ü  sind,  las^pii  f^icli  ihre  Strahlen  anf  zweierlei  Art 
in  eine  Schar  von  alnvirkelbareu  Flächen  auordneu.  Die  Gratlinien 
jeder  Schar  ertüllen  je  enien  Mantel  der  Brennfläche,  deren  beule 
Mäntel  von  jedem  Kungruenzstrabl  in  den  beiden  Brennpunkt(Mi  berührt 
werden.  -Tode  Brennebene  berührt  den  einen  Mantel  in  einem  Breun- 
punkte und  ist  im  arideren  Brennpunkte  Schmiegungsebene  der  auf 
dem  anderen  Mantel  gelegenen  üratlinie.  Die  Brenntiäche  ist  also  auch 
Einhüllende  der  Brennebenen.  Auf  jedem  Mantel  sind  die  Gratliuien 
der  einen  Schar  abwickelbarer  Flachen  konjugiert  zu  denjenigen  Kurven, 
in  denen  die  abwickelbarea  der  anderen  Schar  deueelben  Mantel  be- 
rtthieiL^')  Für  eine  Kongruenz,  die  als  Schnitt  zweier  Komplexe  ge- 
gebenist, hat  Yoß^')  die  Brennfläche  in  symbolischer  Form  dargestellt. 
Über  die  Singularitäten  auf  den  Brennflächen  hat  derselbe  weitgehende 
Untersuchungen^  jedoeh  mehr  in  aJgebnuBch-ab^khlender  Hicktung  an- 
gestellt,'^) 

Die  Inflexionstangenteu  der  Brennfläche  bat  Waelsoh  bestimmt.^) 
Wenn  Q^,  die  Brennpunkte  eines  Strahles  s  sind,  £^  die  ixt- 
gdiörigen  Brennebenen  u.  zw.  so,  daß  die  Schmiegungsebene  der- 
jenigen Chratlinie  ist^  die  «  in  berührt,  so  berührt  die  Brennfiftche 
in       und  Ef  in  Qi.   Nnn  bezeichnet  Waelsck  a.  a.  0.  die  Geraden 

51)  Mitleil.  der  Hamburger  mith.  Gm.,  II  (1890)  oder  Liniengeom.  Bd. 

S.  12  ff,  vgl.  auch  Weiler  unter  4^.  < 

52)  Das  meiste  hienon  bei  Kummer,  J.  f.  MatL  Bd.  67,  S.  205 f. 

63)  Gött.  Nachricht  1873. 

64)  Math.  Aon.  Bd.  9. 

6ft)  Zur  Infimtedmalgeom.  der  Strahlenkongmeoxen,  Wiener  S.  B.,  Bd.  100, 
II,  1691.  In  dieser  Abbandlmig  wird  folgende  DarttelluDg  der  Koi^rueiiseii  «i- 
gründe  gelegt:  Be  sei 

die  GleicbuQg  einer  Geraden,  wobei  die  x  als  Kleinsdie  Koordinaten  der  Besiehung 
(xx)  0  genügen,  analog  die  a.  Hänfren  die  a  von  swei  Parametern  w,  o  ab,  SO 
ist  eine  Straheukongntenz  definiert  und  wenn  mau 

bezeiclinet,  so  hat  man  für  die  Umgebung  eine«  Strahles  a  die  Gleichung: 

0  =  a  -|-  bdu  +  cdv  -j-  |  (edw*  -f  2/  </m  ilv  -f  gdv-)  -\  

Hier  t>ind  6,  ••••  ^Ableitungen  von  a  nach  «,  r,  also  liucar  in  <len  x.  Daher  *«iud 
/;  =  0.  ■•  f?<=0,  ■••  Gleichung-en  linearer  Komplexe.  Durch  diese  wtrden  die 
«iitferentialgeouietrisclien  Kigenschttittii  der  Umgebung  von  a  und  be^uders  die 
projektiven  invanautcu  Eigenschaften  t«j8temati<>cb  auageUxückt. 
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der  Büeckel  {Q^y  E^)  und  als  Zentralstrahlen  yoq  s  und  zeigty 

daß  wenn  man  ^|  auf  der  Brennfiiache  bewegt  die  Zentralstrahlen  aller 
Na€hbaT7)i!nkte  in  einem  linearen  Komplex ,  dem  „Begleitkomplex"^  des 
Punktes  liegen.  Auch  der  audere  Brennpunkt  hat  einen  Begleit- 
komplex. Diese  beiden  Komplexe  bestimmen  (wie  überhaupt  zwei 
lineare  Komplexe  mit  den  beiden  singulären  des  Büschels)  ein  Doppel- 
Terbältuis  das  aach  ,yDoppelverhältnis  des  Strahles  s''  heißt.  Für 
die  Normalenkongruenzen  Weingartenscher  Flächen  ist  -» 1,  für  die 
der  Flächen  zweiter  Ordnung  ist  6  Wenn  d  die  Grenssfareeke  ist 
nnd  r^f  r,,  ri,  tt  die  Hanptkrümmnngsludbniesser  der  beiden  Mantel 
der  Brennflache,  so  ist^ 

S  -t. 

Demonlin  hat  eine  Beziehung  zwischen  dem  Winkel  der  Brenn* 
ebenen  und  den  Torsionen  der  beiden  Gratlinieu  gefunden.*') 

c)  Die  übrigen  Fiädien  sind  bei  aligemeinen  Kongraenzen  noch 
wenig  nniersucht  (Tgl.  anch  10,  a).  Die  Mittelfläche  der  nnter  a)  er- 
wähnten Adismkongruenz  ist  naeh  Waelsch^')  und  Study ^  eine 
Sieinersche  FlSche  (vierter  Ordnung)  und  zugleich  die  Fnßpnnktfliche 
bezflglich  des  Mittelpunktes  der  ganzen  Figur.  Die  Mitteleinhflllenden 
der  hyperbolischen  und  eUiptischen  Stmhlennetze  sind  ^eichseitige 
hyperbolische  Paraboloide.^ 

7.  IHe  herührenden  Strahhimetee,  Der  Schnitt  zweier  linearen 
Komplexe  ist  ein  Strahlensystem  erster  Ordnung  und  Klasse  und  heißt 
(nach  Sturm)  kürzer  SMdennetg.  Die  regulären  Strahlennetze  be- 
stehen auch  aus  der  Gesamtheit  der  Trefifgeraden  zweier  Strahlen,  der 
„Brennlinim'^  und  heißen  hyperbolisch,  elliptisch  oder  parabolisch,  je 
nachdem  du  Brennlinien  reell  getrennt  (windschief)  sind  oder  iNonjugiei-t 
komplex  (zweiter  Artj  oder  zusammenfallen.  Unter  den  hyperbolischen 
Netzen  sind  die  „rechtwinkligen"  mit  rechtwinklig  kicu/enden  Brenn- 
linien, unter  den  elliptischen  die  Unulrehungsnetze  ausgezeichnet,  deren 
Breuulinien  den  unendlich  fernen  Kugelkreis  treffen.  Die  elliptischen 
Netze  haben  zwei  reelle  isotrope  Strahlen  (Analogif  mit  den  Brenn- 
punkten einer  Ellipse).*^)  Die  singulären  Strahlennetze  sind  die  Strahlen 
eines  Bündels  oder  Felde.s. 

Die  Strahieunei/i  oder  „Netze'')  sind  die  eint';uli.sten  Strahlen- 
kongrueuzeu^  und  mau  kann  ti'achteu,  [die  Umgebung  eine»  Strahles 

56)  a.  a.  0.  S.  908.     bl)  Comptei  R.  fid.  130«  S.  1701  (1900). 

68)  Wiener  S.  B.  Bd.  06,  II,  1887.      60)  Oeom.  d.  Dynamen,  S.  475. 

60)  Sturm,  Liniengeom.  I,  S.  167. 

61)  Zindler,  Liniengeom.  Bd.  II,  §  24. 
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einer  beliebigen  Ko'togruenz  dadurch  annähernd  darzustellen,  daß  man 
sie  durcli  ein  passend  gewähltes  Strahlennetz  ersetzt^  (Analogen  der 
Herührungiebene  in  der  Flächen theorie).  Zu  diesem  Zweek  definieren 
wir:  Zwei  StraMenkongruenzen  hrriihren  einander  in  einem  gemeinsamen 
Strahle  8,  wenn  sie  alle  in  ihnen  enthaltenen  voti  y  ausgehenden 
Riehtungen  des  Linienraunies  gemein  haben.  Eh  handelt  sich  darum, 
für  einen  Sti-ahl  s  einer  Kongruenz  die  beröhrenden  Netze  anzugehen. 
Gewöhnlich  hat  man  diese  Frage  minder  genau  so  formuliert:  Zwei 
Gerade  ansmgehen,  die  von  allen  EongruenzstraUen  der  Umgebung 
von  8  geschniiten  werden.  Solche  Gerade  heißen  „Brenniinien****)  der 
Umgebung  von  s  oder  kürzer  des  Strahles  8  selbst  Schon  fifonge 
und  Sturm  fanden  (1)  für  Normalensjateme  ein  paar  Brennlinien,  die 
sie  senkrecht  zu  8  annahmen.  Fflr  allgemeine  Stiahlensysteme  unter- 
sucht Kummer**)  die  Querschnitte  des  umgebenden  unoidlich  dfinnen 
SttahlenbUndels  und  findet,  daß  sie  sich  in  den  Brennpunkten  auf 
gerade  Linien  reduzieren.  Da  er  nur  senkrechte  Querschnitte  des 
Bündels  betrachtet,  so  erhilt  auch  er  nur  Brennlinien  5^,  h^,  die  auf 
8  senkrecht  stehn,  und  es  hat  sich  bei  einigen  folgenden  Autoren  die 
Meinung  gebildet,  als  ob  dies  eine  wesentliche  Eigenschaft  brauchharer 
Brennltnien  wäre.  Tatsachlich  kann  man  aber  jede  Gerade  der  Büschel 
{s,  bj)  und  {s,  h^)  mit  gleichem  Recht  als  Brennlinie  betrachten,  wie 
Klein^^),  Weingarten**)  und  Matthiessen*^)  klaiigestellt  haben. 
Man  kann  die  Sache  präzise  so  ausdrücken:  Man  darf  (Bezeichnungen 
wie  in  0,  b)  in  den  Büscheln  ,  E^)  und  {Q^ ,  Ei)  je  einen  Stiiihl 
außer  beliebig  wählen.  Diese  beiden  Strahlen  bestimmen  als  Brenn- 
linien ein  Strahlennetz,  das  die  Kongruenz  berührt  und  man  erhält  so, 
alle  berührenden  Netze,  deren  e.s  also  <x>*  gibt.^^)  Diese  beiden  Büschel 
heißen  deshalh  Brvnnhüschd^^  ii  ihre  Strahlen  sind  lauter  Brennlinien. 
Dasjenige  btrührende  Netz,  dessen  Brennlinien  auf  .s  senkrecht  stehii, 
möge  Hunplnetz  des  Strahles  heißen.  Es  ist  für  die  l  ntersiu  huag 
(kr  Umgebung  voji  .s*  am  beiiuemsttMi .  oltt^lejch  es  sonst  unt<^r  den 
berührenden  Netzen,  solange  es  sich  um  ..l^igeiLschutten  erster  Onluuug''')" 
handelt,  nicht  ausgezeichuet  ist.  Das  Hauptnetz  eines  isotropen  Strahles 

•VJ.  Klein,  Math.  Ann.  V,  S,  28y, 

t)?^   Aurh  für  (Up  Oratliriien  ili-r  Aliwiokclbaren  wurde  der  Name  „Brennlinieii** 
schon  verweiuiet  (Biuncbi,  Ann.  di  Mat.  (2.  XV).        04)  a.  a.  0.  S.  222. 
Math.  Ann.  Y,  S.  2«U.       6G)  J.  1.  Math.  Üd.  U8. 

67)  ScblGinilchs  Zeiteebr.  f.  Math.  Bd.  29,  Sappl,  und  Act«  matb.  IV. 

68)  Klein,  a.  ».  O.      69)  Waelach,  Wiener  8.  B.  Bd.  100,  II. 

70)  „Eigenschaften  n-ter  Ordnnog''  mögen  mit  KoenigB  diig'enigen  heiBen, 
die  von  den  Ableitungen  Ins  einHchlieBlich  zur  n-ten  Ordnung  der  Koordinaten 
nach  den  unabhängigen  Veränderlichen  abb&ngen. 
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8  ist  ein  ümdrehungf<netz.  Also  lassen  sich  die  Strahlen  der  Umgebung 
Ton  8  annähernd  nach  koaxialen  ümdrehuiif^shyperboloiden  anordnen. 

Für  das  Ilnuptnetz  ist  der  betrachtete  Strahl  .s  zugleich  der 
Hauptstrahl  (der  die  Brennlinien  senkrecht  schneidet).  Da  die  un- 
endlich ferne  Gerade  der  auf  s  seiikreohten  Stellung  dem  Hauptnetz 
angehört,  sdmeiden  irgend  sswei  Ebenen  dieser  Stellung  das  Netz  in 
affinen  Feldern.  Von  hier  aus  hat  Mr.l>ius'*)  die  wesentlichsten 
Resultate  Kummers  geometrisch  abgeleitet.  Ihm  folgten  Fr ischauf^^) 
und  Zech'*),  der  auch  die  konstrukÜTe  Seite  der  Theorie  weiterf&hrt^ 
i^ter  Bobek.^*)  Da  zwei  affine  Felder  durch  drei  Paare  entsprechender 
Punkte  bestimmt  sind,  eo  genOgen  zur  Bestimmung  eines  i^unendlich 
dflnnen  Strahlenb&tdels"  (Zech,  a.  a.  0.)  außer  dem  Ausgangsstrahl 
noch  zwei  Naehbarstrahlen,  m.  a.  W.  durch  zwei  Richtungen  ist  die 
ganze  Biehtungsmannigfaltjgkeit  einer  Kongruenz  bestimmt,  was  durch 
den  analTtischen  Richtungsbegriff  allerdings  selbstverständlich  wird. 
Auch  Mannheim  hat  eine  konstruktiTe  Theorie  der  unendlich  dünnen 
Strahlenbflndel  gegeben.^') 

Geht  man  zu  Eigenschaften  höherer  Ordnung  über,  so  kann  man 
unier  den  berührenden  Netzen  oder,  was  dasselbe  sagen  will,  unter 
den  Brennlinien  ausgezeichnete  finden:  Solehe  sind  die  zu  s  konjugierten 
Tangenten  der  BrennflSchen.  Legt  man  durch  sie  schneidende  Ebenen, 
so  rerschwindet  der  Querschnitt  des  Bttndels  Ton  der  dritten  Ordnung. 
Die  beiden  Begleitkomplexe  (6,  b)  haben  ein  Strahlennetz  gemein, 
dessen  Brennlinien  ausgezeichnete  „Hauptbiennlinien''  sind.^  Wir 
erwähnen  noch  einige  Ergebnisse  von  Koenigs'**):  Betrachtet  man  in 
einer  Kongruenz  alle  Kegelflächen  bestimmter  Richtung  durch  einen 
Strulü  Ä,  so  erfüllen  ihre  Schmiegungsregelscharen  für  s  ein  Strahlen- 
netz, das  Schmicffmigsiu  t~  der  betreffenden  iditiing.  Die  Schiiiii  gungs- 
netze  aller  Rifhtiingen  von  bilcinn  einen  (|Uiidi-atisfheii  Komplex. 
Jeder  lineare  Komplex,  der  ein  berührendes  Suaiilennetz  einer  Kuu 
gruenz  enthüll,  heißt  ein  UyUhnniivr  linearer  Komplex.  Wählt  man 
eine  KonirnKMizgerade  //,  eine  NHchbni  i^erade  s,  einen  in  .v  berührenileu 
lineiiren  Koiiiplrx  C,  .so  verschwindet  Uu.s  Mdincnt  von  <j  bezüglich 
ihrer  in  C  eonjugierten  i.  a.  von  der  vierten  Ordnung. 


71)  rifoni.  Entwicklung  («er  Eig< nsthatteii  unendlich  dünner  Straldenbündcl, 
Ber.  d.  «ächs.  Ges.  Bd.  H,  18Ö2  oder  Cies.  W.  IV. 

73)  Schl&milcha  Zeifaicbr.  f.  Math.  Bd.  1«.      78)  Ebenda,  Bd.  17. 

74)  Wiener,  8.  B.  B.  83,  U  (1881).       76)  Oäom.  oin^m.  S.  379,  ff. 

76)  Ahrendt,  ScklOmilcht  Zeitecbr.  Bd.  S6. 

77)  Wae  lach,  Wiener  S.  B.  Bd.  100,  II,      164  Und  16i». 

78)  Th^M,  S.  100  ff. 
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8.  Amcendangen  auf  die  geometrische  Optik.  >>']i'.m  einige  unter 
7  erwähnte  Untprsucliiingen  (Matthiessen,  Ahrendt)  wurden  in 
optischem  Interesse  uiittruoninien.  Wenn  eine  brechende  Fläche  und 
ein  unendlich  dünnes  Strahlenbündel  gegeben  sind,  so  ergibt  sich  die 
für  die  Optik  wichtige  Aufgabe,  das  gebrochene  Bündel  zu  finden. 
Diese  Aufgabe  könnte  man  der  Kürze  halber  das  „Problem  von  Sturm" 
nennen,  obgleich  Sturm  (1)  nur  die  Normalenbündel  betrachtet  hat 
Es  wurde  von  C.  Neu  mann  in  der  Form  gelöst'^),  daß  dias  ein&Jlende 
Bündel  durch  den  Haujjtstralil  und  die  beiden  zu  ihni  normalen  Brenn- 
linien  gegeben  ist  und  die  analo^^en  Filemento  des  gebrochenen  Biimlels 
gesucht  werden.  Eine  geometrische  Lösung  stammt  von  Mannheim.**) 
Der  Fall  der  Kngtl fläche  als  tnechender  Fläche  wurde  eingehend  von 
Keusch**'  ,  I.ippich***),  Naumann^')  untersucht. 

Das  Theorem  von  Malus  und  Dupin  haben  wir  schon  unter  1  er» 
wähnt  In  neuerer  Zeit  haben  Ribanconr^),  Jamet^),  Gorton**) 
und  Bianohi*')  Beweise  daflhr  gegeben;  Demoulin  hat  es  auf  den 
Fall  imendlick  vieler  brechender  Flächen  ausgedehnt**),  d.  b.  auf  stetig 
gekTflmmte  Lichtwege.  LeTi-Ciyita  hat  gezeigt**):  Die  Eigenschaft^ 
ein  Normalensystem  zu  sein  ist  die  einzige  fftr  die  Brechung  inTsxiante 
Eigenschaft  Zwei  Kongruenzen,  die  beide  Nonnalenkongmenzen  sind 
oder  beide  nicht,  sind  immer  durch  eine  endliche  Anzahl  yon  Brechungen 
auseinander  ableitbar.  Ffir  Kormalenkongmenzen  genügt  eine  Brechung,, 
für  die  anderen  i  a.  zwei;  im  letzteren  Fall  können  zwei  Kegelfiachen 
der  Kongruenzen  beliebig  strahlweise  einander  zugeordnet  werden. 

9.  Die  Bege] flächen  einer  Kongruenz.  Die  Berflhmngsebenen  von 
vier  llegelflächen  einer  Kongruenz  durch  denselben  Strahl  haben  für 
alle  riuikte  des  Strahls  dasselbe  Doppelverbiiltnis.^") 

a)  Verfolgt  wxnn  stets  diejeniifcn  liit'litungen  in  einer  Kongruenz, 
in  denen  P  —  0  ist,  so  frliiilt  nuiu  die  Abuichelhnren  der  Kongruenz 
I  vgl.  0,  b).  Ihre  Differentialgleichung  für  den  Fall,  dalt  lür  Kongruenz 
als  Schnitt  zweier  Komplexe  gegeben  ist,  hat  Klein''\)  aufgestellt 

79)  Ber.  d.  t&chs.  Gei.  Bd.  82.  1880. 

80)  Atti  della  Acc.  dei  Lincei,  1885 — 80  oder  Geom.  cin^m.  S.  d60,  ff. 

81)  Pogj;.  Aua.  d.  Phj<  w.  Cheiuie,  Bd.  180,  1867. 
82 1  Wiener  Denkschr.  Hd  ;J8,  1877. 

83)  Vgl.  Anm.  79.        84;  J.  de  Math.  (4),  7,  S.  103. 

8ö)  Ann.  d.  la.  fac.  de  sc.  Mweille,  1900.      86)  Am.  J.  of  Math.  XIII. 

87)  Yorl.  flb.  DifferenHalgeom.  §  143.  Tgl.  auch  Bruns,  Das  Eikonal,  Abb. 
d.  sacht.  Ges.  XXI  (189fi). 

8K  Comptes  R.  Bd.  1-29         '.»)  Atti  della  Acc.  dei  Linoei  (6)  9,  1900. 

iK>>  Der  analuge  Satz  für  allgemeine  KurvenkongnienzMi  bei  Darbonx,  Th. 
deB  surf,  II,  S.         91)  Math.  Ann.  V,  S.  292. 
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b)  Verfolgt  man  stets  diejenigen  Kich  Lunken  iü  eiuer  Koiigrueiiz, 
in  denen  z  fin  Extrem  ist,  so  erhält  man  die  HaKpffläfhen.'''^)  Dies 
.sind  also  dit^eiiigeu  Flächen,  deren  Zentralpunkt  stets  ein  Grenzpunkt 
ist,  m.  a.  W.  deren  Striktionslinie  in  der  (irenzliäche  liegt. ^■^) 

c)  Verfolgt  man  stets  diejenigen  i^iclitungen,  in  denen  P  ein  Ex- 
trem ist,  so  erhält  man  Regelflächen,  die  Krümmuwfsflächen  heißen 
mögen,  weil  sie  den  Erümmungslinien  der  Flächentheorie  analog  sind. 
Sie  sind  zugleich  diejenigen,  deren  Striktionsliaie  in  der  Mittelfläche 
liegt  und  wurden  als  solche  ( „rigate  medie^')  zuerst  und  faat  gleich- 
seitig von  Burgatti^i  und  Cifarelli^^)  eingeföhrt 

Für  die  Parameterdarstellung  (5)  der  Kongruenzen  ßndet  man  die 
Differentialgleichungen  aller  drei  Flächenarten  bei  Zindler.^) 

d)  Das  berührende  Hauptnetz  hängt  (abgesehen  von  seiner  Lage 
ixn  Räume)  von  zwei  Konstanten  ab,  von  denen  die  eine  bloß  die  Fonn 
des  Netzes  bestimmt  (bei  hyperbolischen  Netzen  der  Winkel  der  Brenn- 
linien),  die  andere  die  Größe  (bei  hyperbolischen  Keteeu  der  Abstand  der 
Bretinlinien).  Man  kann  also  in  einer  Kongraenz  Segelflächen  l-m^ 
skaUer  ümge^muffagrofie  und  hmstanier  Umgangsform  unterscheiden.^ 
Die  erateren  sind  sugleich  diejenigen,  ftlr  die  in  allen  ihren  Zentral- 
punkten  die  Kongruenz  gleiches  Diditi^eitamafi*')  hat 

e)  Unter  dem  Moment  zweier  Geraden  versteht  man  das  Produkt 
ihres  kürzesten  Ahstands  und  des  sinus  ihres  Winkels.  Wenn  die 
Idnienkoordinaten  einer  Geraden  als  Funktionen  eines  Parameters  i, 
etwa  der  Bogenllnge  der  sphärischen  Abbildung  gegeben  sind,  so  kann 
man  das  Moment  M  zweier  Naohbargeraden  der  RegelflSche  als  Funktion 
Ton  t  und  AI  ausdrucken.  Es  verschwindet  Ton  der  zweiten  Ordnung; 
bildet  man  also 

/  fym  dt 

zwischen  zwei  Strahlen  der  Regelfläche,  so  erhSlt  man  i  a.  einen 
endlichen  Wert  Sind  zwei  Strahlen  einer  Kongruenz  gegeben,  so  kann 
man  sich  die  Aufgabe  stellen,  sie  durch  diejenige  Regelfläche  der 

92)  Abweichend  vom  «onstigen  Gebrauch  versteht  Iii b a u e o ti r  unter  anrfaoes 
principales  die  Abwickelbaren  (in  der  unter  46)  gfnannten  Schrift). 

93)  /..  B.  Bianchi,  Vorl.  über  Differcntialgeom.,  § 
ö4;  Atti  della  Ate.  dei  Lincei,  (ü),  8,  189U. 

95)  Ann.  di  M»t  (3),  2,  1899.      96)  Liniengeom.  Bd.  II,  §  27,  2S. 

97)  Zindler,  a.  a.  0.  §  31. 

98)  Die  von  Kummer  eingefiihrten  Flächen  gleichen  Dichtigkeit  mm  :i  Oes 
(a.  a.  0.  S.  214)  fansen  alle  Punkte  des  Haumes  zusammen,  in  denen  das  Stralilen- 
system  gleiche  IMrhtiprkoit  hat  Also  liegt  die  Striktiot!«:l?nin  imjrr  Itegelfläche 
konstaufeer  UmgebungsgrOlie  auf  einer  Fläche  gleichen  Dichtigkeitsmaßes, 
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Kongitienz  zu  verbinden,  für  die  J  ein  Minimum  wird.  Aiialoü;  wio 
in  der  Flächentheorie  m-iint  nmn  nun  überhaupt  jede  llegelHächt-  der 
Kongruenz,  für  welche  die  erste  Variation  von  J  verschwindet,  nach 
Kuen ij^s^')  eine  fieodätiscltc  Ti/'f/d/lf'ifhp. 

Dieser  Begrilf  läßt  sich  aualog  auf  Komplexe  uml  deii  ganzen 
I.mitiirauni  uu^idehuen ;  B.  gind  die  gewöhnlichen  Schraubeuiiächen 
geodätische  Regelflächen  des  Liiiienraumes.  ^'*) 

f)  Die  Regelflächen  einer  linearen  Kongruenz  und  ihre  Haupt- 
tangentenkurven wurden  von  Pittarelli  untersucht. 

10.  Bcsondtre  Kowfrücnzm.  a)  Isotrope  Kongruenzen.  Eine 
Kongruenz,  die  aus  lauter  isotropen  Stralden  (5;  besteht,  heißt  isotrop. 
Für  eine  solche  fallen  beide  Mäntel  der  Grenzfläche  in  die  Mittelfläche, 
in  der  auch  die  Striktionslinien  aller  ihrer  Eegelflächen  liegen.  '°^)  Die 
HauptHäclien  und  die  Krümmungsflächen  werden  unbestimmt.  Die 
Brenn  flächen  gehn  durch  den  unendlich  fernen  Kugelkn  is.  Die  Mittel- 
einhiillende  einer  isotropen  Kongruenz  ist  eine  Miniinalfläche.^**'^)  Um- 
gekehrt gehören  so  zu  einer  Minimalfläche  oc'^  isotrope  Kongruenzen.'***) 
Kennt  man  auf  einer  Kugel  ein  ortliogonales  isometrischee  Kurvennetz, 
80  kann  man  durch  eine  einfache  Konstniktion  daraus  eine  isotrope 
Kongruenz  ableiten."^'!  Eine  solche  ist  <lnrcli  eine  ihrer  Regelflachen 
schon  bestimmt.  "^^)  Es  gibt  auch  isotrope  Umdrehungs-  und  Schraubungs* 
kongroenzeiL^^') 

b)  Normalenkongrnenzen.  Eine  Kongruenz,  die  aus  lauter 
Normalstralüen  (5)  besteht,  heißt  eine  NormaHmkongrueng,  weil  sie  das 
Nonnalensystem  von  oo'  (parallelen)  Flächen  F  ist  Ihre  Brennflaebe 
(mit  der  die  Grenzfläche  zusammenfallt)  ist  die  Zentraflftdie  oder  Evoluten- 
flache (Ort  der  beiden  Hauptkrammangsmitbelpunkte)  jeder  Flache 
F.^^  Die  Gratlinien  der  Abwickelbaran  sind  geodätische  Linien  aut 
der  BrennMcbe,  weil  ans  6,  h  unmittelbar  folgt^  daß  ihre  Schmi^^ngs- 
ebene  auf  der  Brennflacbe  senkrecht  steht.  ^'^')  Die  Aufgabe,  aus  einem 

99)  These,  S.  86  ff.       lOO)  Ebenda,  S.  89. 
101;  Rend  dell'  Acc.  dei  Lineoi  (.'>)  III,  1894. 

102)  Iii  hau  CO  ur  in  dt-r  unter  4i'«   Lrenannt-pn  Schrift. 

103)  a.  a.  ü.,  §  26  ^auch  Oosscrat,  Mcm.  de  l  Ac.  Toulouse,  (U)  4,  1892j. 

104)  Bibsuconr,  a.  a.  0.  §  34.      105}  a.  a.  0.  $  27. 

106)  a.  ».  0.  §  86.  In  dieier  Schrift  finden  sich  noch  lahlreiche  Sfttoe  Qher 
den  Zusammenbaug  der  isotropen  Kongruenzen  mit  den  Mintmalflächen ;  vgl.  auch 

■eine  Abhandlung  im  J.  de  Math.  (4)  VII,  1891. 

107)  Zindlpr,  1-iniengeom  Bd.  II,  !j  29.       108^  Kummer,  a.  u.  0.  §  9. 
109)  Schon   .Monge  kannte  nach  Kummer  (a.a.O.  S.  229)  diesen  Satz. 

Die  Umkehrung  rührt  von  Beltrami  her  i^llicerche  di  Anal,  applic.,  Giom.  di 
Mat.  Bd.  8  and  3). 
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gegebenen  Miuitel  dei'  Hieiinfläche  einer  Normalcnkougrueii/.  dcu  anderen 
zu  finden,  luit  schon  Monge  behandelt  ^'^)  und  besonders  den  Fall  l>t- 
trachtet,  daü  der  gegebene  Mantel  eine  abwickelbare  Fläche  ist.  Die 
Normalenkongrueu/.en  abwickelbarer  Flächen  untersuchen  Saussure"') 
und  Study.'**)  Die  MitteleinlitiUende  einer  Normalenkongnienz  heißt 
au  eh  FvolutmnnUelilächc  jeder  zur  Kongruenz  gehörigen  Orthogonal- 
fläche I'\ 

Die  Normalenkungruenzen  und  mich  allgemeinere  Kongruenzen 
wurden  vielfach  im  Zusanuitenhaiig  und  nach  den  Methoden  der  Flächen- 
theorie  untersucht,  namentlich  in  Verbindung  mit  dem  Problem  der 
Biegunff  «'er  Fläelieu.  Dies  überschreitet  den  RaÄnen  dieses  Berichtes; 
es  sei  daiier  nur  bemerkt,  daß  sich  eine  gedmngte  Übertsieht  aUes 
Wesentlichen  der  erwähnten  Theorien  in  Üianchis  Vorlesungen  über 
Differentialgeometrie  findet.  ^'''') 

c)  Parabolische  Kongruenzen.  Es  gibt  Konginieuzen ,  deren 
sämtliche  Strahlen  parabolisch  (5)  sind,  bei  denen  also  beide  Mäntel 
der  BrennÜäche  zusammenfallen."'')  Sie  heißen  speziell  oder  jKirabolisch 
und  bestehn  aus  dem  einen  System  Yon  Haupttangenteu  der  BrennÜäche. ' 

D»  Orenatroeke  irt  -  ,  ^ wenn  K  <U.  Erflmm«K.m.B  der  Bron- 

fläche  ist.  Die  parabolischen  Kongruenzen  dritter  Ordnung  hat  Fauo 
untersucht*^') 

d)  Die  Kongruenzen,  fttr  die  sowohl  die  Grenzstrecke  als  die 
Brennstrecke  konstant  ist  (erstere  =  a),  untersucht  Bianchi*'")  und 

findet,  dafi  die  Brennflächen  konstantes  Krümmungsmafi  —     haben.  Er 

nennt  sie  deshalb  pamda^^härisdHf  Kongmeozen  und  bestimmt  diejenigen, 
die  in  einem  linearen  Komplex  enthalten  sind. 

e)  Ein  syklisches  System  nennt  Ribaucour^^*)  ein  dxeifaeh 
orthogonales  Räehensystem,  bei  dem  die  Tnyektorien  der  einen  Flfichen- 
schar  Kreise  und.  Eine  Kongruenz,  die  von  den  Achsen  solcher  Kreise 

110)  In  der  Fassung,  daß  der  eine  Mantel  der  Zentraflächu  einer  Fläche  ge- 
geben ist  Joum.  de  !>  polyt  Hil  6,  cah.  18,  1806);  er  kommt  auf  eine  partielle 
Diffeientialgleichung  erster  Ordnung. 

111)  Am.  J.  of  Math.  Bd.  18.       112j  Geom.  d.  Djnamen,  S.  30Ü. 
llö)  Kap.  IX~XIII. 

lU)  Kammer,  «.  a.  0.    S,  ScfalvA. 

116)  Klein,  Math.  Ann.  V,  S.  290.  Eine  Ausartung  dieser  Kongpraenxen  bei 

Zindler,  n.  a.  0.  Auf^'  U. 

116)  liiauchi,  Yurl.  über  Differentialgeom.  S.  267. 

117)  Atti  della  Acc  Torino,  87. 

118)  Ann.  di  Mat  2  XV,  1887. 

119)  J.  de  Math  ^ij  i ,  S.  880. 
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gebildet  wird,  heißt  gffllisch.  Diese  Kongruenzen  sind  von  Bianchi'"^), 
Cosserat^-^;  und  Tzitzeica'--)  studiert  worden. 

f)  Guichard  befaßt  sich  mit  den  Kongruenzen,  deren  Mittelfläche 
eine  Ebene  ist***)  und  mit  denjenigen,  bei  denen  die  Abwickelbaren 
sowohl  auf  der  Mittelfiäclie  als  auch  auf  der  Mitteleinhüllenden  kon- 
jugierte Kurven  herausschneideu.  Wemi  diese  beiden  Flächen  in  eine 
zusammenfallen,  so  ist  diese  eine  Minimalfläche  und  die  Konjjr"(?nz  be- 
stellt aus  ihren  Normalen.  ^■^)  Er  untersucht  auch  die  Kougrueuzen, 
(leren  Abwickelbare  auf  den  Brennflächen  Krümmungslinien  bestini  men.  ''^) 
Tkybaut^**)  und  Hianchi^*^)  untersuchen  Kongruensseiiy  deren  Brenn- 
Üächen  Mmimalüächdft  sind. 

11.  Konpru^n^eti  f  die  mü  eimr  oder  mehreren  Flächm  verbunden 
sind,  a)  Optische  Achse  eines  Flächenpunktes  heißt  die  Achse  eines 
Umdrehungszylinders,  der  durch  die  Indikatrix  des  Punktes  geht.  Die 
optischen  Achsen  aller  Punkte  einer  Fläche  bilden  eine  Kongruenz, 
die  Ton  Gosserat^  anigesiellt  wurde.  Wenn  sie  eine  Nonnalen- 
kongruenz  ist,  so  hat  die  gegebene  Fläche  konstantes  KrümmongsmaB. 

b)  £s  seien  die  Strahlen  einer  Kongruenz  eindeutig  den  Punkten 
einer  Fläche  zugeordnet,  und  jeder  Strahl  habe  gegen  die  BerfilirongB- 
ebene  des  ihm  zugeordneten  Punktes  eine  feste  Lage.  Dann  wird  einer 
Biegung  der  Hache  eine  solche  der  Kongruenz  entsprechen,  und  man 
kann  fragen,  wann  eine  Normalenkongmenz  dabei  wieder  in  eine  solche 
übeigeht.  ^'*)  Dies  geschieht  yor  allem ,  wenn  jeder  Strahl  durch  den 
ihm  entsprechenden  Punkt  geht**^)  (Theorem  Ton  Beltrami)  oder  in 
der  Berfihrongsebene  liegt  (Theorem  YOn  Bibancour).  AuBerdem  ist 
es  nur  möglieh,  wenn  die  Flache  sich  auf  eine  Rotationsfläche  ab- 
wickeln läßt,  deren  Linienelement  auf  eine  bestimmte  Form  gebracht 
werden  kann.  Wenn  in  der  Berfihrungsebene  jedee  Flachenpunktes 
«ine  Gerade  fest  angenommen  wird,  hat  Bianchi  die  Frage  beant- 
wortet      wann  die  Kongruenz  bei  den  Biegungen  der  Fläche  eine 

120)  Ann.  dt  Mat.  (2)  18,  10,  auch  Vorl.  flb.  DiflTereutialgeoni.  Kap.  Xm. 

121)  Ann.  de  la  fac.  de  sc.  Toulouse,  VII. 

122)  Ann.  de  I'^c,  norm.  3)  1<3,  1899.  123)  Comptes  l{.  üd  114,  S.  720. 
124)  KbeutU,  Bd.  112,  S.  1424,  1801;  vgl.  auch  Petot,  ebenda,  Bd.  lia,  S.Ö41. 
12ö)  Ann.  do  l'Kc.  norm.  (^3),  6. 

186}  Ann.  de  I'^g.  Nonn.  (S),  14,  auch  Thäse,  1897. 
m)  Ann.  di  Mat  (S)  X,  1904. 

128)  Ann.  de  la  fac.  de  sc.  Toulouse,  VIII,  1894. 

129)  Düir  A.jua.  Atti  rkl  I>t.  Ven.  Bd.  60,  1901. 

130)  S.  inich  Citarelli,  Giorn.  di  Mut.  Sil 

ist)  Bend.  dclT  Acc.  dci  Lincei  (6)  0;  vgl.  auch  Pdeborski,  i^amml.  der 
Miti  der  math.  Ges.  in  Charkow  (2)  7,  1902. 
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Konnalenkongraeiiz  einer  Mintmalflache  oder  einer  Flache  konstanter 
Krümmung  bleibt. 

c)  Mit  jeder  Fläche  sind  oo*  Strahlenkongmenzen  dadnreh  ge- 
geben,  daß  dnrch  jeden  Flächenpunkt  ein  Strahl  gehn  solli  der  mit 
den  Achsen  des  ausgezeichneten  Trieders  ttberall  gleiche  Winkel  bildet.'") 
Fafit  man  einen  bestimmten  FlEchenpnnkt  ins  Auge,  so  bestimmt  also 
jede  Gerade  dnrch  ihn  eine  solche  Stndilenkongmens.  Die  Orenzpunkte 
dieser  Tersehiedenen  Kongmenzen  anf  den  Strahlen  des  Bfindels  bilden 
eine  Fläche  vierter  Ordnung,  die  Brennpunkte  eine  solche  dritter  Ordnung. 

d)  Wenn  man  jeden  Punkt  einer  Fläche  mit  dem  Pol  seiner  Be- 
rQhmngsebene  in  bezug  auf  eine  Fläche  zweiter  Ordnung  verbindet,  so 
erhält  man  das  Strahlensystem  der  y^rojekHve»  Normäleiif*^^  seine 
Brennfläche  heißt  „projektiye  Zentrafläche''. 

e)  Eine  Eongmenz  kann  als  Tsngentenkongruenz  einer  Fläche  ge> 
geben  sein;  diesen  Ausgangspunkt  haben  Zeemann'**)  und  Waeisch 
gmommen,  der  namentlich  die  zweiten  Brennpunkte  der  Strahlen  be- 
stimmt und  LiouTÜlesche  Flächen  als  Ausgangsflächen  betrachtet'**) 

f)  Wenn  zwm  Flächen  (ein-  oder  mehnteutig)  aufeinander  bezogen 
sind)  so  ist  durch  die  Verbindungslinien  entsprechender  Punkte  eine 
Kongruenz  definiert,  deren  Brennfläche  Voss*'^)  untersucht. 

g)  Wilczynski  bekrachtet  die  Kongruenz  aller  Schmiegungsregel- 
schareu  einer  Regel  tiuclio.  ^''\) 

12.  Die  Glt:i(Jin)iffrn  rox  ('esuro  und  (nulrrrs.  Zwischen  den 
sechs  Fuudamental|zrr)ßeii  erster  und  zweiter  Orduuni^  der  Flächentheorie 
beetehn  bekanntlich  drei  Beziehungen,  die  ijewr)hiilich  als  die  <ileiehniif^en 
von  Codazzi  bezeichnet  werden.  Zwischen  den  l^'imdanitutalgrüßen 
KummerSj  die  in  den  Differentialformen  (4)  in  2  anftreten.  oder  den 
äquivalenten  Gebilden  anderer  Darstelluncjen  l)estelin  analog  vier  Be- 
ziehungen, die  zuerst  von  Cesäro'^),  später  von  Fibbi^^-'^,  Cifarelli^^) 

LiUonthal,  Math.  Ann  liil.  wo  besonders  die  von  den  Tanjjfnten 
der  Kriimmungglinien  gebildeten  Kongruenzen  untersucht  werden;  Zeemann  be- 
handelt die  Frage,  wann  eine  so  definierte  Kongruenz  eine  Normalenkongraenz 
ist  (Nieaw  Areh.  voor  wiskunde  (8),  1). 

138)  Voss,  Abh.  d.  Münchner  AJiad.  Bd.  16,  1887. 

134}  Nieuw  Archief  vor  wiaknnrln  'i''  l.  lOOO. 

135)  Wiener  S.  B.  Bd,  in'2.  TT.  1893;  vgl.  auch  Pell.  Am  .f.  of  Math.  h<\  eo,  18i>8. 

186)  Math.  Ann.  Bd.  30;  vgl.  auch  Pauelli,  Mein,  della  Acc.  dei  läncei  (1) 
VI,  1890. 

187)  Transact  of  the.  Am.  Math.  Soc.  4. 

188)  Rendie.  doli'  Acc.  Napoli  (8),  VHI  (18d4)  oder  Oeom.  intrinseca  (§  218 

der  dentnchen  Übersetzung):  übrigens  dürften  nie  in  den  allgemeineren  Oleichungen 
implizite  enthalten  sein,  die  fast  gleichzeitig  von  Lilienthal  für  die  Kurven' 
fkhiMbortoht  d.  DMtMlMn  M*thMB.-Vef«liiigiuii.  XV.  Hüft  3/4.  14 
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und  Bnrgatti^'^)  Bbgeleiiet  worden.  Ijetzterer  zeigt^  daß  zu  gegebenen 
Fimdanientalgroßcii,  wenn  diese  Bessiehongen  eiftUlt  sind,  .eine  einzige 
Kongruenz  gehdrt  (ebgeseihen  von  ihrer  Lage  im  Raune);  die  Bichtungs- 
kosintte  ibxer  Strahlen  werden  durch  Riccatische  Gfleidiungen  ge- 
funden. 

Man  kann  sich  die  Aufgabe  stellen,  eine  Kongruenz  aus  deu  ge- 
gebenen Bpb&rischen  Bildern  a)  der  abwiekelbaren  Flächen,  ß)  der 
Hauptfllchen,  y)  der  KrOmmungeflüchen  zu  finden.  Das  ente  Problem 
ist  Ton  ßuiehard'^^)  und  Coeserat'^  behandelt  worden,  das  zweite 
TonBianchi'^),  das  dritte  vouBurgatti^^),  alle  drei  von  £iBenhart.*^) 
Die  Aufgabe,  alle  Flachen  zu  finden,  auf  denen  die  Abwickelbaren  einer 
gegebenen  Kongruenz  ein  konjugiertes  System  hmusschneiden,  ist  Ton 
Darboux^^^  gelöst  worden,  ebenso  das  inrerse  und  einige  verwandte. 

Die  Theorie  der  Strahlenkongruenzen  ist  allgemeiner  als  die  ganze 
Flächentheorie  (weil  mit  jeder  Fläche  ein  sjiezielles  Striihleiisystem,  das 
Normalensjstem  verbunden  ist),  aber  anderseits  in  der  allgemeineren 
Theorie  der  Ivurvenkougruenzen  enthalten,  die  von  Dar  boux  ^*''), 
Lilien t  haP"l,Levi-Civita»  % Dali  Aiiua''^'),Eiseuhart»'^=j  (freilich 
nicht  s(j  ins  einzelne  wie  die  Theorie  der  Strahlenkougruenzen)  ent- 
wickelt wurde. 

13.  Artm  ro/i  Komplej:stralilru ,  biniinlnritätrnfUuiie.  Hei  der 
difiercntialgeometrischeu  Untersuchung  der  Linienkomple?ce  bat  man 
folgende  Darstellungen  beuützt:  Eine  Gleichung  zwischen  homogenen 
(tetraedrischen  oder  rechtwinkligen)  Plückerschen  Linienkoordinaten: 


koiignienzen  Gründl,  einer  Krüinnraiigvlehre  der  Korvensoharen,  Leipsig  1896)  ge- 
funden wunleii 

139)  u.  zw.  allgemeiuei  für  KoiiKrueozeu  in  einem  Raum  konstanter  Krümmung,. 
Ann.  della  Sc.  norm,  di  Püa,  YIL      140)  Abb.  di  Hat.  (8)  2. 

141)  Atti  della  Acc.  dei  Lineet  (5)  A. 

142)  Ann.  de  Vtxt.  norm.  (8)  6.      148)  Ann.  de  la  fac.  de  sc.  Tonlouse»  VII. 

144)  Vorl.  über  Ditferentialgeom.  $5  146       146)  Vgl.  188. 

146)  Transact  of  the  Am.  Math.  .Soc.  3. 

147)  Theorie  des  Hurf.  II,  Kap.  X.;  s.  auch  Cosserat,  a.  a.  U. 
14«)  Theorie  des  surl.  U. 

149)  Oinndlagen  einer  KrSmmungalehre  der  Kuxvenadiaren,  Leipzig,  1896.. 
180)  Atti  della  Aec.  dei  lancei  (6)  VII!.      161)  Ann.  di  Mat.  (8)  6. 
158)  Tranfnet.  of  the  Am.  Math.  Soc.  4. 
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oder  zwischen  KleiUHchtin  Koordinaten 

(9)  iF(ar,,...,ar,)-0 
mit  der  Bedingung 

(»»)  ^di  -  0 

1 

oder  swischen  irgend  vier  Ton  einander  nnabhibigigen  Koordinaten: 

(10)  f\u^,,..uj^0: 

oder  die  JPanuneterdantelliing'': 

(11)  i>i  ^Pi(u,  V,  W),  U  =  i,...6), 

wobei  ti,  v,  w  nnabliSngige  Vevinderliobe  aind  nnd  die  Fmiktionfin 
identiBeh  deir  Besiehung  (8a)  genügen  sollen.  Bei  (8)  und  (9)  werden 
die  Funktionen  F  als  homogen  (und  izreduzibel)  Toransgesefast  (der 
Grad  sei  n),  bei  (11)  können  die  p  för  projektive  Eigenschaften  te- 
tmedrisehe  Koordinaten  sein,  fttr  metrische  Eigensehaften  ist  es  sweek- 
mSBig,  sie  als  rechtwinklige  homogene  Plfickenche  Koordinaten 
TOrauszusetaen.  Die  Darstellungen  (10)  nnd  (11)  sind  insofem  allge- 
meiner, als  sie  unmittelbar  audi  transaendente  Linienkomplexe  umfiusen. 

Wenn  fllr  die  Kooidinaten  eines  Komplexstrahlee  p  bei  (8)  die 
Beziehung 

(12)  y:^\F.*»  -  0, 

bei  (9)  die  Beziehung 


(18)  ^Fl  =  0 


<'i-tullt  ist,  HO  beißt  der  Strahl  />  sin'iidä)\  sonst  reffulär.  Der  Kompiex- 
kegel  eines  Punktes  F  iuif  einen  Komplexstrahl  p  hat  längs  p  eine 
Berührimgsebene  ^;  bewegt  nian  F  auf  p,  so  dreht  sich  bei  einem 
r^^ulären  Strahl  ß  um  p  und  das  Ebenenbiischel  ß  ist  für  einen 
solchen  zur  Funktreihe  P  projektir,  bildet  also  mit  ihr  eine  Koxre* 
lation  um  p.^^) 

Ist  SS  (<S|)  ein  singnlarer  Strahl,  so  setze  man^) 

  ^i^'ii+i, 

168)  Für  quadratische  Komplexe  bei  Plüeker,  Nene  Geom.,  Ai-t.  228  1I868), 
allgemeiner  bei  Pasch  (HabiliUtionMchrift«  G^efien,  1870X  für  die  DartteUoBg 
(10)  bei  Koeaig»,  Thfeae,  Art.  -i'.» 

Pasch,  J.  f.  Math.  lid.  7G. 


Digitized  by  Google 


208 


K.  ZiHDLu: 


dann  laasen  sich  die  vermöge  (12)  auch  als  Koordinaten  eines 
Strahles  q  auffassen.  J^iachdem  q  mit  s  identisch  ist  oder  nicht^  heißt 
9  ein  „höherer"  oder  ein  „gewöhnlicher  singulärer  Strahl".  Unter  den 
ersteren  sind  die  ^^Doppclsfrahlm"  die  einfachsten,  in  letzterem  Fall 
Bohneiden  sich  s  und  q  in  einem  Punkte  S,  bestimmen  also  auch  eine 
Ebene  die  zu  8  gehörige  ^nguläre  Ebemf^^  wahrend  S  der  zn  s  ge- 
hänge  „stftguläre  Punkt**  heißt  Ein  höhexer  singulärer  Strahl  ist  fUr  die 
Eomplezk^el  aller  seiner  Punkte  Doppelstrshl  (Rückkehzatmlily  melir- 
facher  Strahl^  ein  gewöhnlicher  singulärer  Strahl  nur  für  den  Komplex- 
kegel Ton  iS;  dual  ist  ein  gewöhnlicher  singulärer  Strahl  nur  fQr  die 
Eomplezkurve  von  eine  Doppeltangenie.  Allen  Ebenen  des  Büschels 
ß  (mit  Ausnahme  TOn  0)  ist  S  als  Berfihrungspunkt  ihrer  Komplex- 
kurren  mit  s  zugeordnet  (analog  dual). 

Die  singulare  Strahle  eines  Komplexes  bilden,  wenn  nicht  alle 
Strahlen  singnlür  sind^),  eine  Kongruenz  (Schnitt  Ton  (8)  und  (12)), 
die  „Singtäaritätenhongrven/*.  Die  Ton  den  singulären  Ebenen  umhüllte 
Flache  ist  mit  dem  Ort  der  singuliren  Punkte  identisch*^)  und  heißt 
ffSingularitätenfläeh^.  Sie  wurde  nach  symbolischen  Methoden  Ton 
Clebsch*' ')  dargestellt  und  ist  der  eine  Mantel  der  Brennflaehe  der 
Singularit&tenkougruenz;  der  andere  Mantel  heißt  f^Jcgessorische  Blache'' 
Die  beiden  Punkte,  in  denen  ein  gewöhnlicher  singulärer  Strahl  $  die 
Brennfläche  berührt^  sind  harmonisch  getrennt  tou  den  beiden  Punkten, 
in  denen  die  Komplexkunre  der  zugehüngen  Ebene  0  von  s  als  Doppel« 
tangente  berührt  ^wird.^'*)  Die  SingularitStenfl&ehe  der  quadratasehen 
Komplexe  ist  i.  a.  eine  Kummersche  Flache  (Ti«i»n  Grades)  mit 
16  Knotenpunkten  und  wurde  von  Plücker"®),  Klein^'^'j,  Rohn"^), 
Beye^*^)  untersucht.  Ihre  mannigfachen  Ausartungen  für  die  48  Arten 
quadratischer  Komplexe  bat  Weiler'^'*)  angegeben. 

lööi  Dieser  Fall  tritt  nur  ein.  wenn  der  Komplex  ans  den  Tangenten  einer 
Fläche  oder  d*^.n  Sekanten  einer  Kurve  besteht;  die  aiial\ tischen  Kennzeichen 
hierfür  haben  Cayley  ((  oll.  P.  Vol-  IV.,  Nr.  2H4  a.  294  oder  i^nart.  J.  t.  III)  und 
Klein  (Math.  Ann.  Y)  angegeben.  Mit  der  Fundamentalform  (Ausdruck  des 
Momentes  zweier  Nachbantxshlen)  aingalftrar  Eonnplexe  befafit  sich  Eoenig«, 
Comptes  E.  Bd.  100,  S.  647. 

156)  Für  quadratische  Komplexe  bei  Plücker,  N.  Ceom.  Art.  820,  allgemeiner 
bei  Pasch.  ITabil.-Schrift  und  f:^enauor  J.  f.  Math.  Bd.  16. 

157)  <;i«tt  Nachr.  1^7'2  und  Math.  Ann.  V. 
1Ö8;  PaBch,  J.  f.  Math.  Bd.  76,  S.  164. 
iri9)  N.  Qeom.  S.  307  fL 

160)  Math.  Ann.  II,  S.  218  ff.;  Y,  S.  298  ff.;  GOtt.  Nachr.  1871. 

161)  Math.  Ann.  Bd.  15  nnd  18. 

16?)  .T  f  Math.  I!d.  y7. 

163)  Math.  Ann.  Bd.  7;  vgl.  auch  Segre,  Math.  Ann.  Bd.  23. 
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l-l-.  Dif  Umqebuuii  ft'nis  Katnphxstraldrs,  henihreridc  lifuar  c  Komplexe. 
Da  in  einem  Komplex  von  einem  Strahl  nur  oo'  Ilicht\inp;en  aus<i«^li:i 
(3),  muß  zwisclieu  den  drei  Rielitungskoordinaten  «,  1'  em«-  HozR-buiig 
bestehn;  sie  wurde  zuerst  von  K  u  lu  u^s  gefunden und  läüt  sich,  bei 
passender  Wahl  des  Koordinatensystems  so  schreiben: 

(14)  P  —  0tga  —  m.  0»  «wi»*.) 

Aus  dieser  Gleichung  kann  man  eine  anschauliche  VorsteUang  Ton  der 
Verteilung  der  Koniplexstrahlen  in  der  Umgebang  eines  regulären  oder 
gewöhnlichen  singulären  {ni  =  0)  Strahles  gewinnen.  ^^'')  Die  Um- 
gebungen aller  Komplt  ^^^r  iblen,  für  welche  m  dasselbe  Vorzeichen  hAt^ 
sind  einander  im  selben  Sinne  ähnlich,  wie  man  bei  der  konformen 
Abbildui^  Ton  Ähnlichkeit  in  den  kleinsten  Teilen  spricht.  Die  Be- 
reohnnng  der  i^Omgebungsgroße^  m  findet  sich  bei  Zindler.^^'') 

Jeder  Komplex,  der  Ton  p  ausgehend  dieselben  Fortschreitangs- 
riflihtangen  enthalt  wie  der  gegebene^  heißt  berÜbmntL  Ein  Strahl  hat 
oo^  herOhxende  lineare  Komplexe^  die  ein  EompIezbQseheL  SB  bilden**'); 
das  zngehdrige  Strahlennets  ist  fBr  einen  regul&ran  Strahl  parabolisdi 
(hat  zosanunenfallende  Brennlinien),  für  einen  gewöhnlichen  singul&ren 
Strahl  werden  alle  berOhienden  linearen  Komplexe  Singular  und  ihre 
Achsen  bilden  das  Strahlenbfisehel  (8,  tf)."0 

Die  Umgebung  eines  regulären  Strahles  ftlr  die  Darstellungsform 
(11)  untersucht  Zindler***)  mit  Hilfe  eines  abbildenden  Kegelschnitt- 
hllschelsy  das  sich  aus  der  Darstellung  des  Yerteilnngsparameters  P  als 
Quotienten  zweier  temarer  quadratiBeher  Diffbrentialformen  ergibt 
Jeder  Komplex  des  Bflschels  9^  ist  für  oo*  Richtungen  des  Komplexes 
oskulierend,  d.  h.  er  enthalt  die  Schmiegungshyperboloide  aller  Regel- 
flächen  des  Komplexes,  die  in  einer  solchen  Richtung  von  p  ausgehn.  ^'^) 

15.  AusgezekhnHt  liichtungen  in  eition  Komplex.  Unter  den 
RichtuiiL''»^n,  die  in  einem  Kompl*'x  von  einem  Strahl  ausgehn,  gibt  es 
ausgezeichnete,  zunächst  die  drei  zu  einander  s  iikncbten  Haupt- 
rirhtungeti,  für  welche  das  Büschel  9?'  berührender  Kouipioxe,  das  einer 
Nachbargeraden   einer   solchen   Hichtung   entspricht,   mit  )Ö  einen 

164;  These,  Art.  47. 

16Ü)  Zindler,  Yerh.  dea  m.  intern.  Uatiiemfttiker-Kongr.,  VJOi  oder  Linien« 
gcom.  Bd.  n,  §  41. 

IM)  Ltniengeom.  Bd.  II,  §  42.       167   Plücker.  N.  Geom.  Art.  800. 

168)  Flacker,  a.  a  0.;  Klein,  Math.  Ann.  V,  S.  285  ff. 

169)  Liniengeom.  Bd.  IT.  §  IS  ;  daselbst,  $67,  eine  Methode  znr  Untersuobung 
der  Umgebung'  eines  r»nj»pelHtrahi». 

170;  KoetiigB,  These,  Art.  91. 
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K.  ZutputB: 


Komplex,  einen  „BiBW^Üomplex**,  gemein  hat.  ^^')  Verfolgt  man  stets 
eine  Hauptrichtung,  so  gelangt  man  zu  einer  HauptfWehe  des  Komplexes. 
Es  gibt  auf  einem  Komplexstrahl  p  vier  Punkte,  für  deren  Komplex- 
kegel p  ein  Wendestrahl  ist."*)  Durch  Vorfolgung  der  entsprechendwi 
Wemlericidunyen"  gelangt  man  zu  ausgezeichneten  abwickelbaren 
I^'lächen  des  Komplexes ^^'),  den  „Wenäeftädien".  Andere  ausgezeichnete 
Riehtungen  nnd  lineare  Biohtungsbüselie!  (3)  hat  Zindler"^)  an- 
g^jeben,  danmter  das  isotrope  Kehtungsbfiscbe],  dessen  Richtungen  so 
liegen,  wie  in  der  ümgebmig  eines  isotropen  Eongmensstrahles. 

16,  IHffermHals^kidimgm  ehea  Km^pkxes;  ausffeteidmde  Zer- 
legungen»  Eine  in  rr',  t/,  /  homogene  Differentialgleichung 

(15)  «(«»^ji^;  'X',y,e)^0, 

wobei  Xf  iff  ß  als  Funktionen  einer  unabhAngigen  Yerandefliciien  t  ge- 
dacht sind  und  die  Striche  Ableitungen  nach  t  bedeuten,  heiBt  nach 
Lie^**)  eine  Mongesche  Gleichung.  Wenn  insbesondere  F  in  .r',  y\  g 
linear  isi^  erhalten  wir  (nach  Multiplikation  mit  di)  eine  totale  Diflfofential- 
^eiehnng,  die  auch  Pfaffsche  Gleichung  heißt.  Wenn  ein  Funktionen- 
tripel  X,  ijf  0  der  Gleichung  (15)  genügt,  so  heißt  die  entsprechende 
Kurve  eine  Integralkurre  der  Mongeschen  Gleichung.  Diese  selbst  be- 
stimmt fBr  jeden  Punkt  des  Raumes  einen  Elementarkegel,  d.  h.  einen 
Kegel  Ton  Fortschreitungsrichtungen,  die  Üir  die  Integralkurren  durch 
diesen  Punkt  daselbst  Torgeschrieben  sind.  Zu  jedem  Linienkomplex 
gehört  eine  Mongesche  Gleichung:  Es  sd 

die  Gleichung  eines  algebraisehen  Komplexes  in  rechtwinkligen  homo- 
genen Plfickerschen  Koordinaten,  nämlich 

Pi  -  0^  -  Jj,       p^  -     -  yj,       1»,  -     -  ^i, 

Pa  -  M  -  ft'u 

Dann  lautet  die  zugehörige  Mongesche  Gleichung: 

(16)  J(x',y>';Sfir'--y',  ••••)-0. 

Aber  umgekehrt  gehört  zu  einer  Mongeschen  Gleich un«^  nur  dann  ein 
Komplex,  wenn  unter  ihren  Integralkurven  G«irad('  vorkommen. 
Die  Bedingung  dafür  ist  eben  die,  daß  sich  die  Mongesche  Gleichung 

171)  Klein,  Math.  Ann.  V,  S.  S71;  Koenigs,  Th^w,  Art.  9Sf. 

172)  Voss,  Math  Ann.  IX.      178)  Koenigs,  Th&ae,  Art.  9S. 

174)  Liniengeom.  Bd.  II,  §  48. 

175)  Geom.  d.  BerahrangBtianBf.  ä.  17». 
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aiit  die  Form  (16)  bringen  läßt,  wobei  F  eine  homogene  l  unktiou  sein 
mnß. Die  Theorie  der  Linienkomplexe  steht  auch  mit  der  Theorie 
der  partiellen  Differentialgleichungen  erster  Ordnung  in  Zusammcuhung; 
hierüber  vergleiche  man  Lie^")  oder  .Tessop."*'! 

Mit  der  Aufsuchung  der  parabolischen  Kongruenzen  eines  Kom- 
plexes befaßt  sich  Klein."**)  Die  Frage  nach  den  Normalen konirrnenzen 
eines  Komplexes  wurde  sehon  von  Malus  (in  etwas  anderer  Korno 
anfgeworieu und  von  Transon''^')  wieder  aufgenommen.  Die  Frage 
nach  den  isotropen  Kongruenzen  eines  Komplexes  behandelt  Cos s erat"*'') 
und  führt  sie  auf  die  Frage  zurück,  ob  zwei  gewisse  partielle  Differential- 
gleichungen eine  gemeinsame  Lösung  haben.  Dasselbe  Problem  führt 
bei  der  Darstellung  (11)  auf  eine  totale  Differentialgleichung^^),  deren 
Iniegrierbarkeit  ssngleioh  über  die  Möglichkeit  entscheidet^  den  Eompiez 
in  oo*  isotrope  Eoi^nieiizeii  zu  zerlegen.  Das  Strahlengewinde  enthalt 
keine  isotrope  Koogroens;  seine  Normalenkongruensen  findet  Pioard.*^) 

17.  Begdftädien  unä  KMrvm  eines  Komplexes.  Eine  Euire^  deren 
«Smtliehe  Tangenten  einem  Komplex  angelidien,  heißt  eine  Enrre  dee 
Eomplezes.  Die  Tangenten  selbst  bilden  eine  abwiekelbare  Fttche  des 
Komplexes^  Alle  Komplexknnren  mit  einem  gemeinsamen  Linien- 
•element  haben  daselbst  die  Berfihrangsebene  des  EomplexlEegels  dieses 
Elementes  als  gemeinsame  Sdimtegungsebene^^),  alle  Enrven  eines 
Nullsystems  (Strahlengewindes),  die  durch  denselben  Punkt  gehn,  haben 
dort  f^eiche  Torsion.  ^^^)  Bei  Komplexen  höheren  Grades  hat  Demoulin 
Komplexkurven  mit  einem  gemeinsamen  Linienelement  betrachtet  ^^^) 
und  gefunden,  daß  zwischen  ihrer  Krümmung  und  Torsion  im  Punkte 
<liefies  Elementes  eine  lineare  Beziehung  besteht. 


176)  Lie,  a.  a.  (>.  S.  .'02  f. 

177)  a.  ft.  0.  Abschti.  11,  K.ap.  i  u.  Abschu.  UI. 

178)  A  traaÜse  oo  the  Line  Gomplex,  Cambridge,  1V)03,  Cbap.  IB. 

170)  Math.  Ann.  Bd.  V,  8.  290;  daselbst  in  der  Amn.  der  Antefl  Lies  an 

-diesem  Problem.  Über  die  paiabolischen  Kongruenzen  des  Strahlengewindea  vgl. 
Lie.  Christ.  Vidennk.  Forb.  1882;  Peter,  Dissert.  Leipzig  1895  (oder  Arobir  for 
Math,  oj»  Naturv.  17)  und  Lagally,  DisB.  Mfijichen  1908. 

1»(|,  vffi  t.        181}  J.  de  rfic.  polyt.  cah  HH.  t  22  (ifsiUi. 

182}  Toulouae,  Mäm.  (9)  lY  (1892).    18.S;  Ziudler,  Liniengeom.  Bd.  II,  ^  49. 

184)  Thtee,  Axt  81  (1877). 

186)  Lie,  Christ  Videnak.  Vorh.  1871  oder  Geom.  d.  BerOhrongstnuisf.  8.808. 

186)  Lie,  Christ.  Vidensk.  Vorh.  1HK3  oder  Geom.  d.  Ben'ihrungBiransf.  S.  281. 
•diesen  Satz  benfltzt  Mehmke  /tir  Untersuchung  der  Torsion  der  Kaum  kurven 
'dritter  Ordnung  rMitt  d.  matb  -nahirw  Verein"  in  \\'ürttoml)er^',  IV,  1891 

187)  Comptes  Ii.  Bd.  Iti  (Mai  lbU<j,  S.  1077;  der  entsprechende  Satz  in  der 
<jieom.  d.  Berührungstransf.  S.  308  ist  unrichtig. 


Digilized  by  Google 


212 


K.  Zinolkr: 


Man  kann  Yon  einer  Integnlkunre  einer  MoDgeB<^en  Gleiehnng 
(IG)  Terlangen,  daß  sie  in  jedem  ihrer  Ftmkte  eine  geringere  Krümmung 
haben  boU  als  alle  anderen  sie  daBelbat  berührenden  Integralkurren. 
Eine  eolebe  Kurve  heiftt  eine  ^^adeste  Linie"  der  Mongeechen 
GleiohTing.  ^^^)  Die  Aii%abe|  swischen  swei  Ptmkien  dea  Baumes  die 
kürzeste  lutegraUnure  einer  gegebenen  Mongesehen  Gleiehnog  zn  finden, 
führt  nicht  immer  auf  «ne  geradeste  Linie;  denn  ee  gibt  oo*  kürseste, 
aber  nur  oo*  geradeste  Linien.  Recht  deutlich  wird  der  Unterschied 
im  Falle  der  Linienkomplexe,  wo  die  Geraden  zugleich  die  Geradesten 
sind.  Die  kürzesten  Linim  des  Strahlengewindes  hat  Liebmann^^''') 
uiitersucht.  Ditses  Beispiel  hat  für  die  Variationsrechnung?  Interesse, 
indem  es  den  einfachsten  anschaulichen  Fall  darstellt,  wo  eine  Nebeu- 
bedingung  in  Form  einer  niclit  integrierbareu  totalen  Differentialgleichung 
auftritt. 

Die  Regelflächen  (samt  ihren  Haupttiuigentenlinien;  und  Kurven 
eines  Strahlengewindes  untersucht  Picard ^*^):  er  findet  u.  a.,  daß  die 
Undulationsp unkte  einer  solchen  Kurve  zugleich  Wendepunkte  sind**^> 
und  bestimmt  alle  im  Gewinde  enthaltenen  llegeliiäehen  mit  algebraischen 
liaupttanjxentenkurven.  ^''^)  Die  algebraisehen  Kurven  eines  Nullsystems 
behand»  Ii  ;iiich  Steinmetz.*''^  Die  Kurven  des  tetraedralen  Komplexes 
bestimmt  Liü.^^; 

18.  Die  Transformation  tfou  lAe,^^)  Seien  die  Gleichungen  einer 
G^eiaden 

und  die  einer  Kugel 

-      +  (y  -  y  j  H-     -  jsy  -  B\ 

so  kann  man  r,  Sy  q,  ts  als  Koordinaten  der  Geraden  und  x',  y,  z,  H  als 

Koordinaten  der  Kugel  betrachten.  Indem  man  die  Größen  des  einen 
Quadrupels  irgend  welchen  Funktionen  des  anderen  gleichsetzt,  erhält 

IHSi  Für  l'fatfsche  Gleicliuiij^eii  („Pnnkt-KbenenByatem©";  hat  Voss  (Math. 
Ann.  Hd.  23;  die  Oiti'erentittlgcouietrie  entwickelt. 

189)  Matb.  Ann.  Bd.  5S  (1899). 

190)  Tb^,  1877;  Tgl.  auch  Yobb,  Math.  Ann.  Bd.  12  u.  Lie,  ib.  Bd.  6, 
h,  179. 

191^  a  a.  O.  S.  7 
ly-i)  a.  a.  U.  8.  30. 

193)  Am.  J.  of  Math.  Bd.  14,  1892. 

194)  Geom.  d.  Berubrungstrangf.  S.  326. 

196)  Vgl.  anch  Klein,  Vorl.  Aber  hOberu  Geom.;  Lie  und  Sebeffers, 
Geom.  d.  BerflbTOiigstnuief.  Kap.  10;  Jeteop,  Line  Comples,  Cbap.  XN. 
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man  eine  Abbildung  der  XuL^elumnnigfaltigkeit  auf  den  Liuienraum« 
Um  eine  auögezeicimete  Abbildung  za  erhalten^  setzt  Lie^^) 

x'  »Q-^  8f   ty  —  ^  —  »,   /  —  tf  —  r,   ±  JB  —  «  H- 

alio: 

Jeder  Geraden  entspricht  eine  Kugel»  einer  Engel  entspireehen  swei 
Gerade.  Den  Geraden  eines  Strahlenbüechelfl  entspredlien  Eageln,  die 
■ich  in  einem  Punkte  berOhien^*^),  einem  FlSehaielement  also  wieder 
ein  solches.  Einer  Fläche  f  entspricht  eine  andere  JF,  u.  zw.  entsprechen 
den  Hanpttangenten  Yon  f  diejenigen  im  entsprechenden  Flachenelement 
berOhrenden  Kugeln^  welche  die  Hanpttarflmmnngshalbmesser  als  Radien 
haben  (die  „Hauptkugeln^^.  ^^^)  Einer  Begelflaehe  entspricht  eine  Engd- 
Enveloppe  (RöhrenflSche)»  insbesondere  einer  Haupttangentenkurre  Ton 
f  und  der  augehorigen  abwickelbaren  Fliehe  eine  solche  Bdhrenfläche, 
welche  F  längs  einer  Erttmmungslinie  bertihrt  Man  kann  also  sagen, 
daB  die  Haupttangentenkarren  in  die  Kiümmimgalinien  abgebildet 
werden. 

Diese  Transformatiou  wurde  zur  Untersuchung  der  Haupttangenten- 
kurven  der  Eummerschen  FiSche  angewendet**)  und  zur  Untersuchung 

der  Flächen  mit  sphärischen  Krümmungslinien  *'^);   sie  wurde  von 

Duporcq-*^')  und  Bricard-°-|  Yerallgenieiuert:  es  können  nämlich  den 
Geraden  diejenigen  Flächen  zweiter  Ordnung  /ugeordnet  werden,  die 
einer  festen  solchen  Fläche  (anstat  t  dem  uneudlicli  f  ernen  Kugel  kreis) 
umschrieben  sind.  Die  Liesche  Transformation  ist  eine  Berühnmgs- 
transformation :  eine  andere  solche,  bei  der  ^Normaleukoiigruenzea  in- 
einander Übergehn,  findet  Goursai^^) 

lUG;  Math.  Ann.  V,  S.  171. 

197)  a.  a.  0.  S,  179. 

198)  a.  a.  0.  S.  177. 

199)  Lie,  a.  a.  0.  S.  178;  Klein,  Gött.  N.  1871. 

200)  Lagally,  Diss  München,  ivo-? 

201)  ilull  de  la  Soc.  math.  de  iraace,  Bd.  27. 

202)  Nouv.  Anu.  (4)  V,  1905. 
908)  Comptes  R.  Bd  129. 
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K.  Ta.  Yaslbm:  Über  Stetigkeit  und  Meftbvkeit 


Über  Stetagkelt  und  MeAbarkeit. 

Von  K.  Th.  Vahlkx  in  Greifswald. 

Aus  Hilberts  ^Grundlagen  der  Geometrie''  geht  henror,  daB  man 
bei  der  Begründmig  der  projektiren  Geometrie  die  Annahme  der 
Bedekindsehen  Stetigkeit  duieh  das  nach  Yeroneee  in  ihr  enthaltene, 
weniger  fordernde  archimedische  Axiom  der  Heßbarkeit  ersetzen  kaui. 
In  meiner  „Abstrakten  Geometrie''  habe  ich  gezeigt,  daß  auch  das 
Axiom  der  Meßbarkeit  noch  mehr  enthSlt,  als  für  den  angegebenen 
Zweek  erforderlich  ist,  und  habe  den  fElr  diesen  Zweck  notwendigen 
und  hinreichenden  „Grondsata  der  relatiTen  Dichte^  eingeführt  Ob- 
gleich damit  die  Stetigkeit  fOr  die  Hanptaweeke  meines  Buches  in 
den  Hintergrund  tritt,  schien  es  mir  doch  Ton  Intetesse  dieielbe  in 
ihre  Beetandteile  zu  zerlegen,  von  denen  der  eine:  die  Meßbarkeit 
bereits  bekannt  int;  den  andern  will  ich  Torläufig  ,,reine  Stetigkeit^' 
nennen.  Es  hätt«  sich  nun  auch  die  .,reine  Stetigkeit"  zur  Begründunji^ 
der  projektiven  Geometrie  geeignet  zeigen  kr)nnpn.  Xachdeni  ich  mich 
von  dem  Gegenteil  überzeugt  hatte,  halje  ieli  mich  in  llinbhCk  auf 
die  geometrischen  Ziele  meines  Buches  bei  den  nrithmetisvhm  Beziehungen 
der  reinen  Stetigkeit  zur  Dedek indschen,  zur  Veroneseschen  und 
zu  den  Axi^^ü  en  der  Arithmetik  niclit  weiter  aufgehalten.  Auch  leidet 
meine  Detimtiun  der  reinen  Stetigkeit  an  einem  formalen  Mangel. 
Derselbe  ist  zwar  leicht  zu  beseitigen,  hat  aber  zu  Mißverständnissen 
geführt,  die  ich  hier  in  Kürze  aufklären  will 

Meine  Definition  der  Stetigkeit  hat  zu  liut'u: 
(1)  Eine  linear  geordnete  Menge  M  heißt  stetig,  wenn  jedes  durch 

Ordnungsbeziehnngen  (teils  von  der  Form  x'>a,  teils  von  der 

Form  cc'£^}>-\\  in  bezug  auf  Dinge  a,  b,  ...  von  M  delinier  bare 

Ding  jc  ein  Ding  von  M  ist 

1)  In  den  geomeiriscken  Teilen  meine«  Badiee  wird  nicht  mne,  losdem 
I>edek  in  dache  Stetigkeit  verwendet.  Im  sritbmetiBchen  Teile  sind  die  venigen 

Sät/.e,  welche  uich  anf  reine  Stetigkeit  beziehen,  trotz  der  nUUigelbaflen  Definition 
nicht  inißzuverBtehen :  awrh  komiuen  diese  Siit/e  in  den  geometris^chcn  Teilen 
nicht  znr  Anw^^ndnn^'.  Mein  ilm  h  leidet  daher  keineswegp,  wie  Herr  Schönflie« 
ij>.  äl)  meint,  an  einem  „prinzipiellen  Mangel,  der  im  arithmetischen,  wie  im  geo- 
metrischen Teil  die  Folgerichtigkeit  der  Entwicklongeu  vielfach  Btdrl'*  Man 
kann  alles  anf  reine  Stetigkeit  Bezflgliche  weglauen,  nnd  es  bleiben  fiDr  die  pro- 
jektive Qeometrie  drei,  für  die  hyperbolische  Geometrie  swei,  für  die  flbrigen 
Geometrien  je  eine  strenge  Begründung  übrig. 

2  Durch  den  eingeklammerten  Zutsatz  wird  dtr  formal''  Mangel  beseitii^.  — 
Wenn  ich  (I.e.  p.  9  Anmk.)  sagte,  meine  Stetigkeit  stimme  mit  der  von  Veroueae 
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Diese  Definidon  ist  in  folgenden  Formen  auf  Gruppen  und  Zahlen- 
systeme zn  ttbertiagem; 

(2)  Eine  linear  geordnete  Gmppe  G  heißt  stetig,  wenn  jedes  dnrch 
OrdnnngshenehiiDgen  (usw.)  in  Beziehung  anf  Elemente  a,  bf 
▼Ott  G  definierhare  Element  ein  Element  Ton  G  ist 

(3)  Ein  linear  geordnetes  Zahlensystem  S  heißt  stetig,  wenn  jede  durch 
Ordmugsbedehnngen  (usw.)  in  Besiehung  anf  Zahlen  a,  5,  . . . 
▼on  8  deflnierbare  ZM  eine  Zahl  Ton  8  ist 

Demnach  stimmt  meine  Definition  (1)  mit  der  Ton  Zahlensystemen 
aa£  Mengen  sinngemäB  fibnrtragenen  Dedekin dachen  inhaltlich  Qhcreiu. 
Aber  die  Definitionen  (2)  und  (3)  sind  von  ihr  verschieden,  da  dieselben 
Lücken  zulassen  und  z.  B.  bei  den  V er oues eschen  niciit-iueßharen 
Zahlen  ax"  +  hx''^  +  •  •  (c  <  <  •  •  ü,  h,  ...  alle  reellen  Zahlen) 
zutit'lleu. 

L  luij^eus  genügt  die  bloße  Abwesenheit  von  Lücken  nicht,  um  ein 
nach  (2)  oder  (5)  stetiges  System  zu  einem  meßbaren  zu  machen;  viel- 
mehr sind  hierzu  außer  einigen  Verkuiij  tuugsaxiomen  noch  weitere 
ftrithmetische  Axiome  notwendig.  Ich  komme  hierauf  bei  anderer 
Oelegenheit  uuBführiich  zurück. 

Greifswald,  Februar  1906. 


Pftradozien  der  Mengenlelire. 

Von  A.  Ko&S£LT  in  Plauen  L  V. 

Der  Auftaia  „fiber  die  logisehen  Paradozien  der  Mengenlehre'^  von 
Hemi  8eh5nflies  im  vorigen  Hefte  gibt  mir  zu  folgenden  Be- 

merkuiigeu  Anlaß. 

Begriffe  (oder  Vorstellungen  überhaupt),  für  die  der  Satz  des  Wider- 
spruches rcrsofft,  sind  sotrohl  (legensUind  als  HUßmiild  der  Bcfrnridunfj. 

Denn  eben  um  diese  ihre  Beschaffenheit  festzustellen,  muß  mau 
die  Vorstellungen  haben,  sie  also  betrachten.    Will  man  etwa  beweisen, 

iibenln,  m  kennte  damit  aor  die  Übertragimg  meiner  Definition  auf  Gruppen 

{».  oben  (2)>  f^emeint  sein,  da  die  VeroneuCHchc  Stetigkeit  sich  (  liont'alle  nur  auf 
Systeme  mit  Addition  und  Bubtraktion  bezieht  Dif^«  «jin«?  anrh  daraus  liennr. 
daß  spSter  von  mir  als  stetig  bezeichnete  Sypteme  nur  V^Toncsesch»'  t-^tptipk»  it 
besitzen.  Wenn  ich  ferner  sagte,  „diese  Stetigkeit  ist  verschieden  von  derjenigen 
Dedekin  da,  welehe  die  MeSbarkeit  mit  nmfaBt'',  so  hatte  ich  dabei  natürlich, 
da  bei  Menfm  von  Heftbarkeit  keine  Bede  ist,  nur  den  Ablieben  Anssimicli  der 
Dedekindaoken  Stetigkeit  für  ZahlentffHeme  im  Ange,  di>-  hI^o  nur  mit  der 
Übertragung  meiner  Oefinitioti  anf  Zahlenejateme  (s.  oben  (3))  verglichen  werden  kann. 
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Komilt: 


daß  es  kein  reguläres  euklidisflies  S  ebenflnch  gibt,  oder  daß  die 
Gleichung  x"  ~\-  y"  +  =  0  für  n  >  'I  keine  gaazzahlige  Lösmn^j;  hat,  öO 
nmß  man  die  imaginären  f  widerspriK  li-vnUeu,  sieb  wiUerBtreitenden) 
Yorsteilimgeii:  regulüi-eti  euklidisches  Mebenfiach,  ganzzahlige  Lösung 
der  Gleichung  a  "  -r  ?/"  -f  =  0  betrachten.  Solche  Beweise  kommen 
auf  jeder  liiibereu  Stufe  der  Mathematik  Tor. 

Richtig  ist  nur:  wenn  man  einmal  die  Leerheit  einer  Vorstellung  a 
erkannt  hat,  wird  man  keinen  Satz  „es  sei  ein  r  ein  Gegenstand 
von  rt'*  mehr  als  Prämisse  benutzen,  denn  daraus  ließen  sich  nicht  nur 
die  gerade  gewünschten,  sondern  jeder  beliebige  Satz  ableiten.  So  ist 
z.  B.  der  Satz: 

wenn  2  •  2  »  5  ißt,  so  gibt  es  Hexen, 

eine  Wabrheii^  ja  überlianpt  jeder  Satz: 

aus  a  folgt  6, 

falls  a  ein  gegenstandsloBer  oder  falscher  Satz  ist.   Man  muß  sieh  nur 
hüten,  aus  dem  letzteren  Satze  zu  folgern: 

also  ist  b  wahr. 

Gewisse  Sätze  und  Vorstellungen  wird  man  nnmittelbar  als  gegen- 
ständlich anerkennen  müssen  <  z.  B.  die  Schlußregel  Barbara),  denn  mit 
irgend  etwas  Gegebenem  muß  jeder  Beweis  beginnen.  Welchei*  Mathe- 
matiker wird  seinen  Beweisen  immer  die  Voraussetzung  hinznfHgen: 
„falls  es  Wahrheit  und  Beweise  von  Wahrheiten  überhaupt  gibf'? 

Das  Hussellsche  Parodoxon  seheint  jetzt  manche  Mathematiker  .so 
eingebe] lüchtert  zu  haben,  wie  früher  die  Frage:  was  ist  Wahrheit?^ 
manche  Pliilosophen.  Was  beweist  es  denn  eigentlich?  Nichts  weiter, 
lüs  daß  mit  einer  Vorstellung  a  nicht  immer  auch  die  Vorstellung 
„Allheit,  hibegriff,  Gesamtheit  der  a*'  gegenstandlich  oder  gar  wideiv 
spruchsfrei  (Bolz an o  sagt  daf&r  real)  zu  sein  braucht.  Das  ist  aber 
nicht  mit  allen  Vorstellungen  der  Fall,  kann  uns  also  nicht  an  der 
Verwendung  der  Begriffe  „etwas",  „das  All''  hindeni,  wie  Hilbert 
glaubt.  Wenn  der  Begriff  „etwas  überhaupt"  nicht  mehr  als  gegen- 
standlich gelten  sollte,  so  wäre  es  mit  jedem  Denkzusammenhang 
vorbei.  In  unzähligen  Fällen  läßt  er  sich  gar  nicht  umgehen.  Das- 
selbe gilt  Ton  der  Vorstellung  „Allheit  von  — 

Es  gibt  Me^trheitmf  die  sich  sdhst  ds  Glied  enthaUen. 

Eine  solche  Menge  ist  z.  B.  gleich  „das  All**.  Aber  auch  die  von 
„All"  rerschiedene  Menge  M  mit  folgenden  Beschaffenheiten: 

«^  ^^  umfaßt  gewisse  zwei  (iegenstände,  z.  B.  diesen  meinen  Feder- 
iiuiter  und  diese  Lampe; 
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ß)  weiden  mehtere  Gegenstände  von  M  nm&8t,  so  gilt  dasselbe 


y)  M  wird  von  allen  Mengen  umfaß^  die  die  Beseliaffenheiten  «)  ß) 


gebort  hierher.  In  der  YorsteUnng  dieser  Menge  M  finde  ich  keinen 
Widerspruch.  Daß  sie  bisher  nidit  rorgekommMi  ist  und  TieUeieht 
aneh  nieht  viel  Folgeningen  gestattet,  ist  kein  Grund,  ihre  Yorstelliing 
sn  verbieten.  Ihre  Auffossong^  wie  auch  die  Betrachtung  einer  noch 
so  seltsamen  Vorstellung,  dient  jedenütUs  dazn,  unsere  Einsicht  in  den 
Zusammenhang  der  Wi^heiten  zu  Termehren. 

Man  wird  kfinftig  gewöhnliche,  sich  selbst  nicht  urnfSuwende  und 
ungewöhnliche,  sich  selbst  nm&ssende  Mehrheiten  unterscheiden. 

Dafi  „die  zu  einer  Menge  zusammenge&ßten  Elemente  begrifflich 
inTariant  bleiben^  ist  ein  dunkler  Ausdruck,  der  vielleicht  so  zu  deuten 
ist:  bildet  man  eine  Meage  durch  Aufzählung  ihrer  Glieder  (extensiv), 
so  hat  man  Ton  jedem  derselben  eine  Einzelvorstellung^  in  deren  Inhalt 
die  Vorstellung  dieser  Einzelvorstellnng  nicht  auftritt.  Man  hat  von 
jedem  l^^leniente  eine  Vorstellung  mit  einer  cndlkhen  bestimmten  An- 
zahl von  iie.sLaijdttilen.  Anders  ist  es,  wenn  eine  Menge  begrifflich 
(intensiv)  bestimmt  wird.  Wer  von  „der  An/ilil  der  Menschen  im 
Jahre  1905''  spricht,  bildet  «ich  nicht  1500  Millionen  Einzelvorstellungen. 
Nur  bei  dieser  Art  der  Bestimmung  können  Widersprüche  ent- 
stehen. 

Keine  Definition  winl  mit  der  Klausel  verliehen:  „falls  die  em- 
geföhrte  Vorstellung  widerspruchsfrei  ist",  vielmehr  werden  einige  Be- 
griffe sofort  an  sif'li  s»'l)»st  als  «zerrenstäucUieh  riniioselien,  von  anderen 
wird  dies  mit  Ililie  der  ersteren  bewiesen.  Nur  soll  man  nicht  ijlauben, 
daß  die  Definition  oiner  Vorstellung  schon  (I  ren  flofrenständlichkeit 
verbürge.  Der  Mathematiker  kommt  so  zu  der  der  Iv Untschen  ent- 
gegeniif^-^'^t/ien  l'berzeniruu(r^  daß  iegenstüudlichkeit"  ebensogut  eine 
Beschali tMiheit  einer  Vorstcllnn«^  ist  wie  andere  aneh. 

De.slialb  ist  es  ganz  willkürlich  und  aussichtslos,  die  Begriffe 
„alles"  und  „nichts''  von  der  Betrachtung  ausschließen  zu  wollen,  weil 
sie  „nicht  Gegenstand  logischer  Operationen  sein  krtuneu".  Das  wird 
schon  durch  den  Umstand  widerleg^  daß  sie  überhaupt  gedacht  werden 
und  daß  sie  in  den  Werken  der  exakten  Logik  von  Peano  und 
Schroeder  onbezwei  fei  bare  und  unersetzliche  Dienste  leisten  Warum 
sollte  es  auch  nicht  niedrigste  und  höchste  Vorstellungen  geben?  Od^ 
man  lege  uns  erst  einen  klaren  Begriff*  von  „logischen  Operationen'*  vor. 

Hilberts  Versuch  (Verh.  des  zweiten  intern.  Math.  Kongr.  1905, 
8.  174),  diese  Vorstellungen  zu  umgehen,  arbeitet  mit  Erschleichungen. 


haben, 
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A.  KoitMLT:  Puadoxien  der  Mengenlehre. 


Wie  bisher  werden  aiu-li  in  Znkunfi  die  J^ogiker  imtl  Mathematiker 
mit  einer  rmüuhcn  Anzahl  vou  bciiiiissen  operieren;  unsere  ))eschränkte 
menschliche  Natur  lüßt  uns  nur  solche  Vorstellungen  und  Sätze  auf- 
fassen, die  endli«4i  viele  Bestandteile  haben.  Herr  Schoeu flies  ver- 
wechselt hier  wohl  eine  Vorstellung  von  unendlich  vielen  Gegen- 
ständen mit  einer  unendlichen  Vorstellung  und  einen  Schluß  üher  ,Je(ku"' 
dieser  Gegenstände  mit  einer  unendlichen  Menge  von  Sätzen  über  die 
einzelnen  Gegenstände.  Nicht  in  der  (unmöglichen)  AuMndong  unend- 
licher Schiaßketten,  sondern  in  der  Entdeckung  neuer  Begriffe  oder 
Vorstellungen  überhau})t  mit  unendlich  yieleu  Gegenständen  besteht 
eine  Bereicherung  der  logischen  Methoden. 

Daß,  falls      S^f'"S^*''  „Bewegungen''  und 

eine  1  — 1-deutige  Transfonuation  ist,  auch  5«,  eine  ,,Bewegung^  sei, 
kann  ich  nicht  für  evident  halten.  Warum  soll  sich  5«,  auch  in  jener 
Gruppe  befinden,  die  Hilbert  „Beweguugsgruppe''  nennt?  Der  Sais 
ist  wahischeinlich  falsch,  oder  er  gibt  eine  Einschränkung  des  schon 
featgesetaten  Begriffs  „Bewegung"'.  Überhaupt  leidet  die  Hilbertsche 
Behandlung  Ton  „Bewegung'^  (Math.  Ann.  56)  an  logischen  Mängeln» 
die  mit  einiger,  aber  nicht  mit  der  mdgliehen  logischen  Schärfe  Herr 
Wilson  (the  so-called  foundations  of  geonietry,  Archiv  für  Math,  und 
Physik  III,  G)  ungegeben  hat. 

Damach  kann  ich  in  dem  RusseUschen  Panulozon  keine  Ursache 
zum  Zweifel  an  den  Grund wahiheiteu  der  Mengenlehre  finden.  Wohl 
aber  sind  ihre  abgeleiteten  Sätze  bis  jetzt  zum  Teil  ungenügend  be- 
wiesen, insbesondere  die  Sätze  über  Summe«,  Produkte  und  Potenzen 
von  Miiclititrkciten  '  i  ,  i^oweit  muu,  ie  in  ileu  ileutschen  1  )Hrstellimgeu, 
die  mutkeniatiHche  L(>o;ik  beiseite  läßt.  Ks  wird  uamlich  immer  V(m 
„einer  Kardinalzahl  iMüchtit^keit i  u",  von  der  „Summe  mebrert-r  Au- 
y.ahlen'*  usw.  gesprochen,  ohne  daß  man  dif  Vur.stelluu^'  „Kanliiialzahl" 
detiniei-t.  Denn  die  Aussage:  ,,gewii»He  .Mciitreu  hahen  dieselbe  Mächtig- 
keit wie  eine  Menge  <t ,  wenn  die  OHoder  jeder  derselben  mit  den 
Glindern  vou  n  l  —  l-deutiiT  paurltar  sind",  erklärt  nicht  das  AVort 
„Mächtigkeit",  sondern  den  Sinn  einer  t;an/.en  Heden^firt,  von  der  das 
Wort  „Mächtigkeit"  nur  ein  Teil  ist.  So  wird  auch  in  (l«'r  ( ieoni»^rrie, 
w<'!m  man  streng  verfährt,  nicht  die  Vorsf'-Iliintf  ,,uiieiidiick  leruer 
Punkt'^j  son(h»m  der  Satz:  „mehrere  Uerade  haben  einen  unendlich 
fernen  Punkt  gemein^'  definiert. 

1)  üolzunu  )»agt  für  Mächtigkeit:  Weite  einer  Vortitelluug. 

.  j  i^od  by  Google 


E.  H&BirtsMaB.:  Bemerkrmg  cu  W.  Wien  usw.  -Jl^ 

Nur  wenn  man  mit  Russell  sagt:  Anzahl  der  Menge  a  heißt  die 
Allheit  der  Mengen,  die  ^eidie  Anzahl  mit  a  habend  hat  man  «ae 
Dentiing  des  Wortes  „Anzahl^.  Die  Beweise  jener  Stltze  bedürfen 
dann  aber  einer  Umgestaltung. 

Xadi  dem  bisher  Qeaagtea  ist  der  Cantorsche  Satz: 
zn  jedem  Inbegriffe  a  gibt  es  einen  Inbegriff  von  höherer  Mächtigkeit 

und  sein  Beweis  falsch,  denn  beide  versagen  für  a  *-  das  All.  Ob  der 
eingesehianktere  Satz: 

zu  jedem  vom  All  verschiedenen  Inbegriffe  gibt  es  eineu  ebenfalls 

vom  All  verschiedenen  Inbeirriff  höherer  Mächtigkeit 

wahr  ist,  scheint  mir  noch  recht  der  Prüfung  bedürftig  und  würdig 
zu  sein. 


Bemerlomg  zu  W.  Wien:  Über  die  partiellen  Differentiai- 
gleiclrangen  der  mathematiBclien  Physik. 

Von  E.  Haextzscuel  in  Berlin. 

Am  Schlüsse  öeine«  im  Januarheft  dieses  Baudes  abgedruckten 
Referftt/es  (S.  51)  fordert  Herr  W.  W  ien  zur  Berechnung  Imlhhmver- 
yetUvr  Reihen  für  die  Funktionen  den  eUiptiscIien  Zylimlers  aul,  die  nach 
Herrn  Thome  sich  in  der  Form 

if(aa+";  +  ■•') 

darstellen  würden.   Ich  möcht«  dazu  bemerken,  datt  ich  diese  Au%abe 

in  zweifacher  Hinsicht  gelöst  habe. 

Erstens  in  der  von  Herrn  Wien  auf  S.  49  in  der  Fußnote  seihet 
angeführten  Progrannnabliandlung  der  3.  städtischen  höheren  Bürger- 
schule (3.  Realschule)  zu  Berlin,  Ostern  1S89;  Programm  Nr.  lUt>. 
Dort  steile  ich  gtcei  von  einander  rerschirdene  Fundamen talsysteme  Ton 
Integralen  auf,  welche  Potenxreihen  enthalten,  die  nach  Potenzen  von 

bez.      ,  fortschreiten;  das  zweite  parlaknlftre  Inteml  besitzt  in 

»m  t;  Hin  I  ?j  '  ^  " 

jedem  Falle  eine  logarithmische  Unstetigkeit.  Die  Untersuchung  habe 
ich  in  solcher  Allgeraeinheit  geführt,  daß  sie  tüe  Jirs sc  Ischen  Funktionen 
als  Greuzfall  in  sich  schließt,  und  für  diese  zwei  neue,  l)is  dahin  un- 
bekannte asymptotische  Reihen  liefert.  Sollte  eine  gewisse  Konstante 
verschwinden  und  dadurch  die  logarithmische  l'nstetigkeit  aus  der 
Darstellung  herans&Uen.  so  entsteht  ein  Fnndanientalsysteni  von  In- 
tegralen,  das  im  Grenztalle  der  Besselschen  Funktionen  mit  dem  von 
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£.  HiBurisonL:  Bemerkong  so  W.  Wien  onr. 


PoissoD  übereinstimmt,  in  dem  die  Integrale  sick  in  geschlossener 
Form  darstellen  lassen. 

Zweitens  habe  ich,  angeregt  durch  eine  Arbeit  des  Herrn  H.  Bruns 
in  den  Astron.  Nachrichten,  gleichzeitig  eine  andere  Darstellung  der 
FunkÜane»  des  elliptischen  Zißinden  gegelwn,  indem  ich  durch  £in- 
flOhren  der  Variable 

die  Differentialgloichung  in  die  merkwürdige,  in  Beziehung  auf  — 

eich  selbst  reziproke  Form  brachte 

«*  r;. + »• -  [t  o»»*  -«)•+'•  «*3  -  - 

Die  Integrale  haben  die  Foim 

und  stellen  etcei  verschiedene  Fnndamentalsysteme  dar  mit  logarith- 
mischer  Unstetigkeit.  Für  B  =  0  fallt  dieselbe  heraus  und  führt  auf 
zwei  Thomesche  Normalintegrale.  Für  «  ^  0  erhält  man  wieder  die 
Besseische  Transzendente  mit  dem  schon  oben  für  B  =  0  cluirakteri- 
sierteu  Poissouscheu  Fall,  ich  habe  diese  Eiii\s  u-kt4uii<reii,  die  ich 
sclion  1887  Kronecker  übergab,  1893  im  5.  Teil  (S.  94 — 134)  meiner 
Studien  über  die  licduJäion  der  Fotentialgleidiung  auf  yeti'öhnlicfie 
DifferentiaU/leichumien ,  Berlin,  G.  Reimer,  veröffentlicht^  deren  6.  Teil 
(S.  135—180)  die  aus  der  Untersuchung  der  Difi'erentiaigieichimg 

hervorgehenden  Heinesdien  Firnktknen,  einsehlieißlich  der  kyp&r- 
Besselsehen  Transgendente  enteilt,  und  auch  diese  teils  durch  ge* 
fMshloflsene  Integrale,  teils  durch  halbkonTergenie  oder  asymptotische 
Reihen  zur  Darstellung  bringt. 
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Zur  Statistik  des  mathematischeii  Studiums. 

Die  Zahl  der  Studierenden  der  Mathematik  an  den  preußisehea 
UlUTersitäteil  betrug  in  runder  Zal^l  m\  Sommersemester 
1901  1902  1903  1904  1905 
1000  1200  1420  1440  1510.') 
Sie  ist  also  im  letzten  Jalue  iriedemm  gewaehaen.  Dagegen  begiumeiL 
die  allgemeinen  Anadchten  lieh  mehr  nnd  mehr  an  Tenehlechteni. 
Ein  Mangel  an  Lehrkräften  ist  höcheteni  noeh  teilweise  Torhanden. 
Yoxausnchtlieh  wttd  er  zn  der  Zeii^  in  der  die  jetst  Toihaiidenen  Stn- 
dierenden  in  den  Schuldienst  eintraten  kdnneni  flherall  geschwunden 
sein.  Nnr  der  MdB,  in  dem  sich  die  Untemchtsreform  attgenhlicklicli 
befindet,  erschwert  es,  ein  sicheres  Urteil  hierüber  abzugeben.  Immer- 
hin halt  sich  die  statistiBche  Eommission  der  Deutschen  Mathemaiiker- 
Yereinigung  für  yerpflichteti  ihre  frühere  Warnung  in  d^  Sinne  zu 
wiederholen,  dafi  die  bloße  Aussiebt,  in  Eflne  zur  Anstellung  zu  ge- 
langen, niemanden  zum  Studium  der  Mathematik  bestimmen  sollte. 
Wer  aus  solchen  äußerlichen  Motiven  daa  mathematische  Lefai&eh  er^ 
greift,  wird  zweifelloa  Enttäuschungen  erfiahrw. 

Die  allgemeine  Situation  geht  deutlicher  aus  folgenden  Zi£Pem  her- 
vor, die  zeigen,  daß  die  Zahl  der  Probanden  und  Semimuisten  schon 
jetzt  dem  normalen  Bedarf  in  jeder  Hinsicht  entsprich!  Am  1.  Mai 
1902,  1903,  1904,  1905  gab  es  an  den  bSheren  ünteriehtsanstalten 
Preußens^)  1902       1903        1904  1905 

Seuiiiiurmitglieder  41;  4       82:17      107;  29      141;  23 

Probiuulen  32;  11      42;  4         78;  2«)      112;  25 

Anstellimgsfähiire  Kandidaten    16;  5       12;  3         Hi;  5         23;  6  . 

Ein  (IhucukU^s  Anwachsen  dieser  Zahlen  ist  für  die  nächfiten  Jahre 
mit  Bcstiramtheit  zu  erwarten. 

Für  dieselben  Jahre  betrug  in  Prenßeu  die  Zahl  der 
Neuanstellungen  39;  19     Gl;  16     4!i;  14     Ol;  21 

Ausscheidungen  aus  dem  Amt      40;  4       26;  13     43;  9       39;  7  . 

Die  Zahl  der  Seminaristen  und  Probanden  ist  also  schon  erheblich 
großer  als  die  höchste  Zahl  der  Neuanstellungen,  die  die  letzten  Jahre 
aufweisen.  Dieses  Verhältnis  wird  sich  immer  weiter  in  der  gleichen 
ungünstigen  Richtung  Terschieben. 

1)  Dio  Zählung  erstreckt  sich  nur  auf  dicjcuigen,  die  Uie  deutsche  Staats- 
angehörigkeit beBitzen.   Sie  kann  immerhin  um  emige  Pro«ente  ungenan  «ein. 

2)  Die  sweite  Zahl  besieht  aidi  auf  di^enigen,  die  in  der  Mathematik  die 
Lehrbet&higvmg  nur  fOr  die  »weite  Stufe  betitsen. 

J^MbnAtriolk«  d.  Datttoditii  iratli«iB.-Twiliiigaiig.  X7.  Hall  S/ 4.  16 


.  ij  i^od  by  Google 


222 


ICtteilimgen  und  Ka<s>iriditea. 


Mitteilungen  und  Nachrichten. 

Geeignete  Mitteilaagen  wird  der  Herausgeber  stets  mit  größtem  Danke  eatgegeu« 

nehmen. 

1.  Akademien.    Gesellscliafteii.    Vereinigungen.  Versammlungen. 

Veräz^deronsen  im  Fersonaibostaude  der  Deutsolieii  Mathematiker» 

VereiDiguug.    Februar  1906. 

Neu  aufgenommen  als  Mitglieder: 

Dr.  J  oh  ann  es  Moll  erup,  Assistent  an  der  Technischen  Hochschule,  Koprahagen» 
Seminar-Professor  Gyula  Lecknitzkj,  Maramarossziget  (Ungarn). 

Gestorben: 

Stanxmer,  W.,  Professor,  Düsseldorf. 

Ausgetreten: 

Westphal,  A.,  ProÜMSor,  AbteilungSTorsteber  am  k.  GeodfttiBt^en  Institut, 

Potsdam. 

Adressenänderungen: 

Card  in  aal,  J.,  Professor  a.  d.  Techn.  Hoi-liselmle,  Dnlff,  Oude  Delft  47. 

Czuber,  E.  H.H.,  Prof.  a.  d.  Teehn.  Hochschule  Wien  XIU,  Aubofstr.  34. 

Dohmon,  i\  J.,  Dr.,  Austin,  Texas,  Whites  Avenue.  1913. 

Engel,  F.,  Professor  a.  d.  üniTersitftt,  GreifswalU,  Amdtstr.  11. 

Frobenius,  G.,  Professor  a.  d.  Uniyers.  Berlin;  Gbarlottenburg,  Leibniistr.  83. 

Oibson,  G.  A. ,  Professor  am  Glasgow  and  West  of  Sootiland  TecbnieU 
College,  Glasgow,  Sandyford  Place  8. 

Herberich,  G.,  Dr.,  k.  Inspektor  der  stttdtiscben  böhwen  Mädcbenscbule, 
Nürnberg,  Am  Maxfeld  11. 

Jirgensen,  N,,  Mag.  sc,  a.  d.  Nordisk  Livsforsikrings  A.-Ö.  af  1897,  Kopen- 
hagen, Eongens  Nytorv  8. 

Eleiber,  J.^  Hauptlebrer  a.  d.  Handelsschule,  Mflnchen,  Thienchstr.  21. 

Müller.  II    13,  Dr.,  Göttingen,  Nikolausbergerweg  49. 

Steinitz,  K.,  Professor,  Dozent  a  d.  Techn.  Hochsch.,  Berlin  W 50, Nachodstr.  38. 

Vries,  H.  de,  Professor  a.  d.  Teehn.  Hochsch.,  Deltt,  Oranjeplantage  39. 

White,  H.,  Professor  a.  d.  Vassar  Colle^^'e,  Poughkeepsie,  N.  Y. 

Wolletz,  K.,  Professor  am  Maxiiuiliaus  Gynm.,  Wien  IX,  PorzeUangasse  21. 

Worm,  H.,  Oberlehrer  a.  d.  Fflrstenschule,  Meifien,  Freiheit  16. 

Berliner  MathematiHOlie  Gesellsohaft.  ISitznug  am  Mittwoch  den 
28.  Februar  1906,  Fuchs:  Über  lineare  Differentialgleichungen  3.  Ord- 
nung mit  nur  wesentlich  siugultiren  Stellen.  —  JoUes:  Die  Fokattiieme 
der  linearen  Kongruenz.  —  Haentzschel:  Über  die  Genauigkeit  geometrischer 

Konstruktionen.  SifJtung  am  Mükpoch  den  28,  März  1906:  Hessenberg, 
Cher  die  Projektion  des  räumlichen  Punktgitters  —  Valentin,  Beweis  des 
Goldbachschen  Satzes.  —  Deuizot,  Zur  Kritik  der  Theorie  des  Foucault- 
schen  Pendels. 

Mathematisches  Kränzchen  zu  Karlsruhe  i.  B.  Vorträge  im 
Wintersemester  1905/06:  7.  November  190Ö:  Ludwig,  Über  Photogram- 
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metrie.  —  28.  November  1905:  ICrazer,  Uber  komplexe  Mnltiplikation.  — 
12.  Dezember  1905:  Schur:  Uber  die  Bewegung  des  stanen  Körpera.  — 
9.  Januar  1906:  Winkelmann,  Über  die  Stabilitttt  eines  rotiereaden 
Körpers.  —  28.  Januar  1906:  Sieveking,  Übw  die  <3eBchinndigkeit  der 
Bthitgen-Strahlen.  —  6.  Fnbnmr  190n:  Tolle,  Impnlspaar,  Trägheits-  und 
Spannungspilipsoid.  —  20.  Februar  lOOli:  Heun,  Über  nnp"!i!lhf'rtp  "Differon- 
tiation  uud  Integration.  -  6.  März  1906:  Faber,  Über  die  Genauigkeit 
logarith  misch  er  Rechnumrcn. 

Mathematische  Sektion  der  Schlesischen  Gesellschaft  für  vater- 
ländiBche  Kultur.  Sitzung  am  19.  Ftbruar  1906:  Vogt,  Der  Pytbjigoreiü«  he 
Lehrsatz  in  der  ältesten  Geometrie  der  Indier.  —  liosanes,  Eine  analytiseh- 
geomebriMibe  Bemerkung. 

Saa  Franoieoo  Seotion  of  üie  Amerloan  Mathematioal  Society. 
Die  nennte  ordentUehe  Versanunlong  der  genannten  Sektion  wurde  am 

24.  Februar  1906  in  der  Stanford  Universität  abgehalten.  Folgende  Vor- 
trSge  wurden  gehalten:  J.  H.  McDonald,  The  theory  of  the  reduction  of 
hyperelliptic  integrals  of  thi-  tirst  kind  and  of  genus  2  to  elliptie  intetrrals 
by  a  transformation  of  the  nXh  order;  W.  A.  Manning,  On  multiply 
transitive  gronps;  A.  Ranum,  A  new  kind  of  eongruence-group  and  its 
applieaHon  to  the  group  of  tsormorpbinns  of  anj  abeUan  group;  D.  N.  Lehm  er, 
(hl  the  orderlf  lieting  of  snbstitntionB;  D.  X.  Lehmer,  Note  on  the  vaines 
of  s  of  glven  modulus  which  give  maximum  or  niinirnum  values  to  tiie 
modulus  of  a  given  rational  integral  function  of  z\  R.  E.  Allardice,  Note 
on  Legrndre's  eqtiation;  E.  J.  Wilczynski,  Outline  of  a  projective 
differcntial  ijeoraetry  of  ciir\ed  .surfaces;  F.  T.  Bell,  Method  of  dealing 
with  the  Problems  connected  with  prime  numbers^  T.  M.  Putnam,  Theorems 
on  peifeot  numbeis;  J.  H.  McDonald,  A  method  of  Bimultaneoits  appro- 
limation  to  two  consecntiTe  roots  of  an  algebraic  equation  of  degree  n 
all  of  whose  roots  are  real:  J.  H.  McDonald,  Remark  on  the  ealculation 
of  roots  of  BpsspI  fimctions;  M.  W.  Haskell,  On  collineatioiis:  G.  .\.  Millpr, 
Croups  in  which  every  subgroup  of  composito  onlcr  is  invariant,  and  a 
new  chapter  in  trigonometry;  G.  A.  Miller,  The  groups  which  contain 
exactiy  thirteen  Operators  of  order  2.  —  Die  nächste  Versammlung  der 
Seetion  wird  am  29.  September  1906  in  der  üniTersitttt  von  Oalifomien 
stattfinden.  G.  A.  Millbr. 

Sfcr«»t»ry  of  the  SecJlon. 

The  Missouri  Society  of  teachers  of  mathematios.  Die  zweite 
Versammlung  dieser  Gesellschutt;  fand  am  27. — 28.  Dezember  lOfK')  in 
Jefferson  City  statt.  Folgende  Vorträge  wurden  gehalten:  Dean,  Maxima 
and  Minima;  Glenn,  Laboratory  methods  in  algebra  teaebing;  Wilson, 
The  treatment  of  Units  in  elementaiy  geometry.  Femer  fand  eine  Dis- 
kotsioa  statt  über  die  Frage:  What  should  be  taught  in  aritbmctic?  —  Es 
wird  Hno  Erwoitoninff  der  Gesellschaft  in  der  Weise  geplant,  daß  .sie  auch 
die  Lehrer  der  exakten  Wissenscbaltm  ilt  s  Staates  Missonri  umfassen  soll. 

The  British  Association  for  the  advancement  of  soienoe  wird 
ihre  die.'ijähnge  Tacrniii;  am  1.  August  in  York  beginnen;  sie  flirrt  frlf>i<*b- 
zeitig  ihr  75jUhriges  Bestehen.  Der  Präsident  der  gesamten  Ass^oi  tafioii  i>t 
Professor  Ray   Lankester,   während   die  Sektion  A  (Mathematik  und 
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Physik)  unter  dem  Yorsitx  von  Frins^al  £.  H.  Griffiths  steht,  d«n  als 
VisejpiftsideateiL  Forsjth  und  Callendar  znr  Seite  stehen. 

&tteiiiBtloiiale  Aisoiiatlon  der  Akademien.  Eine  Sitsong  des 
Komitees  der  internationalen  Association  der  AJademien  wird  am  30.  Mai 
d«  J.  in  Wien  abgehalten  werden. 


2.  PreiaattiigabeE  und  gekrönte  Preisschriften. 

^Yaoai) 


3.  Hochschulnaclirlchten. 

Xülliversität  Straßbuzg.    In  der  math.  und  naturwiss.  Fakultät  der 

FnivorsitSt   Straßbur«?   haben    während    des   Studienjahres   1905 — ^06  im 

Soiiiiuer  15,  im  Winter  16,  im  ganzen  31  Duktoi-prnmotionen  stattEretuuden, 
darunter  8   mit  nialheniatischeu  uud  2  mit  iihysikalisclieu  DLss ertationeu. 

Universität  Padua.  An  der  hiesicren  Universität  beabsichtigt  Professor 
A.  FeTaro  von  nun  an  regelmäßig  jährlich  Vorlesungen  über  die  Geschichte 
der  Mathematik  zn  halten. 

Universität  Upsala.  Während  der  drei  Jahre  von  1903  bis  1905 
fanden  folg^de  Promotionen  auf  mathematisehem  Gebiete  statt:  B*  Lindgren, 
Sur  «Le  css  d'eicqption  de  M.  Picard»  dans  la  theorie  des  fonctions 

entieres  (1903).  —  P.  Lundberg,  I.  Approxinierad  franiställning  af 
sannolikhetsfuuktionen.  —  IT.  Aterförsäkring  af  KoUektimsker  (I5>n;i\  — 
G.  Tegengren,  BestUmniiii:  at  ett  enkelt  Sanimanbängnnd-^  Miniiualyi- 
stycke  (1904).  —  H.  v.  Zeipel,  Kecherche^  sur  les  soluduuö  periodiques 
de  la  troisieme  sorte  dans  le  problemo  des  trois  corps  (1904).  — 
S.  Johansson,  Über  die  Unifornüsierung  Riemannscher  Plftchen  mit  end- 
licher Anzahl  Windungspunkte  (1905). 

Vorleoimg^ii  über  Physik  an  der  Columbia  UiiiTenität  in  New 
ITork  hftlt  zur  Zeit  Hendrik  Antoon  Lorentz,  Professor  der  mathe« 

matischcn  Physik  an  der  Univf  rsitüt  Leiden,  tiber  die  Theorie  der  Elektronen 
und  ihre  Anwendungen  auf  die  Kisclieinungen  des  T/iclils  nnti  der  strahlenden 
Wftrme.  Die  Vortrüge  behniiileln:  Die  nllfrenieiiieii  ( InnKllaLreii;  die  Theorie 
der  freien  Elektronen;  Kmiissiou  uud  Absoiptiou  der  Wärme;  Den  Zoeman 
Efl'ekt;  Die  Ausbreitung  des  Lichts  in  ponderablen  Körperu;  optische  Er- 
scheinungen in  bewegten  Systemen.  —  FOr  das  Jahr  1906/7  sind  Professor 
Joseph  Larmor  in  Cambridge  und  Professor  0.  Lummer  in  Breslau 
eingeladen  worden,  Vorlesungen  an  der  Columbia  üniversitttt  zu  halten. 

Verseidmie  der  fOr  daa  Sommersemeater  1906  angekündigten 

Vorlesungen  über  die  matbematischen  Wissensobaften. 

Berlin.  Schwarz.  Elemf'ntartrrnTiiotri.-^cln'  FStliandlung  eiuiger  Auf;,Ml'en  des 
Maximums  Theorie  der  analytiäciieu  Funktionen  11  (4);  Über  krumme  Flilciien 
uud  Kurveu  doppelter  Krümmung  {i);  .Seminar;  EoUoiiuieu.  —  Frobeuius, 
Theorie  der  Detanuinanton  (4);  Seminar.  —  Schottkj,  Differentialrechnung  (4); 
Übungen  dasn;  Abelsche  und  Thetafunktionen  (2);  Seminar.  —  Hettner,  Wahr- 
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scheinlichkeitsrechaung  (2).  —  Knoblanelit  Anweudungen  der  elliptiücben  Fuuk- 
tionen  (4);  Analytische  Geometrie  (i);  Theorie  der  Stsahleoiyeteme  (1).  —  Land  an. 

Über  den  Picardschen  Satz  (2).  —  Schnr,  Intej^iabeehnmig  (i);  Übungen  dazu.  — 
LrhTnnnn-Filht'P.  Analytische  MochRnik  '1  —  Ff^rstor,  <TPsrhir)ite  der  alten 
Aätxouomie  (2);  Theorie  und  Kritik  der  Zeitcueüeaug  {2);  Fehlertiieorie  im  Lichte 
der  Astronomie  (1).  —  Banschinger,  Medianik  des  Himmeliy  nenere  Theorien  (3); 
Einrichtung  und  Qebrauch  der  Planetmitafeln.  —  Struve,  Sphärische  Astro- 
nomie  I  (2);  Übun<s'en.  —  Marcuße,  Thpnrie  und  Anweml-inL:  aetronomisicbcr  In- 
stnunentc;  Einführung  in  die  astronomische  Geographie  und  Erdphysik.  —  Risten- 
part, Gemeinversi^dlicbe  Himmelakunde ;  Einführung  in  die  astronomische 
Chronologie.  —  Scheiner«  Über  die  Temperatur  der  Sonne;  Astrophjsikalisches 
Kolloquium.  —  Helmert,  GratlmeHsmigf-n :  Tlioorie  der  Kartonprojektionen.  — 
Planck.  System  der  gesamten  Physik  4;;  Übungeu.  —  K i  igar-Menzel,  Theo- 
retische Physik  IV  (4).  —  Warburg,  Ausgewählte  Kapitel  aus  der  theoretischen 
Fhjsik  (SX  —  Drude,  Physikalisches  Kolloquium.  —  Neesen,  Grundlagen  d<Mr 
Ballistik  (-2).  —  Wein^^t  in,  Kinetische  Gtos^eorie  (8).  —  Aschkinass,  Die 
Kadioaktivitat  'r.  —  Yaleutiner,  Vektorentbeorie  mit  besonderer  Berficksichti^ng 
ihrer  Auwendung  in  der  theoretischen  Physik  (1).  —  Martens,  Theorie  und  An- 
wendung optischer  Listrumente  (1).  —  Grfinetsen,  Hydrodynamik  reibender 
Flüssigkeiten  (1).  —  Slaby,  Fuckentelej^raphie  (2).  —  Gehrcke,  Theorie  der 
"Wechsflytröme  (1).  —  Meyer,  Austrewälilto  Kapitel  der  technischen  Meehanik  '2). — 
T.  Ihoring,  Maschinenkunde  mit  Übungen  Hornstein,  Übungen  in  Her- 

stellung und  Gebrauch  physifcatiseher  ünterricht^apparate  (4). 

Bonn.  Study,  Analytische  Geometrie  II  (Projektive  Geometrie)  (8);  Ein- 
leitung in  die  Innurianientheorie  (3);  Seminar.  —  Kowalewski,  Einfilhmng  in  die 
Zahlentiieorie  (2);  Differentialrechnung  und  Elemente  der  Integralrechnung  (4); 
Übnnpen  dazu;  Kritifi  lie  Übersicht  über  die  neueren  Ergebnisse  der  Mengenlehre  (1); 
Seminar  —  London,  Darstellende  Geometrie  mit  Zeichenübungen  (4);  Theorie 
der  elliptischen  Funktionen  (1);  Seminar.  —  Küstner,  Theorie  und  Praxis  der 
astronomischen  Instruments  (8);  Astronomisches  Kolloquium.  —  Mdnnichmeyer, 
riF^OL'-niphiBche  Ortfjbe.-^timmnntren  (2).  —  Kays  er,  Physikaliecliert  Kollnquinm  (2). — 
Kaufmann,  Theorie  der  Wärme  '4^;  Übungen  dazu,  -  Kversheim,  Die  elek- 
trische Energie  bei  wisseuschat'tlichen  Arbeiten,  ihre  MesHuiig  und  Verteilung  «^1^; 
Die  Elektrisii&t  als  Liebt-  und  Kraftquelle  (1).  —  Fflügtr,  Elektromagnetische 
WeUen  (1).  —  Buc herer,  über  die  Elektronentheorie  (1). 

Kflnster.  Killing,  Analytische  Geometrie I  (4);  Übungen  dasu  (I);  Algebra  (4); 

Oberseniinar.  —  v  Lil i en thal,  Differential-  und  Integralrechnung I  (4) ;  Krfimmungs- 
tb<'orie  der  Kurven  und  Flüchen  (4);  Oberseminur  —  Dehn,  Mechanik  I  (4); 
Übungen  daau  (1);  Analysis  situs  {2),  —  Plaümanu,  Methode  der  kleinsten 
Quadrate  (S);  Die  Ftzstrane  (2);  Oeechiehte  der  Astronomie  (1);  Übungen  im  Be- 
obachten. —  Heydwoiller,  Elementar-mathematiäche  Ergänzungen  zur  Experi- 
mentalphysik (1).  —  Konen,  Einleitung  in  die  theoretische  Phyik  (3  ;  Übungen 
dazu  (1);  Übungen  in  Demonstrationsversucheu  ^^4);  Theoretisch -physikalische 
Übungen  fftr  Yorgeschrittene. 

Stuttgart.  Mehmke,  Darstellende  Geometrie  mit  Übungen;  Analytische 
Mechanik  mit  Übungen;  Seminar. —  Reuschle,  Analytische  Geometrie  der  Ebene 

mit  Übungen;  Differential-  und  Tntegralreclinun;,'  mit  Übungen;  Seminar.  — 
Wolffing,  Fuuktionentheorie  II;  \'ariationi^recliiiiini:  —  Br  e  t  sc  Ii  n  cid  er,  Repe- 
titioneu  in  niederer  Mathematik.  —  Stübler,  kmcmutik  mit  Lhungen;  Mathe- 
matisohe  Geographie.  —  Roth,  Perspektive.  —  Weyrauch,  Einleitmig  in  die 
mathematische  Theorie  der  Elastizität.  —  Autenrietb,  Technische  Mechanik.  — 
Hammer,  Praktische  Geometrie;  Übungen  dazu;  Ausgleichungsrechnung.  — 
Hohenncr,  Trigonometrische  Übuugeuj  Astronomische  Zeit-  und  direkte  geo- 
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gra{ iii  ische  Ortsbestimmung;  Eatasiermeeäungen ;  Übungen  znr  praktischen  Geometri«. 
—  Koch,  Theoretische  Physik.  —  I^ang,  Elektromagnetisches  Feld  II. 

Tbarandt»  Weinmeister,  Infinitesimalrcchnuntr  mit  Übungen  I;  Infinitesimal- 
reohnng  mit  Übongen  II;  Mechanik.  —  Kunze,  Vermessungskunde;  Meftübungen; 
Plftmeidiiieo. 


4  Penonalnaoluiolitoii. 

Erucuuungon,  Auszeioimungon  HBW.: 

Professor  Dr.  An  ding  an  der  Universität  München  wurde  zum  Direktor  der  . 

Sternwarte  in  Gotha  emaontw 
Dr.  G.  Bagnera,  ao.  Pirofessor  der  Analysls  an  der  ümversitilt  Meesina, 

wurde  Bnm  o.  Professor  daselbst  ernannt. 
Dr.  G.  Bisonoini  wurde  zum  Dosenten  der  Mechanik  an  der  üniTmitit 

Rom  ernannt. 

Dr.  G.  Bortolotti,  ao.  Professor  an  der  Univejnsität  Modena,  wurde  zum 

o.  Professor  daselbst  eniaunt. 
F^fessor  Dr.  H.  Bruns,  Direku»'  der  Sternwarte  in  Leipzig,  wurde  von  der 

Akademie  der  Wiesensdiaften  in  Berlin  zum  korrespondierenden  Mit- 

gliede  ernannt. 

Professor  W,  N.  Campbell  von  der  Lick  Sternwarte  erhielt  die  goldene 
Medaille  der  Royal  Astronomical  Society  filr  seine  Untersuchungen  Aber 
die  BewL'LTunLr  der  Sterne  in  der  Richtung  der  Sehlinie. 

Dr.  H.  S.  Davis,  Astronom  am  Internationalen  Breiten  -  Observatorium  in 
Gaitiiersburg,  ist  toh  seiner  Stellnng  surtickgetreten. 

Dr.  Q.  Fubriori  wurde  zum  ao.  Professor  der  höheren  Analjsis  an  der 
Universitüt  Catania  ernannt. 

Dr.  r.  Outhnick  in  Bothkamp  wurde  sum  Observator  an  derKönigl.  Stern- 
warte in  Berlin  ernannt. 

Dr.  G.  Huber.  ao.  Professor  der  Mathematik  an  der  Universität  Bern, 
wurde  /.um  u'.  Professor  daselbst  ernannt. 

E.  Lemoyne,  Fkivatgelehrter  in  Paris,  ist  zum  Bitter  der  Ehrenlegion  er- 
nannt worden. 

Dr.  Herbert  B.  Morgan,  Bechner  am  U.  S.  Naval  Obscrvatory  in  Washing' 
ton,  wnrde  zxun  Professor  der  Astronomie  und  Direktor  der  Morrison- 
St<'ru\varte  iu  (ilaJsgow,  Mo.,  ernannt. 

Protesöur  Dr.  Richard  Müller  gibt  mit  Ende  des  Wintersemesters  seine 
Tätigkeit  als  Privatdozent  der  Mathematik  an  der  Technischen  Hoch- 
schule SU  Gbarlottenbnxg  auf. 

Professor  Dr.  0.  Neumann  an  der  Universität  Leipzig  ist  für  das  Sommer- 
semester beurlaubt  worden. 

Professor  J.  M.  Po  irre  an  der  Harvard  Univprsit?lt  beabsichtigt,  von  seiner 
Stellung  zurückzutreten;  er  wirkt  seit  1054  an  der  Har\'ard  Universität. 

Professor  Dr.  Pickering,  Direktor  der  Stemwai-t©  in  Cambridge,  Mass., 
wurde  von  der  Akademie  der  Wissenschaften  in  Berlin  sum  korre- 
spondierenden Mitgliede  ernannt 

Dr.  C.  W.  Fritchett,  Professor  der  Astronomie  und  Direktor  der  Momson* 
Sternwarte  in  Glasgow,  Mo.,  ist  Ton  seiner  Stellung  zurückgetreten. 
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Dr.  M.  Beifiner  wurde  zum  ao.  Profamor  der  MedianUc  an  der  TeobniadieiL 

Hodisolmle  so  GharloUenliaig  «nuumt. 
Br.  Frank  £.  Ross  von  der  Oaznegie-IiMtüatiou  wurde  sum  Aatronomeu 

der  Breitenstation  Gaithersburg  ernannt. 
Dr.  W.  Schlink,  l'rivatdozpnt  au  der  Technischen  Hochschule  in  Darmstadt, 

wurde  zum  ao.  Professor  tür  Mechanik  an  der  Technischen  Hochschule 

in  Brauuschweig  ernannt 
BrnfesBor  Dr.  H.  von  Seeliger,  Direktor  der  Sternwarte  in  Mflnchen- 

Bogenhauaen,  wurde  von  der  Akademie  der  WiaeensoliafteD  in  Betlin 

zum  korrespondierenden  Mitgliede  ernannt. 
Dr.  0.  S.  Stets  OD  an  der  Universität  zo  Syracuae  wurde  sum  ao.  Professor 

der  Mathematik  daselbst  eruantit. 
Professor  C.  A.  Van  Velzer  an  der  Universität  von  "Wisconsin  wurd  zum 

1.  Juli  1906  sieh  yon  seiner  Tätigkeit  zurOokziehen  und  in  den  Ruhe- 
stand treten. 

Professor  Dr.  A.  W angerin  an  der  Universität  Halle  wurde  zum  Pr&sidenten 
der  Kaiserl.  Leopoldinisch-Caroliniaclieii  Deutschen  Akademie  der  Katur* 

forscher  in  Halle  a.  S.  gewählt. 
Professor  E.  T.  Wh it taker  in  Cambridge  wunlt   zum  Prutessor  der  Astro- 
nomie am  Tnuitj  College  in  Dublin  und  zum  Koyal  Astronomer  of 
Ireland  ernannt. 

Dr.  E.  B.  Wilson  wurde  sum  ao.  Professor  der  Mathematik  aa  dar  Tale 

Universität  ernannt. 
Dr.  G.  y.  Wissel  in  gh  in  Amsterdam  wurde  zum  ProÜBaMr  der  Mathematik 

an  der  Universität  Groningen  emanut. 
Habilitationen: 

Dr.  M.  GroBmann  habilitierte  sich  als  Privatdozcnt  der  Mathematik  an 

der  Uuiversität  Basel. 
Bealschulprofessor  M.  N.  Vanecek  hat  sich  an  d»  böhmischen  Technischen 

Hoehsehule  in  Prag  als  Privatdozent  der  Mathematik  habilitiert 
Oberlehrer  Dr.  Georg  Wallenberg  habilitierte  sich  an  der  Technischen 

Hochschule  in  Charlottenburg  als  Privatdozent  tBx  rmne  Mathematik. 
Qeetorben : 

Professor  Dr.  S.  P.  Langley,  Direktor  dos  Astrophysical  Laboratory  und 

Sekretär  der  Sraithsonian  Institution  iii  Washington,  ist  am  27.  Februar 

d.  J.  im  Alter  von  72  Jabreu  gestorben. 
Dr.  H.  Larberg,  ao.  Professor  der  Physik  au  der  Universität  Bonn,  ist 

infolge  eines  ünglttcksfalls  gestorben. 
Gebeimer  Bat  Professor  Dr.  Bauer  ist  am  3.  April  d.  J.  nach  ISngerem 

Leiden  im  Alter  von  86  Jahren  zu  Mlinchen  gestorben. 


5.  Vermischtes. 

Franklin- Feier.  Die  zweihundertste  Wiederkehr  des  Geburtstages 
von  Benjamin  Franklin  wird  in  den  Tagen  vom  17.  —  20.  Apnl  d.  .1, 
von  der  American  Philosophical  Society  in  Philadelphia  festlich  bygaugeu 
werden.  Der  Feiw  liegt  folgendes  Programm  zugrunde;  Am  17.  April 
Versammlung  sum  Empfang  der  Delegierten  und  der  Adressen;  am  18.  April 
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Sitzung  far  die  Überreichling  yon  Schriften  über  Franklin,  Vortrage  von 
Xichol  s  über  Franklins  UntersTicbiTT^cfen  über  Elektrizität  und  von  Rutherford 
über  moderne  Theorion  der  Elektrizität  und  ibre  Beziehung  zu  der  Franklinschen 
Theorie;  am  ly.  April  Ehräupromotionen  seitens  der  Universität  von 
Peus^'lvania  und  Feier  Grabe  Frankliuä,  abends  allgemeiner  Empfang; 
am  20.  April  Tortrftge  von  Fnrness  Uber  Franklin  als  Bürger  und  FhOantkrop, 
Tcm  Eliot  fÜber  F^nkUn  als  Drucker  und  Philosoph,  tob  Choate  fiber 
Fraaldin  als  Staatsmann  nnd  Diplomat.   Abends  Bankett. 

Ein  Zukunftsprogramm  der  Versamznlnng  Deutscher  Flülolocea 
tind  Schulmänner.  In  einer  Schrift:  „Schlußrede  der  48.  Versammlung 
Deutscher  Philologen  und  Schulmänner  nebst  einem  Zukunttsprogramni",  die 
im  Verlage  von  B.  G.  Teubner  auch  separat  ah»  Sonderabdruck  aus  den 
neuen  Jahrbüchern  für  das  klassiseh^  Altertom,  Gesefaiohte  nnd  Deutsche 
Literatur  (VHI.  Jahrgang  1906)  erschienen  ist,  hebt  Professor  Paul 
Wendland  hervor,  daß  die  Organisation  des  Philuloijeutages  einer  Beform 
bedarf,  wenn  anders  die  Versammlimg  nicht  an  Bedeutung  verlieren  will. 
Das  ist  aneb  in  verschiedenen  Resolutionen  zum  Ansdniek  gekommen,  die 
in  den  Sekt n »neu  gefaßt  wurden.  Von  besonderer  Bedeutung  war  die 
Besolution  der  pädagugiseheu  Sektion:  „Die  pädagogische  Sektion  erklärt 
es  für  wünschenswert»  daß  auf  künftigen  Versammlungen  in  noch  stBrkerem 
Mafie,  als  «3  erfreulicherweise  schon  in  Hamburg  geschehen  ist,  Oelegoiheit 
gegeben  werde,  den  Gedankenaustausch  zwischen  Lehrern  der  Universität  und 
der  höheren  Lehranstalten  über  die  gemeinsamen  Interessen  zu  pflegen."  — 
Uni  nun  alle  Schwieriirkeiten  zu  überwinden  und  die  pädagogische  Sektion 
aus  der  Konkuneuz  der  andern  Sektionen  herauszuheben,  zugleich  um 
der  Pbilologenversammlung  in  Zukunft  ihre  Bedeutung  im  geistigen  Leben 
XU  sichern,  entwickelt  Wendland  folgenden  Plan  für  die  künftigen  Ter- 
sammlnngen:  1.  Tag^  Eröffnungsrede,  Sektionssitzungen;  2.  Tag,  Sektionen; 
Plenum  „Geisteswissenschaften'*;  3.  Tag,  Sektionen;  Plenum  „Naturwissen- 
schaften imd  Mathematik":  1.  Tag,  Sektionen;  Plenum  „Roli^donsnnterricht", 
Schlußrede.  —  Durch  diesen  Vorschlag  würden  die  Sektionen  au  Spiel- 
raum gewinnen  und  die  pädagogischen  Fragen  würden  im  Fleuum  behandelt 
werden,  wo  wesentlidi  über  die  Didak^  der  Wissenschi^n,  das  Gleich- 
gewicht der  Lehrf&cher,  das  Verhiltnis  Ton  ÜniTeraität  und  Schule  zu 
beraten  wftre.  Es  würde  bei  Ausfahruug  dieses  Programms  die  Philologen- 
versammlung auch  für  die  Mathematiker  von  größerer  Bedeutung  als  jetzt, 
imd  so  möchte  man  wünschen,  daß  die  Anregung  von  Wendland  nicht 
fjpurlos  vorübo  gehe.  — •  Unter  den  Problemen,  die  für  die  Mnilu  mntik 
und  die  Nidtirwis>arnschufttn  im  liahmeu  dieses  gioßeu  Programms  /-u  be- 
handeln wSren,  führt  Wendland  nach  F.  Klein  folgende  auf:  Berück- 
sichtigung der  besondem  Bedingungen  der  heutigen  Kultur?  Der  modernen 
wissenschaftlichen  Fortschritte?  Bedeutimg  der  streng  wissenschaftlichen 
Präzision  für  die  Schule.  Unterschied  zwischen  systematischer  und  „metho- 
discher'' Lehrweise.  Gleichmaß  in  der  Entwicklung  des  logischen  und  an- 
schaulichen Denkens.  —  Wie  vereinigt  sich  im  tnathcmaiisciun  Unterrichte 
die  Wahrung  des  formalbildenden  Wertes  mit  der  Anpassung  an  die  Be- 
dürftdsse  des  Lebens?  Pflege  der  mathematischen  Exekutive  (niunerisches 
Bechnen,  Messen,  Zeichnen).  Wie  weit  gehören  die  Elemente  der  Funktionslehre 
und  der  Infinitesimahrechnung  auf  die  Schule,  und  wie  sind  sie  in  den  übrigen 
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Lehrstoflf  einzuarbeiten?  —  Welches  Lehrziel  des  nahit'toissenscJiafIlichtn 
Unterrichts  %viirde  den  Interessen  der  allgemeinen  Bilduncr,  nn«1ererseits  dem 
Bedürfnis  der  inannigfai  hen  spätweu  Berufsstndien  am  itt  u  leii  ent^])rechen  ? 
Entwicklung  des  Beobachtungsvermügenä  und  des  iuduktiv«u  Denkens. 
Nntsen  der  Bdifllerprakiilm  und  ibre  Organuatioii.  ZwM^mißige  Einricditnng 
der  Sammlimgen  von  Apparaten  und  AnscAiawingsmittehL  Spezifische  Bedeutung 
der  biologisclieu  Fächer  für  die  Schule.  Was  gehört  von  Hygiene  an  die 
Schule,  und  wie  ist  der  T'^ntcrrieht  tu  ennöglicheri  ?  —  Stellung  von  "Mathe- 
matik und  Naturwissenschatt  zur  Philosophie.  —  Ferienkurse  und  Aulfrischiiugs- 
semester  für  die  Lehrer  usw.  usw.  —  Auch  unter  den  als  „Allgemeine  Fragen'* 
bezeichneten  Problemen  befinden  sich  nicht  wenige,  die  füi*  die  Mathematiker 
an  Schulen  und  üniversitttten  yon  Literesse  sind.  Ss  mag  hier  ndt  diesem 
Hinweise  sein  Bewenden  haben,  indem  betreffs  näherer  Ebiselheiten  auf  die 
erwShnte  Schrift  Terwiesen  wird. 

Mathematische  Modelle. 

H.  Wieners  Sammlimg  mathematiBcher  Modelle.  1.  Ebene  Ge- 
bilde. —  2.  Ebentiächige  Raumgebiide,  —  o.  Flächen  2.  Ordnung.  — 
4.  Dreh-  und  Schraubenfl&chen,  —  5.  Baumkorren.  Bis  jetzt  69  Modelle. 
Leipzig,  B.  6.  Teubner. 

Die  Forderung  größerer  AmdiauUclikeit  des  mathematisdien  Schul-  und 
Hochschulunterrichts  läßt  sich  ohne  geeignete  Lehinnittel  nur  unvollkommen 
ci-fiillen.  Wenn  unter  diesen  die  geometrischen  Alndolle  als  wirksamst«  An- 
schauungsmittel anerkannt  sind,  so  ist  doch  zu  l)eiuDen,  daß  ihre  Verwend- 
barkeit an  gewisse  Bedingungen  geknüpft  ist:  vor  allem  müssen  sie  wirk- 
lich aus  dem  BMrfnis  des  UnUrriäds  her?orgegangen  sein,  femer  sollen 
sie  durch  Mi^adMt  und  ÜheraUMiekkeit  das  Verständnis  und  durch 
MtmmgfalUgkeii  das  Interesse  des  Lernenden  wachrufen,  und  endlich  können 
sie  nur  in  der  Hand  eines  Lehrers  von  Nutzen  sein,  der  über  Art  und  Um- 
fang ihrer  Verwendnrtg  genau  Bescheid  weifi. 

Solche  Erwögungen  haben  zur  Herausgabe  der  „Sammlung  mathe- 
niatischer  Modelle"  und  der  dazu  gehörigen  „Abhandlungen"  (siehe  unten) 
geAhrt. 

WIhrend  die  zu  enitarebende  Einfachheit  zumeist  von  der  Auswahl  des 

geometrischen  Stoffes  abhangt,  vrird  die  Übersichtlichkeit  durch  die  Art  der 
Darstellung  bedingt.  So  verdienen  Modelle  aus  Draht  und  Fäden  den  Vor- 
zug vor  Papp-  und  tnpsmodellen;  es  sind  deshalb  von  den  Vieltiaehen  die 
Kanten  dargestellt,  und  es  erscheinen  krumme  Flächen  nicht  als  Oberdächen 
von  Körpern,  sondern  als  eneugt  von  überdeckenden  Linien.  Die  dadurch 
erreiofate  völlige  Durchsichtigkeit  kommt  dann  auch  der  geforderton  Mannig^ 
fUtigkeit  zugute,  da  ein  durchsichtiges  Modell,  von  verschiedenen  Seiten 
aus  betrachtet,  sich  in  wechselnden  Formen  stets  deutlich  propdert 

Die  größten  Mannigfaltigkeiten  bieten  Modelle,  die  in  ihren  Teibn  be- 
weglich sind,  weil  sie  nicht  eine,  sondern  unendlich  viele  l'lächen  in  stHticr»nu 
Übergänge  darstellen.  Es  seien  hier  hervorgehoben  die  geradlinigen  Flüchen 
3.  0.  als  Fademnodelle,  dieselben  Flächen  als  Stabmodelle  (nach  0.  HenridX 
die  in  einer  konfokalen  Schar  beweglieh  sind,  und  endlich  die  durch  Drahte 
kieise  daigestellten  Fliehen  2.  0.  mit  Kre  Ii  li  kn.  Die  Beweglichkeit 
der  genannten  FadenmodeUe  ist  dabei  nicht  durch  angehftngte  Gewichte, 
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sondern  dufch  glddibleibeiide  3fadenl&ngen  enielt^  wAhnnd  für  die  be- 
weg^ehen  Drahtmodelle  eine  eigene  Gelenkverinndong  konstniiert  vuxde 

{H.  Wimers  geschränktes  Verbindungsgelenk,  D.  R.  G.  M.),  die  das  Kugel- 
gelenk durch  Loichtigkeit  der  Herstellong  nod  durch  einen  anbegrenzten 
Ausschlag  übertriftt. 

Der  Lehre  vom  Projizieren,  die  am  meisten  zur  äckuluug  des  An- 
sehauungsvermögens  beiträgt^  gehören  die  einfachsten  und  wieder  die  ver- 
wickeltsten  und  inhaltreiebsten  Modelle  der  Sunmlong  an;  jene  (wie  das 
des  drehbaren  Kreises  oder  der  Siniislinie)  erlftutern  die  einfachen  Gesetze 
der  Projektion,  diese  veranschaulichen  die  verwickelten  Yerbttitnissei  die  beim 
Abbilden  von  Flächen,  insbesondere  bei  verschwindenden  und  vmlHckten 
Umrissen,  auftreten.  Die  in  der  Fläehentheorie  als  wichtig  erkannten 
Asymptotenlinien  (Haupttangentenlinieu)  erhalten  hierdurch  eine  allgemeinere 
Bcdmtung,  und  <Üe  HbdeQe  dienso  so  nidit  nur  dem  geomeisiseliMni  Untere 
zidit,  sondern  zeigen  lash  als  ein  allgemein  bildendes  Slement^  indem  sie 
den  Formensinn  zu  wecken  uud  zu  üben  geeignet  sind. 

Die  „Sammlung*'  unifatit  bis  jetzt  59  Modelle  in  acht  Reihen,  Aus- 
führlicheres sehe  man  weiter  unten  in  der  Besprechung  des  „Verzeichnisses**. 

Verzeiolinis  mathematiecber  Modelle,  bearbeitet  von  H.  Wiener 
(H.  Wieners  Sammlung  mathematischer  Modelle).    Leipzig  1906,  B.  G. 

Teubner. 

Das  „Verzeichnis"  enthält  von  den  Modellen  der  „Sammlung"  eine 
systematisdie  AoMhlnng  und  neben  den  Angaben  Aber  Alt  der  Esrstdlnng, 
Größe  und  Preis  eine  Inune,  durch  viele  Figuren  nnterstfitzte  Beschreibung^ 
sowIh  l^t  merknngen  über  ihre  Handhabung.  Außerdem  gibt  es  wissenschaft- 
liche Erläuterungen,  die  für  die  fünf  ersten  Reihen  kürzer  gefaßt  sind,  da 
hier  die  „Abhandlununn"  das  Nötige  bieten,  die  aber  a nsführlicher  auf  die 
Theorie  der  Krcisscbiiitte  der  Flächen  2.  0.  und  auf  die  Dreh-  und  Schrauben- 
lläcben  (iusliesondere  die  Asymptotenlinien  der  letzteren)  eingehen,  und  die 
sdiliefilich  anf  eine  neue  Ableitung  der  Singularitftten  der  Baumkunren  hin- 
weisen.  Das  Yerzeidinis  wird  auf  Verlangen  von  der  Verlagsbachbandlnng 
B.  G.  Teubner  in  Leipzig,  Poststr.      kostenfrei  zugesandt. 

Näheres  Uber  diese  Modelle  entnehme  man  ans  der  folgenden  Übersicht: 

H.  UVieners  Sammlung  mathematischer  Modelle. 
59  Modelle  mit  allem  ZnbebOr  JC  1900.— 
Darens:  Ebene  Gebilde. 

I.  Reihe.   7  DEahtmodoIlo  zum  IVojizieren.       66. — 

Daraus  einzeln: 

1.  Quadrat  JC    ö.—     12.  Kechtwinkelige  Hyperbel.  ^tC  16 — 

2.  Regelmäßiges  Fünfeck.  .  „  9.^  Dazu  Drehkopf  .  .  .  .  „  2.40 
'A.  lU'f^elniaßiffes  Sechseck   ,   ^    7.—  !  18.  Parabel  „  7.50 

11.  Jüreis  mit  (Quadrat  .   .   .   „  10.—  j  21.  Sinoslinie  „  7.Ö0 

DuaDrehachBemitDrebkopf  „    8.60  ^ 

Ebenfl&chige  Raumgebilde, 
n.  Beihe.   6  Drahtmodelle  der  regelmUigen  Vielflacbe.  Jt.  60.— 

Daraus  einzeln: 


101.  Tetraeder   7.— 

102.  Würfel  „  11.— 

108.  Oktaeder  „  11.— 


104.  Dodekaeder  ^€  10  — 

lUö.  Ikosjaeder  „   16. — 
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III.  Wüxtel  mit  3  Tebr.  oad 

Okt  UK  16.— 

112  Dodekacflf'j  mit  5  Würfeln    „  20.— 
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III.  Ri*ibe.    6  Drahtmodelle  mit  Fäden:  Höhere  regelmäßige  Yielilaehe.  Kegel- 

mUigtt  iftimiUclie  Yielstrahlen.  JL  115.— 
DttcsDt  einzeln: 

114.  Ikosaeder  mit  Dodekaeder  JC  24. — 

115.  Re^elm.rtiiiiiLBacluatnIil  „  19.*~ 
119.  Kegolm.  rtlttml.FttiAelui- 

113.  Dodekaeder mitlsokaeder  ,.  24.—  strahl  „  20.— 

Flächen  2.  Ordnung. 
IV.  Eeihe.   6  DrabtmodeUe  der  Flftchen  2.  0.  in  Haaptechnitten.   JC  90.— 

Duana  einseln: 

401.  Kugel  (vgl.  407,  Yn.BeiIi«)  JC  10.—  j  404.  Kinschaligea  Hyperboloid  JC  30.— 

402.  Elli])soid  „  10.—  '  405.  Ellipti.''clie8  Paraboloid  .    „  8.— 

4U8.  Zweiachal.  Hyperboloid  .    „  20.—  i  406.  llyperbol.  Tarabüloid     .    „  28.— 

Y.  Reihe.   6  bewegliche  Modelle  der  Regelfläoheo  2.  0.   JC  210.— 

Dam»  ^seln: 

a)  Fadenmodelle:  b)  Stabmodelle: 

421.  Bewegliches  einschaliges 

Hyperboloid   JC  36.^ 

4M.  Dasdclbe  anch  mm  ITm- 

stülpen   „  26. — 

428.  Bewegliches  einschaliges 

Dreh-Hyperboloid  .    .   .  „55. — 
424.  Bewegliches  hyperboli- 
sches Paraboloid    .    .    .  „  35.— 

VI,  Reihe.   6  bewegliche  Drahtmodelle  der  Flächen  2.  0.  in  Kreisschnitten. 

JC  255.— 

Daraus  einzeln: 

425.  Bewcgl.  Ellipt^oid  .    .    .  JC  42.—  '  429.  Bewegl.  K'pgel  klöppelt;.  JC  48.— 

426.  Bewegl.  eliipt.  Paraboloid   „  42.—  |  430.  Bewegl.  ellipi.  Zylinder  .  „  40. — 

427.  Bewegl.  emsohaL  Hyper-  Nr.  497,  428,  4S9,  gemeinsam 

boloid  ^  4%.—  I         beweglich   „  125.— 

428.  BewegL  zweiachal.  Hyper-  i  429  a.  Bewegl.  Kegel  (einfach)  „  24. — 
boloid  ,  49.—  I 

Dreh-  und  Sebranbenfllehen. 
Vn.  Reihe.   6  Drahtmodelle  von  Dreh-  und  Scbraubeofiftchen.   JC  595.— 

Mit  Einschluß  Ton  512  a  .fC  5S6.— 
Daraus  einzeln: 

407.  Kvgel  miiParaUeUaeiaen  JC  18.—  |  514.  Schiefe  gesehloss.  Regel- 

*01.  Kreisring  „  50,—  Schraubenflriche     .    .    .  JC  175  — 

608.  Urne  „  55.—     516.  ächrauben-Köhreufläche  .  „  120.— 


411.  Bewegliches  einschaliges 

Dreh-JJyperboloid  .    .    .  ^H.  35. — 

419.  Bewegliches  hjrperboli« 

sohea  Paraboloid  .   .  .  „  45. — 


519.  WendelflKche  ,  100.— 

519a.  AiMaohnitfc  der  vorigoi.  „  10.— 


Galgen  fär  die  beiden  letzten 

Modelle  „  1.50 


Raumkurven. 

Vm.  Reihe.    16  Fadenmodelle  der  Singolaiittten  von  Kaumkurren.   JC  660.  — 

Daraus  je  4  Modelle:  Einzeln: 
Nr.  321,  822,  828,  324  zus.  JC  165.—  Nr.  '.H2ll822'323  824  325  326  327  328  ie  40.— 
Nr.  826,  32G.  327,  328    „    „  155.  '  ' 


Nr.  .'52<>,  330,  3;il,  :m    „    „  175.—  i  Nr.  jS2»|«»0:85li882  S68(3S4t886l83ä>  je  „  46.— 

Nr.  333.  331,        330   „    „175.-I      j     .     •     t     j     »     >     i  i 

Abhandlungen  7.ur  Sammlang  mathematisoher  Modeile,  heraus- 
gegeben von  Heriii.iiiu  Wiener.  In  zwanglosen  Heften.  I.  Heft  (unter 
der  Prease).    Leipzig  1906,  B.  6.  Tenbner. 

Inhalt:  Abhandlungen  von  H.  Wiener.  Vorbemerkung.  Nr.  1.  ül>er  ma- 
thematische Modelle  und  ilire  Verwendung  im  rntcnicht  N'r  2.  Zur  Projtfktion 
einiger  ebenen  Figuren.    Nr.  3.    Die  5  regülmüUigeu  V'ielÜaclie  Flatuud,  Kegel- 
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mäßigkeit  in  einer  Gruppe.  Nr.  4.  Regelmäßig«'  Yielstrahlen  und  geechlossene 
Spi^lsjBteme.  Nr.  6.  Die  regelmftßigen  Vidflache  rPlatons,  Kepler«  und 
Poinsots),  abgeleitet  aus  ihrer  Gnippe.  Nr.  n.  Wie  sollen  Flächen,  insbesondere 
die  der  2.  0.,  gezeichnet  werden?  Xr.  7,  I  ber  Flächen  2,  0.:  I.  Reelle  und 
ideelle  Achten  mul  Scheitel  der  Flächen  2.  0  Imaginäre  Flächen.  II.  Erzeugung 
der  Kurven  und  Flächen  2.  0.  im  Gebiet  der  affinen  Abbildungen.  Nr.  h.  be- 
wegliche Fadenmodclle  der  Regeltlächen  2.  U.  mit  gleichbleibenaen  Fadenlänsen. 
Nr.  9.  Bewegliche  StabmodeUc  sur  Überfühnmg  einer  FIftoh«  O.  in  konfoiale 
Flächen. 

Die  „Abhandlungen"  geben  zunächst  dem  Lehrer  alles  da.s  an  die  HaiiJ, 
was  zum  erfolgreichen  Gebrauch  der  Modelle  nötig  ist:  Anleitungen  zur 
Handhabung  und  Hinweise  auf  die  Verwendbarkeit  im  Unterricht,  auf  die- 
jenigen xnathematiBchen  Sfttze,  die  dnreh  sie  erlkutert  werden  können,  und 
auf  die  einsi  hlägige  Literatur.  Außerdem  bieten  schon  die  einfacheren  der 
Modelle  Anlaß  zu  eigenen  ÜDtersuchungen.  Der  Begrilf  der  Abbildungen 
und  ihrer  Gruppen,  <\cy  neuerding.-^  immer  mehr  in  den  Vordergrund  rreo- 
metrischer  Betrachtungen  tritt,  wird  (in  Xr.  ')  1  zu  einer  neueu  Aldiitimg 
der  regelmäßigen  Vielflache  benützt,  wobei  sich  die  zwei  letzten  Platon- 
ischen und  die  Tier  höheren  regelmäßigen  Vielflache  (abgesehen  von  der 
dualen  Zuordnung)  so  in  Paare  ordnen,  daß  die  beiden  Vielflache  eines 
Paares  einheitlich  und  gruppeutheoretiBch  nicht  unterscheidbar  auftreten. 
Aueli  ü))er  Flächen  2.  O.  waren  Ifingere  Ausfübrungen  (Abb.  Nr.  7)  nötig, 
lun  darauf  hinzuweisen,  diiß  die  Dar.stelluiie  mittels  der  Hauptschnitte,  wie 
in  der  analytischen,  so  auch  in  der  rein  geuiuutrischen  Einführung  die  ge- 
eignetste sei;  freilich  muß  man  sich  dann  von  dem  vielfach  ermüdenden 
Formalismus  der  projektiven  Geometrie  fm  machen  und  die  affine  Ab- 
bildung als  Grundlage  wählen,  die  Termöge  ihrer  Anschaulichkeit  das  Wesent- 
liche besser  hervortreten  läßt.  Man  gelangt  so  zu  einer  elementaren  Theorie 
dieser  Flächen,  die  zugleich  einfache  Konstruktionen  ihrer  Punkte  und  Be- 
rührebenen liefert. 

So  sollen  die  AuiutadlLmgen  wie  die  Modelle  selbst,  dem  anschaulichen 
Denken  immer  mehr  Eingang  yeischaffim  helfen,  aber  Dto  dies  hinaus  auf 
scharfe  geometrische  Begriflsbüdung  und  Anwendung  sweckentspredmider  und 
reiner  Methoden  hinweisen. 

Literarisches. 

1.  Notizen  and  Besprechungen. 

J.  W.  Gibbs.  Elementary  principles  in  Statistical  mechanics 
developed  with  especial  reference  to  the  rational  l'ouudation  of  thernio- 
djnamicR.    New  York  und  London  1002.    XV III  u.  207  S. 

Elementare  Grundlagen  der  statistisohen  Mechanik  entwickelt 
beson^tos  im  Hinblick  auf  eine  rationelle  Begründung  der  Thennodynamik 
YOn  L  Willi ard  Gibbs,  deutfich  bearbeitet  Yon  E.  Zermelo,  Leipzig  1905. 
XVI  u.  216  S. 

Seit  den  frühesten  Anfängen  der  Naturwissenschaft  ist  es  ein  Lieblings- 
gedanke der  Forseher  gewe.sen,  die  Mannigfaltigkeit  der  Naturvorgänge  auf 
eine  gemeinsame  Grundtonn,  auf  die  Bewe<n!n<'  ihrer  kleinsten  Teilchen, 
zurückzuführen.  Namentlich  für  eine  e.\aKte  (quantitative  Naturerkenutnis 
sehien  eine  Bolehe  Zurflekftthrung  aussiditSYoll,  nachdem  durch  Galilei  und 
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Newton  die  Grundlage  für  eine  maihematische  Theorie  der  Bewegungs* 
ersdieinungen  geschaffen  war.  Es  ist  bekannt,  daß  Newton  selbst  die 
Optik  in  Gestalt  der  Emissionsifaeoirie  als  einen  Zweig  der  Medianik  be- 
handelt hat,  und  wenn  auch  später  diese  Theorie  mgansten  der  Undvlations- 

theoric  aufgegeben  werden  mußte»  so  verstand  man  doch  auch  die  letztere 
zunüfhst  rein  mechanisch,  indem  man  sich  den  Äther  wie  eiue  elastische 
Flüssigkeit  schwingend  vorstellte.  Eine  Neubelebung  erfuhr  die  mechanisti- 
sche Vorstellungs weise,  als  mit  äst  Entdeekimg  des  Snergiegesetzes  die 
erkannte  Äquivalenz  Ton  W&rme  nnd  Arbeit  ^e  Vennutang  nahe  legte, 
dafi  die  Wärme  eine  reim-  Bewegungserseheinimg  und  die  Temperatur  eines 
Körpers  durch  die  lebendige  Kraft  der  unregelmäßig  bewegten  Moleküle  zu 
messen  sei.  Aber  nur  in  der  kinetischen  Oastheorie,  deren  H3pothpäen  so 
besonder*?  eiutath  sind,  ist  eine  solchn  Zumcktlüinuig  der  therinischeu  Vor- 
gäuge  uuf  mechanische  bis  /u  einem  gewissen  Grade  geluugeu,  bei  den 
festen  Körpern  und  den  FULssigkeiten  igt  sie  bisher  noch  in  ziemlich  imToll> 
kommenen  Anftngen  stecken  geblieben. 

Die  Bdiwierigkeiteii,  die  sich  der  exakten  Durchführung  der  Molekular- 
hypothesp  entgegen.stellen,  sind  von  zweierlei  Art.  Einmal  entsteht  die 
pliysikalische  Frage:  wie  sollen  wir  uns  die  Beschaffenheit  der  kleiustea 
materiellen  Teile  vorstellen  uud  weiche  Wirkungsgesetze  den  zwischen  ihnen 
wirkenden  Kräften  zuschreiben ,  um  einen  bestimmten  Ansatz  für  die  Kech- 
nnng  zu  gewinnen?  Es  ist  klar,  dafi  wir  uns  hier  mit  ziemlich  rohen 
Annihenmgenf  mit  unvollkommenen  Bildern  begnügen  können,  sofern  nur 
zu  erwarten  steht,  daB  die  hierbei  begangenen  Fehler  ohne  wesentlichen 
Einfluß  auf  »lif  <  iesamterscheinung  sein  werden.  So  begnügt  man  sich  in 
der  Gastheorie  meist  mit  der  YorstelliniL'  elastischer  Stöüe  zwischen  einfach 
geformten  festen  Körpern  in  der  Anuakuie,  daß  das  wahre  Wirkungsgesetz 
der  zwischen  den  Molekülen  wirkenden  Kräfte  hei  der  kurzen  Dauer  der 
Einwixlcung  nur  unwesentEeh  in  Beizacht  kommen  werde.  Aber  jetzt  be- 
ginnt eine  weitere,  die  mathematische  Aufgabe «  auf  Qrund  unserer  physi> 
kaiischen  Hypothesen  die  zusammengesetzten  Vorgänge  zu  berechnen,  die  in 
(\rn  i^esamten  Molekülsystemen,  d.  h.  in  den  unserer  Beobachtung  zugänglichen 
Kuipem  unter  den  gemachten  Annahnieu  stattfinden  würden,  damit  wir  in 
der  Lage  sind,  die  so  berechneten  Vorgänge  mit  der  Erfahrung  zu  vergleichen 
und  duaus  RfLckschlflsse  anf  die  Berechtigung  unserer  Annahmen  zu  ziehen. 
Bedoikt  man  nun,  welche  aufierordentlichen  Schwierigkeiten  schon  der  ein- 
fache Fall  der  drei  nach  dem  New  ton  sehen  Gesetze  bewegten  Himmels* 
köi'per  den  Astronomen  bietet,  so  erscheint  es  fast  vermessen,  die  Bewegungs- 
vorgSiuge  in  einem  aus  violcn  Billionen  von  Molekülen  zTisanimengesetzteu 
Systeme  berechnen  zu  wollen.  Duck  auch  hier  biet«  !  sit  h  eine  bedeutende 
Erleichterung.  Es  ist  ja  weder  notwendig  noch  auch  wünschenswert,  den 
Weg  jedes  einzelnen  Teilchens  zu  verfolgen,  sondern  es  genügt,  ^e  in 
ihrer  Gesamtheit  geltenden  Gesetzmäßigkeiten  zu  erforsdien.  Wir  brauche 
weder  den  genauen  Anfangs/ustand  zu  kennen,  der  uns  durch  messende 
Ueohaehtnng  doch  niemals  ge^^eben  werden  kann,  noch  auch  df»n  gf^iiniien  End- 
zustand zu  berechnen.  Vielmehr  kommt  »  s  nur  ilarml'  an.  aus  einem  nur  in  L'anz 
rohen  Umrissen  bestimmten  Anfangszustande  auf  das  Eintreten  eines  ebenso 
roh  bestimmten  Endzustandes  zu  schließen  und  dabei  von  allen  singuläi*en 
und  wegen  ihrer  relativen  Kleinheit  und  Seltenheit  in  der  großen  Masse 
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verschwindenden  Einzelvorgftngen  abzusehen.  Man  maß  mit  einem  Worte 
die  Mechanik  der  Molekflle  nicht  indi^dnell  sondern  äatisüsdi  betreiben. 
Nicht  die  Bew^ong  eines  einzelnen  TeUchene  ist  zu  bestimmen,  sondern 

die  Veränderung  gewisser  Funlctionen,  die  von  unzählig  vielen  solchen  Teil- 
chen abhängen,  und  auch  hier  nur  die  dur*  hnittliche  oder  wahrstheinliche 
Änderung  für  alle  möglichen  mit  dem  beohauhtbaren  physikalischec  Antangs- 
zustande  verträglichen  Positionen.  Bei  dieser  statistischen  Betrachtungsweise 
ist  ttudi  anninehmen,  dafi  unsere  Hypothesen  Aber  Gestalt  und  Besohaffenhdi 
der  Molehttle  und  ihre  Wiilnngsgesetze  nur  teilweise  zum  Ausdruck  kommen 
und  daß  speziellere  Vorstonungen  ftür  die  Beantwortung  vieler  Fragen  sich 
als  unnötig  erweisen.  Freilich  müssen  Grundlagen  und  Methoden  dieser 
„statistischen  Mechanik"  znersf  H^Vannt  sein,  es  mnß  mc^cHch  sein,  ohne 
willkflrliche  und  zweifolhaite  ilypothesen  die  ^raHSenerseheinungeu  in  niecba- 
nischeu  iSjsteuieu  mit  sehr  viel  Freiheitsgradon  unter  Beschränkung  auf 
eine  plausible  Wahrscheinlichkeit  elmiso  sicher  zn  bestimmen  wie  vermöge 
der  reinen  Mechanik  die  Vorgänge  in  einem  einzelnen  System  mit  einer 
besclirankten  Zahl  von  Freiheitsgraden. 

Solcher  Methoden  hat  man  sich  natürlich  in  der  Gastheorie  ininier  be- 
dienl  Aber  die  Art  und  Weise,  wie  man  die  in  allen  Richtungen  durch- 
einander fliegenden  Molekflle  diu*ch  Gruppen  von  mittlerer  Beschaffenheit 
ersetzte,  wie  man  die  Verteilung  der  Geschwindigkeiten  nach  dem  Maxwell- 
schen  Gesetze  zu  begrOnden  und  die  Wohrsoheinüchkeitsredinung  auf  die 
mittlere  Anzahl  und  den  Effekt  der  ZusammenstöBe  anzuwenden  suchte, 
war  nicht  immer  einwandsfirei  Auch  bezogen  sich  alle  diese  Methoden 
meist  auf  den  speziellen  nur  in  der  Gastheorie  vorliegenden  Fall  pinp«: 
Systems  von  geradlinig  bewegten  Teilchen  und  waren  somit  auf  die  Theorie 
dar  Flüssigkeiten  und  festen  Körper  nicht  ohne  weiteres  anwendbar.  Es 
besteht  also  gewiß  ein  Beditrfhis,  die  Grundlagen  dw  statistischen  Mechanik 
unabhftngig  von  ihrem  Anwendungsgebiete  auf  streng  mathematischer  Grund- 
lage zu  entwickeln,  und  dies  ist  eben  die  Aufgabe,  die  der  jüngst  ver- 
storbene große  amerikanische  Physiker  sich  in  seinem  hier  vorliegenden  letzten 
Werkf  gestellt  hat,  um  hiermit  der  kinetisichen  Theorie  einen  ähnlichen  Dienst 
zu  leisten,  wie  er  ihn  in  seinen  {jrundle,t,''enden  ,,Thermod_yTiamisfhpn  Studien" 
der  phänomenologischen  Thermochemie  erwiesen  hat.  Das  behundeluj  Problem 
bietet  in  neuester  Zeit  noch  dn  erhöhtes  Literesse:  seitdem  man  begonnen  hat, 
auch  die  Elektrizitftt  atomistisdi  auCEufassen,  wird  man  audi  in  der  Theorie 
der  bewegten  „Elektronen"  statistische  Methoden  nicht  entbehren  können. 

Ebenso  wenig  wie  Maxwell^)  hei  der  Untersuchung  der  iutiamnle- 
kularcn  Bewegung  legt  Gibbs  seiner  Theorie  eine  speziellere  Molekular- 
vorstellung zugrunde,  sondern  ausschließlich  die  allgemeine  Form  der 
dynamischen  Gleichungen,  welche  für  ein  System  von  n  Freiheitsgradeu 
unter  der  Einwirkung  von  inneren  Potentialkr&fben  in  der  Hamilton  sehen 
Form  geschrieben  werden  können: 

W  dt     dpi'    ^*     dt  cqi' 

^0  g^i,  5j  ...       die  Koordinaten,  ...        die  Impulse  (momeuta) 

und  £  die  Gesamtenergie  des  Systemea  bedeutet.    Die  Koordinaten  für  sich 

1)  Maxwell,  Cambr.  Ttani.  11  (1879),  p.  647;  Papers  8,  p.  718. 
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bestimmen  die  Konfiguration,  die  Impulse  den  Gesehwindigkeitszustand, 
beide  zusammen  die  „Phase"  des  Systems  für  einen  variablen  Zeitpunkt  /. 
Dureh  dto  Anfangq^ua  sur  Zäi  <  —  fp  ist  nmi  die  Pluue  so  jeder  andefen 
Zeit  i  und  damit  die  gan2e  Bewegung  des  Systems  ToUstftiidIg  bestimmt. 
Läßt  man  also  die  Anfkngspbase  Tariieren  innerhidb  eines  gewissen  2;}- 
dimensionalen  llebiete«!  pQ,  so  variiert  auch  die  Phase  zur  Zeit  <j  innerhalb 
eines  entspreoheadea  Qebietes  ^j,  und  nach  einem  bekannten  Satse  Ton 

Liouyille  liat  das  ditfaehe  Integral  J* "  J*dpi.,äp^dqi,*  dq^t  das  von 

der  Wsiil  des  Eoordinatensystemes  nnabb&ngig  ist  und  als  „Phasenaus- 
debnnng**  (extension-in-pliase)  beseicbnet  wird,  fttr  beide  Gebiete  ff^  nnd 
denselben  Wort,  d.  h.  es  ist  für  bewegte  Systeme  in  der  Zeit  konstant. 

DieSfv  Sfit/  v  ird  be'/eithiiet  al>  der  „Saf*/  von  der  Erhaltung  der  Phasen- 
ausdehnimg''  und  ist  für  alles  Folgende  von  grundlegender  Bedeutung. 
Anstatt  eines  einfachen  Systemes  denken  wir  uns  eine  große  Zahl  von 
Systemen  mit  verschiedenen  Anfangsphasen  in  der  Weise  verteilt,  daß  der 
Quotient  aus  der  Ansahl  der  Systeme,  die  sioh  innerhalb  eines  Gebietes  g  be- 
eiden, durch  die  Ausdehnung  dieses  Gebietes  bei  entsprediender  YerUeinerung 
einer  Grenze  I)  zustrebt,  die  im  allgemeinen  eine  Funktion  der  Phase  g) 
ist  und  als  „Phasendichte"  (density-in-phase)  bezeichnet  wird.  Der  Quotient  P 
dieser  Pliasendichte  durch  die  Anzahl  N  aller  überhaupt  betrachteten 
Systeme  heißt  der  „Wahrscheinlichkeitskoeffizient"  (coelhcient  of  probality), 
dessm  natOrlicher  Logarithmus  ti  ist  dar  „Waluneheinliehkeitsnpcmient^ 
(index  of  probality),  und  der  Ausdruck  Pdpi  ..dq^'^^^dp^  *»dq^  stellt 
den  Wert  der  Wabmbeinlichkeit  dar,  daß  ein  gegebenes  System  tieb 
zwischen  den  durch  das  Differentialprodukt  angedeuteten  Phasengrenzen 
befindet.  Df^tiken  wir  uns  nun  ein  beliebiges  System  gleichzeitig  mit  den 
anderen  Systemen,  die  von  benachbarten  Pliusen  ausgehen,  gemäß  den  Be- 
weguugägleichuugeu  vei'äudert,  so  muß  dabei  mit  der  Phaseuausdehuung 
und  dar  Ansahl  dar  Systeme  auch  die  Fbasendichte  D  und  daher  aucb  P 
und  1}  ungeBndert  bldben.  Ist  also  die  Phasendiehte  m  einer  beliebigen 
Zeit  t  als  Funktion  der  Phase  (j?,  q)  gegeben,  so  ist  für  die  betrachtete 
„Gesamtheit"  (ensemble)  die  „Phasenverteiluug"  (di'^tribution-in-phase)  für 
jade  andere  Zeit  i  bestimmt  vermöge  der  partiellen  Diä'erentialgleichung 

oder 

dt     ^KbPidqi  d^dpj* 

die  als  die  „Gmndgleichung  der  statistischen  Medianik**  bezeichnet  werden 

kann.    Hier  bedeutet  ^  oder  genauer  (^^fj      die  zeitlicbe  Ver&nderung 

Ton  D  für  konstante  i),  <7,  d.  h.  an  einer  bestimmten  Stelle  des  Phasen- 
raumes. Die  Phasendichte  bleibt  an  jeder  Stelle  q)  ungeÄndert: 
/dD 

\dt )     "    '  wenn  die  rechte  Seite  der  letzttju  Gleichung  verschwindet, 

und  m  diesem  Falle  sagen  wir,  imsere  Gesamtheit  sei  in  „statistischem 
Gleiciigewicht"  (Statistical  equilihriuinj.  Dies  wird  insbesoudere  danu  ein- 
treten, wenn  die  Phasendichte  konstant  oder  eine  Funktion  der  Gesamt- 
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energie  ist.  Ob  «ine  Gesamllheit  in  statiitisQlieni  Qleicbgewiclito  ist  oder 
nicht,  hängt  demnach  nicht  von  der  Beschafifeiüieit  der  «nselnen  Systeme 

selbst  ab,  sondei-n  lediglich  von  der  willkürlich  ang-cnommenen  anfänglichen 
Ph'Asenverteilung,  d.  h.  von  der  Anzahl  der  Systeme,  die  wir  von  jedem 
l'haseuelement  aus  ihre  Bewegung  beginnen  lassen.  Die  in  einem  eiui^elnen 
Systeme  stattfindenden  Vorgänge  sind  daher  ganz  unabhängig  davon,  ob  das 
betrachtete  System  einer  ia  statistischem  Gleichgewichte  stehenden  Gesamtheit 
angehört  odw  nicht.  Zur  Erleichterung  der  meisten  Untersuchungen  wird 
es  sweckniäßig  sein,  Verteilungen  in  statistischem  Gleich «j^ewichte  vorzugs- 
weise 7.\i  betrachten,  nnd  es  biet*^t  smIi  eine  weitere  Vereinfachung,  xv^^nn 
wir  die  Phasendicbte  koutiuuierlicb  nach  0  abnehmen  lassen,  während  die 
Koordinaten  und  Impulse  ins  Unendliche  wachsen.  Beiden  Forderungen 
genügt  eine  Verteilung,  in  welcher  der  Wahzsdieinliohlceitsezponent  eine 
lineare  Funktion  der  Energie  ist: 

1^  =  log  P  =     g        oder    P  ==  c"!  «  c  •  , 

wo  und  0  Konstanten  sind  und  als  Funktion  von  0  so  xn.  bestimmen 
ist,  daß  die  Qesamtwahrscheinlicbkeit,  d.  h.  das  Integral 


1 

über  iille  möglichen  Phasen  bis  ins  Unendliche  erstreckt,  den  Wert  1  hat. 
Eine  solche  Verteilung  bezeichnet  Gibbs  als  eine  „kanonische''  und  be- 
schränkt seine  weiteren  Untersuchungen  zumeist  auf  solche  Gesamtheiten. 
Die  Analogie  einer  kanonischen  Verteilimg  mit  dorn  Maxwellschra  Ver- 

teilimgsgeset/e  in  dw  Gastheorie  ist  unmittelbar  einleuchtend,  nur  handelt 
es  sich  hier  nicht  um  verschiedene  Teilchen  desselben  Systems,  sondern  um 
lauter  voneinander  unabhänEricTP  Systeme.  Speziell  für  solche  kanonischen 
Verteilungen  werden  nun  „Durchschnittswerte",  d.  h.  Integrale  der  Form 

für  verschiedene  Phasenfunktioueu  ti  sowie  ihre  „mittleren  Fehler"  d.  h.  ihi'e 
durchschnittlichen  Abweiehungen  vom  Durchschnittswerte  berechnet. 

Die  für  eine  kanonische  Verteilung  charakteristische  Konstante,  den 
„Verteüongsmodul"  0,  betrachtet  Gibbs  in  seiner  Analogie  mit  der  Tem- 
peratur eines  thermischen  Systems.  Worden  nämlich  zwei  kanonische  Ge- 
samtheiten zu  einer  dritten  Gesamtheit  in  der  Weise  vereitiiL't.  daß  der 
Wahrscheiulichkeit«koeflizient  des  Gesamtsystems  dun  h  das  Produkt  P^P^ 
der  beiden  gegebenen  Koeffizienten  füi*  dieselbe  Phase  dargestellt  wird,  so 
ist  die  entstehende  Gesamtheit  wieder  eine  kanonische,  also  in  statistischem 
Gleichgewichte,  wenn  die  Vertdlungsmoduln  nnd  der  beiden  Gesamt- 
heiten gleich  sind,  ebenso  wie  zwei  thermische  Systeme  nur  dann  miteinander 
itn  <  Ilriclijjewiplite  sein  können,  wenn  ihre  Temperaturen  gleich  sind.  Denkt 
man  sich  terner  den  Verteil un^'smodnl  0  eimr  kanonischen  Gesamtheit 
variiert,  betra(rhtet  al.so  eine  koatiaui«  rlicbe  Schar  solcher  Gesamtheiten  mit 
verschiedenen  Moduln,  so  ändert  sich  auch  und  ergibt  für  die  Dmchschnitts- 
werte  i  und  ^  der  Energie  nnd  des  Wahrscheinlichkeitsexponenten  die 
Beziehung  ^'  -  ^  //i  in 
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Werden  gleichzeitig  aach  die  „Äußeren  Koordinaten"  verändert,  d.  h.  die 
Taxameter  flj,  a,  .  .  .,  welche  in  dem  Ausdrucke  e  der  Gesamtonergie 
außer  deu  Koordinateu  und  Impulsen  j>,  ^  als  Veränderliche  auftreten, 
sodafi  sie  fOr  alle  Systeme  einer  einzigen  Gesamtheit  dieselben  Werte,  Ar 
jede  Tertndttrte  Oesuntheit  aW  andere  Werte  haben,  so  kommen  noeh 
weitere  Glieder  hinzn,  welche  die  Dnrehsebnittswerte  der  «ioBeren  Krifte" 

jl,     —  ^ ,  A^^~      t  . , .  danteilen  und  mit  A^,  -^i  *  •  •  besmchnet 

werden  mögen,  und  wir  erhalten  die  Formeln 

drif  =  TidO  —  A^/I  fi^  —  A^da^  —  ... 

oder  wegen  cic  bs  d(dri)  schließlich 

(114)  dl  =  —  ed^  —  Äida^  —  Ä^da^  

ganz  analog  der  Differentialheziehnng  des  zweiten  Hauptsatzes,  wenn  6  der 
Temperatur,  1  der  Energie  und  »/  der  iiejjativeu  Entropie  entspricht.  Diese 
Analogie  bleibt  aber  rein  Huüeiiitli  und  kaun  uns  keine  Auflclärung  Aber 
den  mechauischeu  Charakter  der  thermodjnamisoheu  Gleichung  bieten.  Denn 
die  Grüße  ij,  der  Dnrohachnittswert  des  Wahrsdieinlicfakeitsexponenten,  ist 
gar  keine  Eigenschaft  der  einzelnen  medianischen  Systeme,  anch  keine 
durdischnittliche  Eigenschaft,  welche  das  allen  Gemeinsame  oder  Vorwiegende 
zum  Ausdruck  bringen  könnte,  sondern  sie  hänrrt  wie  der  Wahrseheinlieh- 
keit><exy>onent  seilest  ausschließlich  von  der  willkürlichen  anfänglichen  Phason- 
v(ruiluug  ab,  während  die  Entropie  eines  Systems  doch  immer  durch  die 
Natur  dieses  einzehien  Systems  selbst  bestimmt  sein  maß.  Ebensowenig 
kann  das  Glied  im  eigentiicfaen  Sinne  die  übergehende  W&me  reprä> 
sentieren,  da  es  aeh  led^flioh  auf  eine  Verftnderung  der  Phasenverteilung, 
auf  den  Übergang  zn  einer  neuen  Gesamtheit,  gar  nicht  auf  eine  Wechsel- 
wirkung der  Systeme  mit  di^r  Außenwelt  bezieht.  Will  man  in  einwands- 
freier  Weise  die  Eigenschaften  eines  mechanischen  Systems  statistisch 
untersuchen,  so  muß  man  immer  die  Gesamtheit  beibehalten  und  nur  inner- 
halb dieser  Gesamtheit  die  Änderungen  der  Dnrchsdmittswerte  bestimmen. 
Denn  das  einzehiie  System  in  seinem  durchschnittlichen  oder  wahrsdiein- 
lichen  Verhalten,  nicht  eine  zwischen  solchen  Systemoi  willkürlich  festgesetzte 
Beziehung  sollte  doch  das  meehanische  Analogon  eines  physikaliseh  yw 
änderten  Naturkörpers  darstellen. 

Im  10.  Kapitel  untersucht  der  Verfasser  eine  andere  Analogie  mit 
Hilfe  der  „mikrokanonischen  Phasenverteilung",  d.  h.  einer  Phasenverteilung, 
in  welcher  aJle  Systeme  die  gleiche  Energie  haben,  und  die  auidi  als  dn 
Grenzfall  emet  kanonischen  Gesamtheit  aufgefaßt  werden  kann,  indem  man 

den  Ausdruck  t;  =  c  —  ■••  ^,  '    für  sehr  große  Werte  von  w  als  Wahr- 

fcheinlic  hkbitsexpononten  ansetzt  Jedem  Energiewerte  e  entspricht  nun 
ein  bestimmter  Wert  des  im  8.  Kapitel  eingeführten  Integrales 

erstreckt  über  alle  I'hasen  mit  einer  Energie  <  «.  Somit  ist  F,  die  Phasen- 
ausdehnung  unter  einer  Eneigiegrenze  e,  sowie  auch  der  abgeleitete  Wert 

ip  >alog  ~—  eine  Funktion  von  f  und  den  Süßeren  Eioordinaten  a^y  a^,  . 
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also  ^nsfeant  in  jeder  nukrofauioiiucheii  Gesamtheit   Bezeidmet  num  nan 

mit  A^\^  Qsw.  die  in  der  mikrokononlsolien  Gesamtlieit  genommenen 

J>urebacbnittswerte  der  finfieren  KSfte,  so  gelangt  man  za  der  Gleiehnng 

(418)  —  ^  V     log  7  —  ^1  ,  tl    -      ,  d  a,  , 

welche  wieder  der  Gleichung  des  zweiten  thermodynamischen  Haupsat/es 

dV 

entspricht,  weuu  «^^F—  F/^^   die  Temperatur  und  log  F  die  Entropie 

repräsentiert.  Diese  zweite  Analogie  entspricht  nun  schon  sehr  viel  besser 
einem  wirklichen  Naturvorgange,  da  alle  hier  vorkommenden  Größen  wirk- 
liche Eigenschaften  der  einzelnen  Systeme  sind,  bestimmt  dmch  den  Aus- 
druck, welcher  die  Energie  als  Funktion  der  äußeren  und  inneren  Koordinaten 
nnd  der  Impulse  darstellt.  Beaeidmet  man  ferner  mit  (  die  kinetische 
Energie  des  Systems,  so  gilt  für  ihren  Durchschnittswert  in  dw  mikro- 
kanonischen  Gesamtheit  die  Beziehimg 

(377)  ls^^^e-9V, 

es  wird  also  wie  in  der  kinetischen  Gastheorie  die  le})en(ii^:(>  Kraft  der 
bewegten  Teilchen  ein  Analogou  der  Temperatur.  Dagegen  gilt  für  solche 
mikrokanonischen  Gesamtheiten  nicht  allgemein  das  Analogon  des  Satzes, 
daß  zwei  Körper  Ton  gleicher  Temperatur  vereinigt  wieder  ein  System  von 
derselben  Temperator  ergeben. 

Einen  wesentlidien  Bestandteil  der  Theorie  bildet  das  12.  Kapitel,  in 
welchem  die  Bewegung  der  Systeme  und  Gesamtheiten  in  langen  Zeiten 
untersucht  wird.  Aus  dem  (iesetze  von  der  Krlialtung  der  Phasenausdelmung 
wird  der  Satz  von  Poiucare  hergeleitet,  uaü  em  innerhalb  endlicher 
Gxensen  eingeschlossenes  und  sich  selbst  Ubeilassenes,  nur  den  Hamilton > 
sehen  Gleichungen  folgendes  mechamsches  System  im  Poisson sehen  Sinne 
staM  ist.  Betrachten  wir  nämlich  ein  beliebig  kleines  Gebiet  g  von 
Anfanq'sphason  von  endlicher  Phasenausdohnung",  so  wird  wenigstens  ein 
Teil,  sogar  der  größte  Teil  dieser  Phasen  nach  Ablauf  einer  beliebig  hingen 
Zeit  2\  wenn  auch  nicht  genau  in  die  Anfaiigsphase,  so  doch  in  dasselbe 
Gebiet  g  zurückkehren,  die  Bewegung  wiid  also  füi-  den  überwiegenden 
Teil  der  Phasen  einen  quasiperiodisdien  Charakter  haben.  Somit  steht 
nicht  zu  erwarten,  daß  sich  bei  Bewegungen  dieser  Art  eine  ToidenK  nach 
irgend  einem  Endzustande  geltend  machen  werde.  Gleichwohl  versucht  der 
Verfasser  ein  solches  Verhalten  wenigstens  wahrseheiulich ,  phuisibel  zu 
nmehen,  iridoin  er  seinen  Gesamtheiten,  sofern  sie  nicht  schon  in  statistischem 
Gleichgewichte  sind,  eine  Tendenz  noch  einem  Endzustande  statistischen 
Gleichgcvvidites  zuschreiben  möchte.  Für  den  Fall  des  statistischen  Gleich- 
gewichtes ist  nun,  wie  im  elften  Kapitel  gezeigt  wird,  der  durchschnitt- 
liche Wahrscheinlichkeitsexponent  ^  kleiner  als  bei  jeder  anderen  A'erteilung, 
Es  müßte  sich  also  der  Wert  ^  mit  unbegrenzt  wachsender  Zeit  seiner 
unteren  Grenze  ?^;,  beliebig  nähern.  Dem  gegenüber  steht  aber  die  Tat- 
sache, daß  der  Wahi'scheiulichkeitsexponout,  welcher  der  jeweiligen  Phase 
eines  bewegten  Systemes  entspricht,  und  damit  auch  der  mittlere  Wahr- 
scheinlidikeitsexponent  der  ganzen  Gesamtheit  auf  Grund  des  Gesetzes 
von  der  Erhaltung  der  Phasendichte  von  der  Zeit  unabhSngig,  eine  Kon- 
stante ist.    Hier  sucht  sich  nun  der  Verfasser  durch  ümdeutung  nnd  Ana- 
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logie  7X1  helfen.  Er  denkt  sich  in  einem  gesLuli/ssöneu  Kaum  zwei  nicht- 
diffundierbare  inkouipressible  Flfisäigkeit«u  von  gleicher  hjdiodyuamischer 
Beschaffenheit,  eine  geftrbte  und  eue  angefiibte,  dniehflänander  gerfihri 
Daun  wird  nach  einiger  Zeit,  im  allgemeinen  wenigstens,  eine  nahesro 
homogene  Mischung  entstehen,  obwohl  jedes  Flässigkeitsteilchen  nach  wie 
vor  entweder  der  einen  oder  der  anderen  Flüssigkeit  angehören  muß,  die 
Dichtigkeit  des  Farbstoffes  also  in  jedem  kleinsten  Teilchen  diesellje  ge- 
blieben ist.  Das  mittlere  Quadrat  dieser  Dichte,  das  im  Falle  wahrer 
Homogenitftt  seinen  Minimal w^rt  amiehmen  müßte,  wird  also  dasselbe  sein 
wie  am  Anfang,  wenn  die  Dichte  in  jedem  Augenblicke  durch  nnbegrenste 
VerUeinerong  des  Volumenelementes  bestimmt  vnrd.  Berechnet  man  da- 
gegen die  nütllere  Dichte  für  endliche  wenn  auch  beliebig  kleine  Volumen- 
elpmente,  die  nach  einer  gewissen  Zeit  eine  große  Monge  verschiedenartiger  * 
Fliissigkeitstcilchen  enthalten  werden,  so  erscheint  die  so  bestimmte  Dichte 
im  Endzustände  nahezu  homogen,  und  ihr  mittleres  Quadrat  hat  gegen  den 
Anfangssnstand  abgenommen.  la  analerer  Weise  glaubt  dw  Verfasser 
dorch  Yertauschmig  der  beiden  Grenzflbergänge  der  Folgemmg  von  der 
Konstanz  des  mittleren  Wahrscheinlichkeitsexponenten  en^eben  zu  können, 
indem  er  nicht  ohne  Berechtigung  der  betrachteten  Bewegung  in  dem  Sinne 
„Instabilitilt"  zuschreibt,  daß  im  allgemeinen  anfangs  benachbarte  Phasen  sieh 
im  Laufe  der  Zeit  immer  weiter  voneinander  entfernen  und  anfangs  ge- 
trenule  sicli  uiihem  werden.  Diese  Analogie  ist  aber  irreführend,  lu  dem 
vorliegenden  Beispiele  bandelt  es  sieh  wesentlich  um  einen  Gegensats 
swischen  kontannierlicber  mud  diskontinnierlieher  DicfatigkeitsTerteilnng.  Eine 
anfangs  vorhandene  Diskontiniiitätsflttche  von  besobrinkter  Ausdehnung 
wird  durch  fortgesetzte  Bewegimg  in  eine  schwaramartig  verwickelte  Flilche 
von  ungeheurer  Ausdehnung  auseinander  gezogen  und  über  den  ganzen 
Raum  verbreitet,  sodaß  jeder  nicht  allzu  kleine  Raumteil  schroffe  Übergänge 
von  der  einen  in  die  andere  Flüssigkeit  in  sich  enthält,  seine  mittlere 
Dichtigkeit  aber  von  der  des  benachbarten  nur  nnbedentend  abweicht.  Es 
wird  also  durch  das  Umrühren  die  Inhomogenität  aus  dem  Großen  ins 
Kleine  ttbertragen,  während  ihre  durch  das  mittlere  Quadrat  der  Farbstoff- 
dichte gemessene  Gesamtgröße  nngellndert  bleibt.  Von  einem  solchen  Gegen- 
satz zwischen  kontiuuierlicliuu  und  diskontinuierlichen  Dichtigkeitsänderungen 
ist  aber  bei  den  von  Gibbs  betrachteten  Gesamtheiten  durchaus  nicht  die 
Bodo.  Vielmehr  wird  die  Phasendichte  von  Tonherein  als  eine  stetige 
Funktion  des  Ortes  im  Phasenraume  aufgefaßt,  und  es  liegt  kein  Grund 
TOr,  anzunehmen,  daß  sie  in  den  kleinsten  Teilchen  immer  inhomogener 
werden  sollt* ,  um  in  den  größereu  Teilen  im  Mittel  homogener  werden  zu 
können.  Daß  sich  der  Verfasser  jede  Pliasenansdebnnng  bei  der  ursprüng- 
lichen Einführung  der  riia.sen<li(.'litü  nicht  stetig  >ond(Tii  durch  •■ine  mdliehe 
wenn  auch  sehr  große  Zaiii  von  Systemen  ertüiit  denkt,  tut  niehta  zur 
Sache,  da  dies  anfangs  so  gut  wie  spftter  gelten  mflßte,  seine  Formeln 
wenigstens  haboi  es  nur  mit  einer  im  allgemeioen  stetigen  Phasenverteilnng 
SU  tun.  Aus  der  oben  zitierten  Grundgleichung  (21)  der  statistischen  Mechanik 

folgt  mathematisch  streng,  daß  auch     ■»  log  y  der  Differentialgleichung 

dt  \cPi  c<u      c<ii  cj>J 

1«* 
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uüd  daher  .  .  frjffp^  ..  eine  Beweg^ngsinvariante  ist,  d.  h.  Tj  =  consi., 
und  dies  gilt  ganz  unabhängig  vom  Koordinatensystem,  mag  man  die 
Voliimea«leiD6nte  ursprOnglich  groß«  oder  U^iner  wfthleii,  die  Fhaaendklito 
durch  den  einen  oder  den  anderen  Grenzflbeigug  bestammen. 

Wäre  es  aber  auch  geliing  ii,  duroh  geeignete  Unideutung  des  Dichtig- 
keitsbegriffes das  g«>wünscbte  Ht  siil:;it  zu  erzielen,  so  stände  es  doch  jeden- 
falls im  Widerspni  hp  mit  den  anfangs  gegebeneu  Grundgleichungeu,  d.  h, 
mit  der  gesamten  vorher  entvirickelten  Theorie.  Man  müßte  geradezu  von 
vom  anfangen  und  eine  neue  Theorie  begrtüfden,  in  welcher  der  Satz  von 
der  HeisteUang  des  statistischen  Gleichgewichtes  gelten  könnte.  Oans  w 
statthaft  ist  es  aber,  wie  der  Verfasser  es  im  folgenden  Kapitel  tut,  Formeln 
^  der  alten  und  der  neuen  Theorie  an  kombinieren,  indem  er  z.  B.  in  (462)  die 
Annahme  rj^o  ^  rj[^  zu  den  Folgerungen  aus  früheren  Entwicklungen  hinzu- 
fügt. Mit  widersprechenden  Voraussetzungen  kann  man  freilich  alles  be- 
weisen, was  man  will,  beweist  aber  damit  in  Wirklichkeit  nur  die  Un- 
snlftraigkeit  eines  solchen  Vw&hrens.  Aber  noch  ein  Weiteres  h&tte  ich 
gegen  die  Formel  (462)  einsuwenden.  Angenommen  selbst,  es  wlre  be- 
wiesen, daß  1}  mit  der  Zeit  seinem  Minimalwerte  zustrebte,  so  müßte  dies, 
wie  der  Verfasser  selbst  zugibt  (Gibbs,  p.  150,  deutsche  Bearbeitung 
8.  153)  fiir  abnehmende  Zeiten  ebenso  gut  gelten  wie  für  wachsende,  und  die 
Grenzwerte  fHr  f  no  und  fiVr  /  =  —  oo  wären  dieselben.    Dann  ist  es 

aber  völlig  willküiiich,  einer  Zeit  /'  ^  t'  einen  Wert  »/  <C  t/  zuzuschreiben, 
ebenso  gut  könnte  man  umgekehrt  Ter&hren;  denn  welcher  der  beiden  Zu- 
stande, der  firOhere  oder  der  qAtere,  dem  Qrenssnstande  nBhor  liegt,  ist 
allgemein  nicht  zu  entsdieiden.  Es  gelten  eben  hier  dieselben  Einwände 
wie  gegen  das  Boltzmannscbe  Jf- Theorem,  und  es  sei  mir  <laber  gestattet, 
aul  die  prinzipielle  Seite  Mir  f^r  früher  von  mir  erörterten  ii^rage  hier  noch 
mit  einigen  Worten  zurückzuivojumea. 

Daß  aus  den  Prinzipien  der  statistischen  Mechanik,  die  auch  ich  für 
die  «nzig  zuTOrlltesige  Grundlage  solcher  WahrscheinUchkeitBbetrachtungon 
über  dynamische  Systeme  halte,  die  beständige  Zunahme  irgend  einer  Fhasen- 
funktion  im  Sinne  des  zweiten  Hauptsatzes  weder  bewiesen  noch  auch  wahr- 
scheinlich gemacht  werden  kann,  habe  ich  schon  im  Jahre  1896  mit  Hilfe  des 
Liouvilleschen  und  des  Poi ncarescheu  Satzes  nachgewiesen^)  und  diesen 
Beweis  dann  1899  nach  verschiedenen  Bichtungen  ergänzt.')  Es  sei  nämlich 
G  irgend  ein  ,4>^TBjnant^  Gebiet"  im  Fhasenraume,  d.  h.  ein  solches,  ans 
wsldiem  yermöge  der  Gmndgleichuagen  weder  Systeme  austreten  noch  ein- 
treten können,  z.  B.  eines,  das  durch  irgend  welche  Energiegrenzen  t  und  t" 
bestimmt  ist,  und  es  sei  u  irgend  eine  eindeutige  Phasenfunktion.  Dann 
wird  der  für  das  Gebiet  G  genommene  Durchschnittswert  in  der  Gibbsschen 

und  ist  von  der  Zeit  uuabhftngig.  Somit  erhalten  wir,  weil  die  Fhasen- 
wahrsehsinlichkeit  Pdpi . .  dq^  eine  Bewegungsinvaiiante  ist, 


di'J   df?^**^'!  df-<^» 


1)  Zermelo,  Ami.  d.  Phys.  ö7  (1896)  S.  486. 
S)  Zermelo,  Pfays.  Ztichr.  1  (1900)  S.  811. 
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d.  Ii.  dia  Funktion  11  wird  im  betrachteten  Geliiete  im  Durchschnitt  weder 
ZTinehmen  noch  ahnehmen,  sondei-n  beides  wird  gleich  wahrscheinlich  sein. 
Dasselhe  ergibt  sich  aber  atich,  wenn  Cr  kein  invariantes  Gebiet,  sondern 
ein  in  zwei  Grenzen  u  und  u"  der  betrachteten  Pbasenfunktion  u  ein- 
geschlossener Bereich  ist.*)  Daß  ich  in  meiner  damaligen  Darstellung  der 
EinfiMsfaheit  halber  P  ^  1  aBgenonuneii  hatte,  ist  für  die  BeweisfUlniiDg 
Mlbst  völlig  unweBenflich.  Meine  AxgniBeiitaiifiii  richtete  sich  nim  auch 
gegen  das  Boltsmannflche  ^-Theortm,  d»  h.  gegen  die  Behauptung,  daß 
die  von  BoUzmann  in  die  Gastheorie  eingeführte  Funktion  //  (Boltz- 
rnann,  Vorlesungen  über  Gastheorie  I  §  5,  6),  welche  ebenso  wie  das 
Gibbssühe  im  wesentlichen  den  Logarithmus  der  Fhaseawahrscheinlichkeit 
darstellt  und  der  Entropie  entspret^an  soll,  heatihidig  abnehmen  tnflsse.  In 
der  sieh  hierans  ontwiekelndeii  Polemik*)  Tersnehte  dann  Boltsmann  das 
H-Theorem  sa  retten,  indem  er  seiner  J7-Kurve  nicht  mehr  einen  wesentlich 
absteigenden,  sondern  einen  im  allgemeinen  gleichförmigen  Verlauf  parallel 
zur  ^-Aehs«  zuschrieb,  wobei  die  hin  und  wieder  auftretenden  „Buckel" 
um  so  seltener  sein  sollen,  je  größer  sie  sind.  Mag  hiermit  anch  dem 
Minimalwerte  von  JI  entsprechend  die  überwiegende  Wahrscheinlichkeit  der 
Maxwellsdien  Yertealnng  pUnsibel  gemadit  werden,  so  kann  ieh  doch  in 
einem  solehen  nahecu  symmetrisdien  Yerlanfo  der  Kurve  eine  wirkliche 
Analogie  zur  IrreTernbüitM;  der  Natorrorginge  keineswegs  erblicken,  und 

welchen  Ansprach  auf  AUgememgültigkeit  dann  die  ünglaichung       ^  0 

noch  haben  soll,  ist  mir  nnverstftndlich  geblieben.  Weder  die  Boltz- 
mannschen  noch  die  Gibbssdien  Deduktionen  haben  meine  Übeneugung 
erschüttern  kömien,  dafi  eine  kinetische  Wttrmetheorie  auch  im  Sinne  der 
WahrBdieinliohk6itere<dinung  sich  nur  dann  mit  dem  zw^eiten  Hauptsatze  wird 
vereinigen  lassen,  wenn  man  sich  entschließt,  an  Stelle  der  Hamiltonschen 
Bewegungsgleichungen  solche  Differentialgleichungen  zugrunde  zu  legen,  weiche 
das  Prinzip  der  Irreversibilitftt  bereits  in  sich  enthalten. 

Die  Ausführungen  des  18.  Kapitels,  in  dem  die  Wirkung  yersdiiedener 
aufierer  Einflösse  auif  Systems  und  Gesamtheiten  untersueht  wird,  beruhen 
nun  großenteils  auf  den  iin  12.  Kapitel  gewonnenen  Eiigebnissen  und  sind 
daher  nach  den  vorstehenden  Ausfühnmgen  nicht  frei  von  inneren  Wider- 
sprüchen. Es  wird  angenommen,  daß  eine  (iesamtheit,  wenn  einmal  d'iroh 
änüere  Einflüsse  ihr  stat  i>Uäclit'b  (ileicligewicht  gestttrt  ist,  innerhalb  eiuer 
gewissen  Zeit  wieder  zu  einem  äolcheo  Gleichgewichte  zurückkehren  werde, 
und  hieraus  werden  dann  in  Verbindung  mft  dm  sonst  abgeleiteten  Be- 
siehungen üngleiflhungen  gewonnen,  die  den  thermodynamiBehen  sn  ent- 
sprechen scheinen.  Im  letzten  Kapitel  werden  endlich  die  allgemeinen 
Betrachtungen  spezialisirt  auf  Systeme  von  Molekülen  verschiedener  Gattungen, 
in  welchen  gegenseitige  Umsetzungen  zwischen  den  verschie(len(>n  (Jattungen 
stattfinden  können.  Auch  solche  Gesamtheiten  denkt  Gibbs  sich  kanonisch 
verteilt  mit  einem  Wahrscheinlichkeitsexponenten  der  Form 

(503)  H  -  g  + "■-■+,• +  "''*—' . 

1)  Zermeio,  Phja.  Ztachr.  1  S.  319. 

8)  Boltsmann,Ann.d.Fhy8.  57  (1896)  S.  778;  ibid.  60(1807)8.898.  Zermeio, 
Ann.  d.  Phys.  69  (1896)  8. 798,  vgl.  auch  Boltsmann,  Ensykl.  d.  math.  Wies.  Y.  8. 
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wo  die  Zahlen  r^,  v^^  «.      die  Anzahlen  für  die  versohiedenen  Partikel- 

gattungen  und  Ä,  Ö,  jttj,  ju^,  .  .  (i^  Konstanten  bezeichnen.  Aus  dipsem 
Ansäte  ergeben  sich  dann  wieder  Olcichgewichtsbedingungen  wie  die  folgende 


die  der  thermodjuamischen  analog  ist,  wenn  ß  der  Temperatur,  —  H  der 

Entropie  und  W=e  -\- OH  dor  freien  Encrjrie  entspricht.  Es  ist  aber 
physikalisch  nicht  recht  einzusehen,  wie  denn  das  eheraische  Oleiehgewicht 
der  einzelneu  Systeme  mit  dem  statistischen  Gleichgewichte  ganzer  Gesamt- 
heiten zusammenhängen  soll.  Auch  beruht  die  formale  Analogie  mit  den 
theamodynainischen  Gleichungen  zum  großen  Teile  nur  auf  der  zu  diesem 
Zwecke  gewählten  Form  des  WahrscheinUchk«itsexponenteu.  Ich  kann 
daher  auch  hier  nieht  zugehen,  daß  wir  von  solchen  Analogien  einen 
tieferen  Einblick  in  das  Wesen  der  chemischen  ümsetJEungen  und  ihrer 
Gieichgemchtsbedingungen  zu  erwarten  hätten. 

Einige  weitere  in  dem  besprochenen  Werke  mehr  nebensächlich  be- 
handelte Gegenstftnde  will  ich  sum  Schlüsse  noch  kurz  erwfthnen:  im 
2.  Kapitel  die  Anwendung  des  Gesetzes  von  der  Erhaltnng  der  Fhasen- 
ausdehming  auf  die  „FohleHheorie",  wo  aber  im  wesentlichen  nur  der  Begriff, 
nicht  die  „Erhaltung"  der  Phasenausdehnunp  benutzt  wird,  die  Frage  also 
nicht  eigentlich  der  statistischen  Mechanik  auirehürt,  und  im  3.  Kapitel  die 
Anwendung  dessellten  Prinzip»  auf  'lie  Integration  der  Bewegtinijsgleichungen 
mit  Hilfe  des  „letzten  Multiplikators",  für  die  aber  statt  Jacobis  „Vor- 
lesungen üher  Dynamik"  eine  viel  spfttere  Arheit  TOn  Boltzmann  als  Quelle 
xitiert  wird.  Besonders  verdienstvoll  sind  die  Untersuchungen  des  7.  Kapitels, 
wo  die  Berechnung  einer  gioßen  Zahl  von  Durchschnittswerten  ausgeführt 
und  Methoden  zu  ihr«  r  Fortsetzung  nngegebon  werden.  Hervorzuheben  ist 
dabei  die  einirt-hende  Berücksichtigung  der  „mittleren  Fehler",  deren  Ab- 
schätzung allein  uns  gelegentlich  berechtigen  kuuu,  die  in  der  Untersuchung 
vorkommenden  Größen  statistisch  durch  ihre  Durchschnittswerte  m  ersetzen. 
Interessant  ist  aueh  das  11.  Kapitel,  in  dem  eine  Beihe  von  Sätzen  Aber  Maadmwns- 
nnd  Minimnmseigensobaften  verschiedener  Verteilungen  entwickelt  werden.  — 

In  seinem  Vorworte  bekennt  der  Verfasser,  er  versuche  nicht,  die  Ge« 
heimnisse  der  Natur  zu  erklären,  sondern  wolle  sich  mit  dem  bescheideneren 
Ziele  begnügen,  die  einfachsten  SiU/c  einer  Disziplin  zu  entwickeln,  die  einer 
künftigen  mechanischen  ^'aturerklUrung  als  Grundlage  dienen  köune.  Auf 
dies«»  Gebiete  sei  auch  sdion  jetzt  ein  sicheres  Fortschreiten  möglich, 
während  einer  eingehenden  DurdifOhrung  der  Molekularhypothese  zur  Zeit 
noch  unüberwindliche  Schwierigkeiten  entgegenständen.  Hat  ihn  bei  der 
Verfolgung  dieses  Zieles  sein  lebhaftes  Interesse  für  die  Sache  auch  ge- 
legentlich verleitet,  die  solhstgesteckten  Grenzen  zu  überschreiten  und  dem 
Irrtum  zu  verfallen,  so  kann  doch  das  Unternehmen  seihst,  mit  dem  der 
hochverdiente  Forscher  seine  Lebensarbeit  beschlossen  hat,  nur  als  gelungen 
betrachtet  werden.  Wo  immer  man  statistisch»  und  wahrscheinÜchkdts- 
theoretischer  Betrachtungen  in  der  Mechanik  bedarf,  wird  man  nicht  umhin 
können,  sich  zunächst  mit  dem  Gibbsschen  Werke  vertraut  an  machen  und 
auf  den  hier  gelegten  Grundlagen  weiterzubauen. 

Göttingen.  E.  Zbrnslo. 


(532) 
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H.  A.  Lorentz,  AliHLandlnngen  über  theoretisohe  Physik.  In  zwei 
Bänden.  Erster  Band.  Erste  Lieferung.  Mit  8  Figuren  im  Text  £298  S.] 
gr.  8®.    Leipzig  1906,  B.  G.  Tpuhnw. 

Auf  den  Vorschlag  des  Herrn  Verlegers  zu  einem  Neudruck  meiner 
Abhandlungen  über  theoretische  Physik  bin  ich  gern^  wenn  auch  nicht  ohne 
SSaudem  eingegangen.  Entscheidend  wnr  dabei  flbr  micb  die  Erwägung, 
daß  ich  hierin  AnlaB  finden  wtiide,  meine  Arbeiten  dner  grOndfidien  fliehtoi^ 
und  Revision  zu  unterziehen,  diejenigen,  die  mir  wertlos  soheinen,  ganz 
wegzulassen,  das  Übrige  aber  von  mancher  ün Vollständigkeit  und  sonstigen 
Mttngeln  xu  befreien  und  so  uin/.ugestalten,  daß  der  Zusammenbang'  besser  her- 
vortreten wüi'de.  Lidern  ich  mich  nun  bemüht  habe,  Inhalt  und  Form  tunlichst 
ZU  verbessern,  habe  ich  zu  gleicher  Zeit  eine  gewisse  Einheit  zu  erreichen 
gesnchi  Zu  diesem  letxteren  Zwecke  Inn  ich  vielfach  von  der  chronologisehoi 
Folge,  in  der  die  Abhandlungen  erschienen  sind,  abgewichw  und  habe  ich 
an  vielen  Stellen  die  mathematische  Bezeichnungsweise  geändert;  anch  habe 
ich  hie  und  da  Neues  hinzugefügt  und  einige  Artikel  aufgenommen,  die  von 
meinen  Vorlesungen  berrübreu.  Das  bunte  Gewand  der  drei  Si)raehen  bitte 
ich  den  Leser  gütigst  zu  entschuldigen.  Wir  Holländer  sind  nun  einmal 
genötigt,  wenn  wir  uns  an  der  gemeinsamen  wisseoschaitliiditt:!  Arbeit  der 
Völker  beteiligen  wollen,  in  fremden  Sprachen  zu  schreiben,  und  so  habe 
ich  es  eben,  je  nach  UmstAnden,  bald  in  der  einen,  bald  in  der  anderen 
versucht.  Zu  der  Übersetzungsarbeit,  die  der  Gebrauch  einer  einzigen  Sprache 
erfordert  hätte,  iehite  mir  die  Zeit}  auch  wäre  die  Mühe  wohl  überflüssig 
gewesen. 

Leiden.  H.  A.  Loiujnt/.. 

J.  Thomae,  Qmndriß  einer  analytischen  Geometrie  der  Ebene. 
Mit  8  Figuren  im  Text.  [X  u.  103  b.J   gr.  8.  Leipzig  1906,  B.  G.  Teubner. 

Es  ist  mit  großer  Freude  zu  begiüßen,  daß  der  Verfasser  sieb  ent- 
schlossen hat,  diesen  Grundiiß,  den  er  seit  einer  Reihe  von  Jahren  seiner 
Vorlesung  zugrunde  legt,  zu  veröflfentlichen.  Die  reiche  pädagogische  Er- 
fahrung einer  langjährigen  Dosententätigkeit  hat  der  DarsteUnng  den  Stempel 
aufgedrückt.  Es  ist  so  ein  Buch  entstanden,  das  man  wirUich  jedem 
jungen  Studierenden  zur  Einführung  unbedenklich  empfehlen  kann  und  das 
cf^T^MU  an  der  Stelle  einsetzend,  wo  der  Scbubinf crndit  aufgehört  bat,  ihn 
nut  interessanten  Pfaden  in  die  wesentlichen  Ideen  der  analytischen  und 
projektiven  Geometrie  einführt. 

Der  Kursus  beginnt  mit  einer  analytischen  Einleitung,  in  der  die  fun> 
damentalen  Begriffe  des  DoppelverhSltnisses  und  der  Projektivitftt  auseinander* 
gesetzt  werden.  Dum  wird  die  Geometrie  in  der  Geraden  und  im  Strahlen» 
büschel  behandelt.  Es  folgt  ein  Abschnitt  über  Pnnktkoordinaten  in  der 
Ebene,  in  dem  bis  zum  ^^atz  des  Desargues  gegangen  wird.  Nach  ^f^^lglich- 
keit  werden  schon  hier,  wie  aueh  spater  Anwendungen  auf  Einzelaufgaben 
gemacht.  Es  sind  hier,  wie  iiu  größten  Teil  des  Buches  gewöhnliche 
Oartesisehe  Koordinaten  gebraucht,  was  in  Hinblick  anf  AnfSnger  sehr  an> 
gebracht  ist,  die  im  Anfiinge  ihrer  Studien  auf  der  üniversitttt  schon  so 
mit  der  Aneignung  des  nnnmg&nglichen  Formalismus  belastet  sind,  dafi  man 
nicht  unbedingt  Nötiges  zunidüt  vermeiden  sollte,  xumal  da  es  spSter 
mühelos  nachgeholt  wird. 
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Sehr  anregend  ist  die  nachfolgende  Auseinandersetzuug  über  Dualität 
und  Liiiisiikoordiiwteii,  weldie  mit  einer  rftumliehen  geometrisohen  Eon- 

gtroktion  dar  Verwandtschaft  beginnend  zu  der  allgemeinen  analytischen 
FotmtiUerung  aufsteigt  und  in  dem  für  die  lebendige  Frische  des  Stils  ebenso 
wie  für  die  Sache  charakteristischen  Ausspruch  gipfelt:  „Die  Funktions- 
zeichen sind  Gefäße,  die  einen  andern  Wein  liefern,  wenn  man  sie  am 
ut;Hahn  anzapft,  als  am  ;z^Hahn/'  Es  folgt  nun  ein  Absdinitt  über  deu 
Krell,  iMmericemnrert  duzdi  sebOne  Anwendungen  (z.  B.  Bestimmiing  des 
Ortes  gleioiher  scheinbarer  Ghröfie  swei^  Strecken,  ApoUonisches  Problem, 
Malfattis  Problem).  Nachdem  man  so  annehmen  kann,  daß  die  neuen 
Methoden  dem  Studierenden  vertraut  sind,  wird  das  neue  Hilfsmittel  der 
Determinanten  eingeführt,  wobei  eiue  Beschränkung  auf  die  Determinanten 
dritten  (irades  stattfindet.  Die  dann  bebandelte  Klassifikation  der  Kegel- 
schnitte und  Bestimmung  der  Hauptachsen  wiid  duicli  ein  numerisches  Bei- 
spiel erlftuterk  Hienuch  wird  die  projektive  Erzeugung  der  Kegelschnitte 
gelehrt  imd  die  Polarenfheorie  behandelt.  Auch  Aber  KegelschnittbÜschel 
wird  der  grundlegende  Satz  abgeleitet.  Endlich  wird  die  Lehre  von  der 
Dualität  noch  einmal  an  der  Hand  der  Polarentheorie  erläutert  tmd  an- 
gewendet. Es  folgt  endlich  die  Definition  der  Dreieckskoordinaten  und  die 
Behandlung  der  ebenen  Kollineation.  Ein  besonderer  Wert  ist  im  ganzen 
Buche  auf  die  Konstruktion  der  behandelten  Gebilde  gelegt.  Diese  Seite 
wird  bei  den  jungen  Studierenden  besondre  Gegenliebe  finden,  die  geradezo. 
dn  Bedürfiois  empfinden,  sich  die  neuen  Vbrstcdlungen  auf  diese  Weise  zu 
eigen  zu  machen.  Die  vom  Verfasser  ausgesprochene  Hoffnung,  daß  er 
diesen  das  Rtudium  und  Verständnis  der  analytischen  und  projektiven  Geo- 
metrie erleichtern  wird,  wird  sich  gewiß  eiiüHcn. 

Halle  F£Lix  Bkkmsteik. 

L.  Heffter  und  O.  Köhler,  Iielirbucli  der  analytischen  Geometrie« 

Erster  Band.  'Geometrie  in  den  Grundgebilden  erster  Stufe  und  In  der 
Ebene.  Mit  VM]  Figuren  im  Text.  [XVI  u.  526  S.]  gr.  8.  Leipzig  und 
Berlin  190Ö,  B.  Ci.  Teuljner. 

Wenn  man  die  große  Weiterentwicklung,  welche  die  analyH>ehe  (Jeii- 
metrie  im  19.  Jalirhundert  unter  dem  EintiuÜ  der  piujukliveu  Ideen  ge- 
nommen, in  ihren  widitigsten  ZtLgen  charakterisieren  will,  so  dttrfte  man 
etwa  die  folgenden  Momente  hervorheben.  Der  analytische  Appsnt  wurde 
durch  die  Erfindung  der  Determinanten,  der  sich  das  Studium  der  Invari- 
anten anschloß,  von  Jacobi,  Hesse,  Clebsch,  Sylvester,  Cayle y  u.  a.  vor- 
vollkoinnmet.  Die  von  Möbius  und  He.sse  begonnene  Einführung  allgemt'iuer 
Koordinaten  wurde  von  Plücker  durch  die  Einführung  eines  beliel»igen 
analytischen  Gebildes  als  Baumelements  zu  höchster  Vollendung  ge- 
lwacht und  damit  xugleieh  die  Deutung  analytischer  Beziehungen  in  der 
Geometrie  mit  einem  Schlage  ebenso  venrielfaclit,  wie  die  analytisdie  For- 
mulierung geometrischer  Tatsachen.  Zugleich  lag  in  dem  Prinzip  der 
Wechsel  des  Raumelements  die  allgemeinste  Auffassung  des  von 
Poncelet  und  Gorgonue  begründeten  Prinzips  der  Dualität.  Von  Poncelet, 
Laguerre  und  endlich  von  Gayley  geschah  dann  durch  Einführung  des 
Kugelkreises  der  Scdiritt,  die  Metrik  in  das  projektive  Syst^  einzuordnen, 
indem  die  metrischen  Beziehungen  als  projektive  Beziehungen  zum  Kugel- 
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kreise  hergeleitet  wurden.  Volle  iüarheit  über  die  pviBzipielle  Klassifizierung 
der  verschiedenen  geometrischen  Eigenschaften  der  Figuren  sowie  über  den 
Aufbau  der  entsprechenden  Geomebrie  gab  dann  die  Ton  Klein  und  Lie 
hegrfindete  Theorie  der  geometrisdien  Gruppen.  Die  bei  den  Transforma- 
tionen der  Gruppe  oder  einer  ihrer  TTntergrappen  invarianten  Eigenschaften 
der  Figoren  stellen  sich,  wie  F.  Klein  dies  vor  allem  ausführt,  als  Be- 
si^iingen  zwischen  (^^'n  Invaiianten  der  betreffenden  Gruppen  heraus  und 
gewinnen  in  diesen  einfachsten  analytischen  Ausdruck.  Endlich  strebt  die 
neuere  Entwickeluug  der  Geometrie  dahin,  die  Tragweite  einer  geometrischen 
Entwickelung  dadurch  zu  erweitam,  daft  sie  als  Eonseqaens  dnes  Axiomen* 
Systems  bestimmter  Art  hingestellt  wird,  welches  in  den  aUerrerscbieden- 
Sten  geometrischen  Gebilden  gedeutet,  denselben  logischen  Inhalt  in  dem 
geometrisch  verschiedenen  Gewände  darstellt.  So  hatte  übrigens  sehen 
Gergonne  dip  Begründung  des  Dualitätsprinzips  geleistet. 

Mau  muÜ  diese  ganste  Entwickelung  vor  Augen  halicn,  utu  zu  versteiieu, 
wie  grüß  der  Abstand  zwischen  den  Lehrbüchern  und  der  fürtschreiteudeii 
WiBsensehaft  geworden  ist  Jeder  Versucb,  denselben  zu  yerringem,  muB 
daiher  mit  Freuden  begrflfit  werden.  Li  dieser  Bicbtong  haben  sieh  die 
Verfasser  L.  Heffter  und  C.  Köhler  des  vorliegenden  Lehrbudis  ein  großes 
Verdienst  erworben.  Analysieren  wir  nun  im  einaehien  den  von  ihnen  ein- 
geschlagenen (iang. 

Die  Vertasser  haben  es  besonders  als  ihre  Aufgabe  betrachtet,  die 
strenge  Scheidung  der  Geometrien,  welche  durch  F.  £lein  vorgenommen 
ist,  ansrnbauen  und  elementar  darzustellen.  Sie  sind  dabei  von  der  pro- 
jeUiv  reellen  Gruppe  ausgegangen  und  sind  dann  durch  Auszeichnung  der 
unendlich  fernen  Elemente  zur  Parallelmetrik,  durch  Auszeichnung  der 
Kreispunkte  zur  Orthagonalmetrik  odpr  gewöhnlichen  Metrik  übergegangen. 

Es  hätte  im  Sinne  ihres  Progiammes  gelegen,  diesen  Weg  zugleich  so 
zurückzulegen,  daß  sie  für  jede  Geometrie  zunächst  das  charakteristische 
Aziomenaystem  aufgestellt  hatten  und  darauf  die  betreffimde  aualytisdie 
Entwickslung  gestfltot  bStten.  Lidessoi  schien  ihnen  dieser  Weg  einer  in- 
dependenten  BegrOndung  der  projektiven  Geometrie,  wie  sie  zuerst  F.  Klein 
anstrebte,  zu  abstrakt,  und  sie  haben  sich  die  Inkonsequenz  gestattet,  den 
metrischen  Begritl'  der  Strecke  vorauszusftzen. 

Inzwischen  ist  der  zweite  Band  der  Enzyklopädie  der  Klenieutar- 
mathematik  von  Weber  und  Wellsteiu  erschienen,  in  dem  Wellstein 
sich  der  gleichen  Au^be  imtersogen  hat,  und  es  scheint  mir,  da0  es 
Wellstein  llbwraschend  gelungen  ist,  einen  zugleich  elementaren  und 
strengen  Aufbau  der  projektiTen  Geometrie  im  hier  geforderten  Sinne  zu 
gehen,  indem  er  aus  den  ebenen  projektiven  Axiomen  die  niitigen  Kon- 
struktionen herleitet,  die  das  projektive  Reebnen  niit  Doppelverliültnissen 
begriijid*  n.  Wie  dem  auch  sei,  jedenfalls  führt  der  Weg  der  Vort'aijöer 
schnell  m  luedias  res  der  anal^lisclieu  Formeln,  und  hier  werden  mit  großer 
Eleganz  und  Sorgfalt  die  grundlegenden  Sätze  Uber  Funktepaare,  Inycdu- 
tionen,  Btlsobel  von  Punktepaaren  hergeleitet,  wobei  stets  genau  zwischen 
projektiven  und  affinen  Eigenschaften  unterschieden  wird.  Analog  wird  dann 
der  Bflschel  bebandelt  und  auf  den  charakteristischen  Unterschied  des 
Fehlens  der  afhneu  Beziehung,  aber  des  Vorhandenseins  der  orthogonalen 
Beziehnng  hingewiesen. 
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Diese  Gegenstände  machen  den  Inhalt  dos  Itm  AbsehniHs  aus,  der 
sieb  mit  den  Grund^ebilden  Iter  Stufe  beschäftigt  und  in  vieler  Hinsicht 
einen  vorbereitenden  Charakter  trägt. 

Den  Kern  des  BudiM  bildet  der  zweite  Abschnitt,  der  nun  in  ganz 
ftnftloger  Folge  die  Geometrie  in  den  Gnmdgebilden  »weiter  Stufe,  nmftehst 
die  Geometrie  der  Ebene  behandelt. 

Die  "Betraohtung  ist  so  gegliedert,  daß  erst  die  projektive  Geo- 
metrie mit  den  charakteristischen  DoppelverhUltniskoordinaten,  dann  die 
affine  Geometrie  mit  den  als  Hessesche  Koordinaten  bezeichneten  Ab- 
standsverhältniskoordinaten,  endlich  die  äqaiforme  oder  gewöhnliche  Geo- 
metrie mit  den  übliehen  Koordinatensystemen  abgehandelt  wird,  ffierbei 
ist  im  ganzen  das  geometrische  Gebilde  durch  das  einnMl  gewBhlie  Koordi- 
natensystem definiert.  Der  PI ück ersehe  Gesichtspunkt  der  mehrfiachen 
geometrischen  Deutung  derselben  Formel  tritt,  ohgloieh  der  Beweis  des 
Dnaiitätsgesetzes  durchaus  auf  die  Analocrip  der  Formeln  gegründet  wird, 
etwas  mehr  zurück,  alfi  man  w  ünseljen  möchte.  Der  Gergonnescbe  Gedanken- 
gang ist  zwar  in  der  Einleitung  augedeutet,  aber  da  es  taxib.  tun  eine  volle 
DurchfOhrong  nach  der  Seite  der  axiomatischen  Grundlegung  nicht  handelt, 
so  dient  er  mehr  als  heuristische  Überlegung,  denn  als  Beweis  des  Duali- 
tätsprinzips. In  Hinsicht  der  Plüekerschen  Gedanken  dürfte  der  noch 
an'i<t*^hende  Band  reichliche  C*^U^"pnh^'i*^  711  weiterer  Ansfühning  bieten. 
Interessant  ist  die  Durclifühning  des  Beweises  des:  Staudtscheu  Satzes, 
daß  jede  kollineare  Beziehung  zweier  ebeucu  i>lder  auch  projektiv  ist. 

Auf  die  allgemeinen  AusfOlmmgen  folgen  die  projektiven  Eigenschaften 
der  Kurven  IL  Ordnung  und  II.  Klasse,  sowie  die  projektive  Einteilung  der 
Kegelschnitte,  woran  sich  eine  Darstellung  der  projektiven  Eigenschaften  des 
Kegelschnifthüschels  und  der  Kegr-lschiiittschar  anschließt.  Es  folgen  dann 
in  gleicher  Anordnung  die  aftinen  und  die  äquifornien  Eigenschaften  dieser 
Gebilde,  insbesondere  siud  die  lirennpunktseigeuschaften  der  Kegelschnitte 
auf  Grund  der  Betrachtung  der  vom  Kegelschnitt  und  dem  absoluten  Ge- 
bilde bestimmten  Kegelschnittschar  hergeleitet.  Es  ist  selbstverstftndlich, 
dafi  die  Verfasser,  die  vor  allem  einen  wissenschaftUoh  grundlegenden  Ge- 
danken zur  vollen  Klarheit  bringen  wollten,  mancherlei  weggelassen  haben, 
am  bedauerlichsten  ist  es,  daß  die  Geometrie  der  reziproken  Radien  sehr  kurz 
behandelt  worden  ist.  Tm  Sinne  der  Verfasser  wäre  es  gewesen,  das  Ner- 
hältnis  der  reellen  projektiven  Gruppe  innerhalb  der  komplexen  projektiven 
Gruppe  ein  wenig  zu  erörtern;  spielt  doch  das  Imaginäre  naturgemäß  eine 
so  große  Bolle,  daß  auch  die  imaginäre  Transfonnation  eine  Erörterung 
verdient. 

Die  Darstellung  ist  durchweg  präzis,  elegant  und  gut  geordnet.  Die 
wichtigen  Abschnitte  schließen  mit  Übersichten,  die  zum  Teil  durch  vor- 
zügliche Tabellen  unterstützt  werden.  Wünschenswert  wiireu  historische 
Bemerkungen  gewesen,  da  das  Buch  doch  ein  Lehrbuch  sein  soll,  von  dessen 
Leser  man  allzu  große  Selbständigkeit  in  der  AusfftUimg  dieser  Lücke  nicht 
erwarten  darf. 

Besonders  zu  rühmen  ist  die  sorgfältige  DurchfUhrang  der  Diskussion 
aller  Ausartungen  und  Spezialfälle,  wodurch  eine  der  wesentlichsten  An- 
forderungen geometrischer  Strenge  ei-fllllt  wird.  Alles  in  allem  ist  es  ein 
Buch,  das  man  nicht  nur  gern  zu  Rate  ziehen  wird,  sondern  auch  mit  Ver- 
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gnflgen  lesen  wird,  da  die  eönlieifliclie  Dvrdiltthruog  des  aagelegten  Planes 
«ine  Axt  isfhetisehen  Genusses  gewShrt 

Halle  8^.  Felix  Bbrnbtbik. 

J.  J.  Thomson  D.  SC.  LLD.  Ph.  D.  ER.  b.  Fellow  etc.  iüektriÄitäu- 
Dmohgnng  in  Oasen.  Deutsdie  autorisierte  Ausgabe  unter  Mitwirkung 
des  Autors  besorgt  und  ergftnzt'von  Dr.  Erieh  Mar»,  PrivatdoBent  an  der 
üniTersität  Leipzig.    Mit  187  Figuren  im  Text    [VII  u.  587  S.]    gr.  8^ 

Leipzig  1006,  K  G.  Teubner. 

Ich  liiibt^  versucht,  die  Ühfrset^'nnt'  flfr  „ ('oiiduction  of  Elnctririty 
throntrh  Oases"  so  auszufUhreu,  daß  der  linmdcliiirakter  J.  J.  Thomsonscher 
Schreibweise  gewahrt  bleibt:  Nicht  uur  der  Inhalt,  aucli  der  Ausdruck  zielt 
•dahin,  die  räumliche  Anschauung  des  Geschilderten  zu  ermöglichen.  ~> 
Die  stets  auf  den  Meehsnismus  des  physikaliselien  Vorgangs  gerichtete 
Fragestellong  erhellte  hier  das  Dunkel,  das  über  dem  GeHete  der  Gas- 
entladung trots  40jfthriger  Erforschung  lag.  .T.  J.  Thomsons  Entdeokung 
der  Elektronen  im  Kathodenstrahl,  die  Durchforschung  des  Elektriritfits- 
durchgangs  in  Gasen  von  höherem  Druck  mit  Methoden,  die  allein  der 
EinfQhrung  des  mechanischen  Bildes  der  lonenhj^pothese  zu  danken  sind, 
scUiefilich*  die  außerordentlich  fruditbare  J.  J.  Thomson-Towusendsche 
Hypothese  der  Ionisation  durch  Stoß,  hraehte  flbw  dieses  Spezialgebiet  eine 
AufklSmng,  die  .sich  von  hier  aus  ülier  das  ganze  Gebiet  physikaliscber 
Forschung  ausbreitete.  Die  kinetische  Theorie  der  Ionen  hat  den  EinbEck 
in  ilif  Einhoitlicbkeit  der  Nattirkrilfte,  in  den  Zusammenhang  von  Äther 
und  Materie  mächtio-  trefordert;  sie  hat  riiieii  Fortschritt  naturwissenschaftlicher 
Erkenntnis,  wie  ihn  kaum  je  ein  Dezennium  der  Forschung  zu  verzeichnen 
hatte,  zu  der  Zeit  geaeitigt,  in  der  die  eneigetisdie  Biditung  der  Natur- 
philosophie den  erkenntnistheoretischen  Wert  der  bewithrten,  gaskinetischen 
Vorstellungen  negierte.  —  Die  deutsche  Ausgabe  enthftlt  verschiedentlich 
Ergänzungen  ge-^enübcr  der  englischen.  Sie  bezwecken,  den  Fortschritten 
der  Wissenschaft  in  den  2',  Jahren  seit  Erscheinen  dns  Werkes  in  gewissen 
flr<  nzeii  freroclit  zu  werden.  Maßgebend  für  die  Auswald  derselben  blieben 
auch  bei  der  deutschen  Ausgabe  die  einleitenden  Worte  J.  J.  Thomsons: 
„  . . .  I  have  therefore  oonfined  mjself  for  the  most  part  to  tbose  phenomena 
which  fumish  results  snfficiently  precise  to  serve  as  a  test  of  the  troth  of 
this  (Ionen-)  theory.  ..."  —  Diese  Ergänzungen  sind,  soweit  sie  größeren 
Umfang  haben,  um  flie  Paragraphenfolge  der  englichen  Ausgabe  beizubehaHon, 
sie  aber  al*^  Neaeinschaltungen  zu  kennzeichnen,  mit  Buchstaben  uel>en  den 
Paragraphenzahleu  versehen;  sie  tragen  sämtlich  dcu  Charakter  det>  lieterates, 
sind  deshalb  so  geschrieben,  daß  sie  mit  Begriffen  operieren,  die  dem  Fach- 
mann geUufig  sind,  denjenigen  aber,  der  das  Werk  als  Lehrbuch  benutzt, 
zum  Teil  erst  in  spSteren  Kapiteln  erklärt  werden.  Anders  konnte  (lit>  Ein- 
schaltung, bei  Venneidung  einer  betrachtlichen  Erweiterung  des  Umfanges 
des  Werkes,  nicht  geschehen,  wollte  man  nicht  einer  Anftigunir  als  Nachtrag, 
die  wegen  der  hiermit  verbundeneu  Unübt  i  siehtliebkeit  unterblii  heu  ist,  den 
Vorzug  geben.  —  Von  ausführlicheren  Ergänzungen  verdanke  ich  im 
Kap.  13,  15,  17  einige,  als  solche  gekennzeichnete,  dem  Frftsidenten  d.  R. 
Herrn  Prof.  Dr.  Warburg.  —  Durch  die  Anordnung  tou  Satt  und  Figuren 
wurde  es  mOglich,  daß  trotz  der  NeuetnfUgung  ron  über  50  Druckseiten, 
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«Ito  etwa  äer  oiglisclieii  Ausgabe,  Volomen  und  IVos  dar  deutscfaea 
An^be  sidi  gegenftber  der  eni^isohen  kaum  eiliSht  baben.  Ein  aus- 
ftthrUcheres  Referat  des  Originals  konnte  fortgelassen  werden:  Blondlots^ 
Versuch  der  Geschwindigkeitsmessung  der  Röntgenstrahlen;  an  seine  Stelle 

ist  ein  Bericht  i'ihf'v  fVn  entsprechenden  Vcrvurli  dps  H«^raiisrrf»>iers  getreten. 
—  Eine  außerln  lu'  Neuerunsj  der  deutscheu  Ausgabe  bind  du*  Marginaliöu, 
die,  in  großer  Zuiil  ungebraciit,  uxu  inst  vollständiges  (Jerippe  des  ge^tigen 
Inbaltes  des  Werkes  darstellen.  Die  KEatbeit  des  ganzen  Aufbanse  des 
Tbomsonsoben  Werkes  tritt  bier  aufii  prilgnanteete  zutage.  Meine  Absiebt 
war  es,  durch  diese  Marginalien  dazu  beizutragen,  daB  das  Thoniso nsche 
Werk  nicht  nur  dem  Lehrer  und  Jünger  der  Physik  ein  7:ur  schnellen 
Orientierung  unübertroffenes  Handbuch  werde,  sondern  auch  dem  Forscher 
in  den  Nachbargebieten,  der  tür  seine  Zwecke  die  Erscheinungen  der  Radio- 
aktivität, der  Kathoden-  und  Röntgenstrahlen  verwertet,  die  Benutzung  des 
herromtgendsten  Eaehwerices  zn  erleichtem. 

Leipzig.  Erich  Maäx. 

Cambridge  Traots  in  Mathematios  and  Mathematical  Fbysics. 
Unter  diesem  Titel  erscheint  im  Verlage  der  Cambridge  University  Press 
unter  der  Leitung  Ton  J.  6*  Ijoatheni  und  E.  T.  Whittaker  eine  Sammlong 
Ton  Schriften  über  Mathematik  und  mathematische  Physik.  Es  sind  Ab- 
handlungen geplant,  die  in  Form  von  Monographien  verschiedene  wichtige 
Fragen  der  genannten  Gebiete  behandeln  sollen,  und  zwar  im  Umfange  von 
etwa  30 — 70  Seiten.  Bisher  erschien  ein  Heft  von  17  Seiten  Umfang,  in 
dem  Herr  Leathem  behandelt:  Volume  and  .svirlace  integrals  in  physics. 
Die  Schrift  zerfällt  in  folgende  Abschnitte:  On  the  validity  of  volume 
int^irsl  expressions  for  the  potenttal  and  the  components  of  atbractions 
of  a  bodj  of  disoontinuous  stracture;  Potentials  and  attraetions  of  aocnratelj 
conünuous  bodies;  Volume  integrals;  Theorems  connecting  volume  and  surfaee 
Integrals;  The  diflFerentiation  of  volume  integrals;  Applications  to  poteutial 
theory;  Application  to  theory  of  magnctism;  Surfaee  integrals*;  Volume 
integrale  through  regions  that  extend  to  infinity.  —  In  Vorijereitung  liotinden 
sich  folgende  Hefte:  Hardy,  The  integration  of  functious  oi  a  single 
variable;  Bromwich,  Quadratic  forms  and  their  Classification  bj  means  of 
invariant  fiictors;  Hobson,  The  definite  integral,  its  meaning  and  funda- 
mental properties;  Scott,  Singular  points  and  asymptotes  of  plane  curves; 
Whitehead,  Thf'  axioms  of  geometiy;  Whittaker,  The  Eikonal  and  its 
application  to  optical  instruments. 

Henri  Poincar^,  Mombre  de  Tlnstitut,  Wissenschaft  und  Hypofhnse.. 

Autorisierte  deutsche  Ausgabe  mit  erläuternden  Anmerkungen  von 
F.  und  L.  Lindemann.  Zweite  verbesserte  Auflage.  [XVI  o.  346  S.J  8^. 

Leipzig  1906,  B.  0.  Tpubner. 

Auf  Grund  der  aielienten  Auflage  der  französischen  Ausgabe  sind 
einige  unbedeutende  Änderungen  im  Texte  vorgenommen  worden,  bez.  Sätze 
eingeschoben  (besonders  Sdte  90);  außerdem  sind  Obessetning  und  An- 
merkungen grOndlidi  revidiert  und  an  mandien  Stellen  verbessert. 

München.  F.  L. 
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Nachtrag  7,nr  G  Aufl  dp  ■  Hn*iptwprkes:  Der  Indikator  und  seine  Anwendung. 

VI,  10b  Ö.    8^    lloriin  1U06.  JL  3.—. 
B^icil«  et  L^T},  Analyse  inflnitMmale,  &  Tusage  des  ing^nieurs.  T.  8.  VII,  648  p. 

81   Paris  11(05.    Fr.  16.—. 
Sennin,  A.  e  D'Oridio,       Elementi  di  geometria.   VoL  1,  ad  uso  dei  ginnasü. 

12»  ediz.    XVI,  200  p.    8».    Napoli  1906.    L.  2.—. 
Sauer,  R«,  Eine  poljnomiale  Verallgemeinerung  des  Fenuatschen  Satzes.  Dissert. 

18  8.  GieBen. 

Simon,  M.,  Methodik  der  elementaren  Arithmetik  in  Verbindung  mit  algebraiseber 
Analysis.   Mit  9  Figoren.   VI,  108  S.   gr.  8*.   Leipzig  1906.   JL  6.80. 
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SOBimerf(>ldt ,  E.,  Geomeiriscbe  EriataUognphie.  X,  189  S.  m.  69  Abb.  und 
31  Tat".    8".    Leipzig  1906.    JC  1.—. 

Tapla,  Th.y  Grundz{ige  der  niederen  Geodäsie.  III.  Kartierxing.  Mit  14  lith.  Tafeln. 
Vn,  107  8.   \^eii  1906.  6.60. 

Tbalreiter,  F.^  Auflösung  gewisser  algebraischer  Eliminatiuusaufgaben  duieli  Be- 
nutzung der  TeüungsgleiflniTig'en  der  />- Funktion.    Pissert.    f)9  S.  München. 

Tbomaey  J«»  Grundriß  einer  anai^  tiBchen  Geometrie  der  Ebene.  Mit  H  Fig.  X,  164  S. 
gr.  8*    Leipiig  1906.   UK  8.60. 

Wftllner,  C.  B.,  Die  Verteilung  der  Primzahlen  nacb  neaen  GMiebtspunkteii  be- 
traehtet.  68  S.  Diaaert.  MöncbexL 


3.  Zeltschriftouflchan. 

(Von  dem  Inhalt  der  Zoitsckriflen  werden  nur  die  Aufs&tze  erwähnt,  welche  dem 
Gebiete  d^r  mathomutiscben  Wissensch&ften  angehören.) 

Matbomatisehe  Anuulen.    02.  Band.    1  TTeft. 

üartogs,  Zur  Theorie  der  analytischen  iunktioneu  mehrerer  unabhängiger 
YerftuderKehen,  inebeeondere  über  die  Daratelloiig  deraelben  dnidi  Reiben,  wddie 
nach  Potenzen  einer  Yer&nderlichen  fortschreiten.  Loewy,  Über  vollständig 
reduzible  lineare  homogene  DiffcrcntialgleichungL-n.  Eoeniggberger,  Über  das 
identische  Verschwinden  der  Hauptgleichungeu  der  Variation  vielfacher  Integrale. 
Eftraeb&k,  Dia  Ezistensbedingungen  dea  verallgemeinArten  Idneüachen  Potontiab. 
Bados,  Zur  enten  Terteilang  det  Boljai-Fkeiaee. 

^onnul  für  dk>  reine  nnd  angewandte  Mathematik.  Band  1S9.  Heft  8—4. 

Mertens,  Ein  Beweis  des  Satzes,  daß  jede  Klasse  von  ganzmhligeD  primitiren 
binären  quadratischen  Formen  des  Hauptgeschlechte  durch  Duplikation  entsteht.  — 
Hurwitz,  Über  eine  Darstellung  der  Klassenzahl  binärer  quadratischer  Formen 
dnzch  onendliche  Reihen.  —  Wirtinger,  über  eine  besondere  Dirichletache 
Reihe.  —  Minkowski,  DiskontinuitritKbereicb  für  arithmetipohe  A(iuivalen3;.  — 
Picard,  Sur  (juelqucf«  qiiestions  se  rattachant  ;i  la  (.'onneiioii  liueaire  daus  la 
thdorie  des  touctiuus  algebriques  de  deux  variablect  indepeudautes. —  Scblosinger, 
Über  die  LOanog  gewiaser  linearer  DifferentialgLeichmigen  als  Funktionen  der 
singulären  Punkte.  —  Steinita,  Über  die  Anaiehung  hyperboloidiacher  Schalen. 

Mitteilungen  der  MathematlBeken  OeBellBckaft  In  Hunbaig.  Buid  IV,  Heft  6. 

Februar  1906. 

Teege,  Ein  direkter  Beweis  des  Additionstheorems  in  der  Lehre  von  den 
elliptischen  Fomktionen.  —  Busche,  Lösung  einer  Aufgabe  Aber  TeileranaaUen.  — 
Hoppe ,  Die  Kant'lAp'lacesche  Theorie  und  die  Gasge»etze.  —  Lony,  Elementai^eo- 
metrische  Herleitung  einer  nichteukli  H -flieu  Lüngenmaßbestimmung.  —  Schröder, 
Zui  Berechnung  der  Potenzsummeu  der  Teiler  von  1  bis  ».  —  Schwaßmanu, 
Über  eine  Methode,  einen  Wert  für  den  Brechungscxponenten  der  die  Sonne  um- 
gebenden Materie  an  erhalten.  —  Wetsler,  Integration  von  (p{u))",  wo  p{tt)  die 
Weiexstrafische  Funktion  bedeutet. 

Zeitschrift  fttr  Mathematik  und  Phynik.   5S.  Band.  4.  Heft. 

Schimmack,  Ein  kinematisches  Prinzip  und  seine  Anwendung  zu  einem 
Kateuographen.  —  Timpe,  Probleme  der  8pannung8vert«ilung  in  ebenen  Systemeu, 
einfach  gelöst  mit  Hilfe  der  Airjaoben  Funktion.  —  Weitbrecht,  Über  die  elas* 
tisolic  Deformation  eiuPH  kreisförmigen  Ringes.  —  Heuser,  Die  vorteilhafteste 
Pfeilhöho  eines  <.'leichmäßi^  l)ela^<teten  symmetriachen  Dreigelcnkl:)0<^ons  mit  kreis- 
förmiger Mittellinie.  —  Holtsmark,  Über  eine  Anwendung  der  Fehlerwahrschein- 
tidhkeitsllieorie  auf  Größen,  welche  sich  nicht  rein  zuf&Uig  ändern.  —  Doehlcmanu, 
Die  PezqMkttve  der  BrOder  vanEjok. —  Biake,  EatoptriaohesOknlar.  —  Schnöckel, 
Grapbiach- analytische  Ausgleichung  eines  ebenen  Liniensoges  nach  der  Methode 
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der  kleinsten  Quadrate.  —  Maok,  Tangentenkonstruktion  mit  Uilfe  des  Spiegel- 
linealfl.      Klemwe  lGtleiliuig«ii.  —  BdcbencbaiL 
Zeitsehrift  fttr  Itofliemtik  imd  Physik.   <->3.  Band.  1.  Heft. 

Nitz,    Fir'itrS.g'e   zu  einer  Fehlertheorie  der  geometrischen  Konstruktionnri 
Mie,  Ühcx  die  Korzüchlußatrotukurve  eines  Gleichstromankers.     Ernst,  Zur 
Addition  und  Subkaktion  mit  Hilfe  des  logarithmibcben  liecbeu^chiebers.  Kleinere 
MtteUiukgen,  BflcSienchan. 

Zettschrifl  flbr  matheniattichen  mmA  BAtarwiMeBMiiAflllaheH  UBteirteht. 

37,  Jahrgang.    1.  Heft. 

Eckhardt,  Berecimuug  der  zy klometrischen  und  goniometriMhea  Fonktlonen 
ohne  Reilienoiitwidtlung.  Hagge,  Da«  YohimeD  dm  T<(tEMd«tt  ab  Fnaktton  d«r 

Kanten.  Epstein,  Ein  Zerlegungsbeweis  des  Pythngoreiuoli6B  Lehrsatzes.  Tesaf, 
Ein  Beispiel  aus  der  Mathematik  und  Mechanik  zur  Lehre  von  den  fSrößcnordnangen 
Pasternak,  über  die  Identität  (iw* -j- n')  {o* -j- p^)  —  (mo^^ttp)*  -f"  {t»p^  no)*. 
Hermes,  Bemerkungen  snm  Paskalachen  Sechsecke.  Milarch,  Elementare 
Benefanong  der  Logarithmen.  AQl|raben*Repeftoriiiiii.  Literariadie  Beriohto. 
Fldagogische  Zeitung. 

HonTelles  Annnles  de  MfttheiuatiqnPfJ.   Quatriäme  S^rie.  Tom«  VI.   Janvier  1906. 

Halphen,  Theorie  et  application  du  coin.  —  De  Saint-Germain,  Note 
nlative  aa  moiiTement  de  rotation.  —  Jnhel-R^noy,  Bnr  le  tb^orhne  de  FtoMm^e 
ei  ton  applioation  aux  polygoncs  reguliers.  —  Fouch^,  Au  st^^^  th^or^me 
oeiura.  Kote  au  Rujet  de  rnrticle  |irece'dent.  —  Yacqnant,  Solution  de  la  question 
de  math^matiqnes  speciale»  au  concours  d  aggr^ation  de  1906. —  Bibliographie.  — 
Questions.  —  Solutions. 


4.  Kataloge. 

Bnefeftandlmiir  ClmlaT  Foek,  Leipidg.    Lager  •Yeneicfanie  Nr.  980.  Fhyiik, 

Astronomie,  Geodäsie,  Meteorologie,  Nautik.    (2802  Nummern.) 
Oauthier-Villar«,  Paris.    Bulletin  des  publioationfl  nouveUea.    Ann^  1906. 

et  III"  trimestre. 


&  Bei  dor  Bedaktton  eingegangene  Sehiüten. 

[Tital,  Preis  asir.  il«r  siogasandtoD  Sehriften  werten  bSer  lefelmlllg  veiefflMilllldit  Be- 
spnchniifBQ  geeignstsr  Bocher  bleibeu  vorbehAlter«.    Eine  Rockseodong  der  eiiifecsogenen 

Schriften  kann  nicht  ert'oig:en.] 

B.  Bdttger,  Beiträge  zur  Geschichte  und  Methode  des  chemischen  Unterrichts  in 

der  Yolknehale.   B.  G.  Teubner,  Leipzig  1906.  1.40. 
F»  Clebsch,  Vorlesungen  über  Geometrie.    Bearbeitet  und  herausgegeben  von 

Dr.  Friedrich  Liiuleinann.  Ersten  Bandes  erster  TeiL  Erste  Lieferong.  480  8. 

gr.  8.   Leipzig  1906,  B.  G.  Teubner.   JC  18.—. 
B«  (^tier^  Ymleaangeii  tber  IKfliBpreBtial-  imd  Integrahwelmimg.  Ostar  Baad. 

Mit  1 1 5  Figuren  im  Text  Zwdte,  sorgfUtigdniehgesehene  Auflage.  B.  G.  Teabaer, 

Leip/ij<  lOOG.    Jf  12 
Encyclopiidie  de«  »cieneu!»  uiathcmatiquei»  pure^  et  appliqn^es.  Kdition  frau^aise 
(Jules  Molk).  TomeL  Yol.  4.  Fase.  1.  [Czuber,  Calcul  des  probabiütes;  Seüvanov, 
Oalcal  des  dlff^renoes  ei  interpdatioa.]  B.  G.  Tenbner,  Leipüg  1906.  «JK  4.— . 

T»  Fischer,  GrundlicgTiffe  tind  nniiidgleichungen  der  matli(  iiiati''olien  Xatui  wihsen- 
schaft.  Mit  12  Figuren.  VIII,  108  S.  8.  Friedr,  Viewegi^ Sohn,  Braunschweig,  1906. 
Jt  4.60. 

J,  Fraa«9  Der  Mond.  B.  G.  Tenbner,  Leipzig  1906.   JC  1.26. 

E*  Gerland)  Leibnizens  nachgelassene  Schriften  phyi^ikaliächen,  mechanischen  und 
technischen  Inhalts.  Mit  200  Figuren  im  Text.  B.  G.  Teubner,  Leipzig  1806. 
JC  10.—. 
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A.  HSller,  Physik  mit  Zoa&toeii  au  der  tagewaiidfeeii  lCaf3t«matik,  »tu  der  Logik 

und  Psychologie  und  mit  230  physikalischen  Leitaufgaben.  Mit  981  Abbildungen 
im  Text  und  12  Tafeln.  XXXI,  966  8.  8*.  i'nedr.  Vieweg  &  Solin,  Braon- 
schweig,  1904.    JL  16.—. 
A.  HSfler,  Hüfsbacih  tm  FtiTsik  enthaltend  ZuMk»  ans  der  angewandten  MatiiA- 

matik,  aus  der  Logik  und  Psychologe  nnd  SSO  physikalische  Leitanljg[abea. 

VITT,         S.    Friedr.  Vieweg  S:  Sol.ti,  'Rrj^MriscInTpiiT  1904.    JC  4. — . 
A.  Hoflfr,  Naturlehre  für  die  Überstufe  der  Ujmnaaien,  Realschulen  und  ver- 

waudter  Lehranstalten.    Mit  469  Abbildungen  im  Text  und  9  Tafein.  XIII, 

407  8.  8.  Fried.  Vieweg  ä  Sohn,  Braonschweig  1909.   JC  b.—. 
A*  Höfler^  Hilfsbuch  znr  Naturlebre  für  die  Oberstufe  der  Gymnasien,  Realschulen 

und  ven^andter  Anstalten,  enthaltend  Zu.siUze  auR  der  angewandten  Mathematik, 

der  Logik  und  der  Psychologie  und       Leitaufgaben.    IV,  US  S.    ö.  Friedr. 

Vieweg  Sk  Sohn,  Bniiniekweig  1904.  ^  i.SO. 
A,  H9fler,  Bepetitorium  der  Physik.  Mit  241  Abbildungen  im  Texi  VHI,  9098.  9. 

Friedr.  Vieweg  &  Sohn.  Braunschweig  1904.  H.bO. 
A*  Httfler,  Die  hmnani  stischen  Aufgaben  des  physikalischen  Unterrichtes.  Akademische 

Antrittivozlesung.  17  8  Friedr.  Vieweg  Sohn,  Bmnnschweig  1904.  0.60. 
H*  Kistler»  Über  Fnnktionw  von  mehzeren  kompluen  Veritaidedidian.  DieBOrtat. 

GCttini'cn  1H06. 

H*  A.  Loreutz,  Abhandlungen  über  theoretische  Physik.  Erster  Band.  Erste 
Lieferung.  Mit  8  Figuren  im  Text  999  8,  gr.  8*  B.  O.  Teabner,  Leipzig 
1906.  JCIO.—. 

H*  Maurer,  Methodisch  geordnete  Sarnmlutig  geometrischer  Aufgaben  in  liildlicher 
Darstellung.  33(j0  Aufgaben  in  vier  Bänden.  Zum  Selbststudium  und  zum 
Unterricht  au  höhereu  Lehraubtalieu.  l.  Bund,  enthaltend  die  Aufgaben  1  bis  840. 
Verlag  von  E.  Speidel,  Zilridi  1906,  ««9.60. 

Max  Moller y  Die  abgekürzte  Dezimalbruchrechnung.    Alfred  Hölder,  Wien  1906. 

Felix  Mttller,  Karl  Schellbach.  Rückblick  auf  sein  wisBenschaftlicbes  Leben. 
Nebst  zwei  Schriften  aus  seinem  Nachlaß  und  Briefen  von  Jacobi,  Joachims- 
tbal  und  WeientraB.   Mit  einem  Bildnis  Karl  SeheUbache.   B.  G.  Tenbner, 

Leipzig  19U5.  2.80. 

V,  Nath,  S' liülenrerbiodnngen  und  Schulorrereine.  Etfikbrongen,  Stadien  nnd 
Gedanken.    B.  G.  Teubner,  Leipzig  IduG.   Jf^  8.60. 

K.  Kiti,  Anwendnngen  der  Theorie  der  Fehler  in  dw  Ebene  «of  Eonetmktionen 
mit  Zirkel  und  Lineal.    Dissertat.    Königsberg  i.  Pr.  11105. 

Henri  Poinrnre,  Wissenschaft  und  Hypothese.  Autorisierte  deutsche  .\utigabc  mit 
erläuterndou  Anmerkungen  von  F.  und  L.  Liudemann.  Zweite  verbesserte 
Auflage.  XVI  u.  846  S.   8»    B.  G.  Teubner,  Leipzig  iy06.  JL  4.80. 

F*  PoskOy  Unterstufe  der  Naturlehre  (Physik  nebst  Astronomie  und  Chemie). 
Nach  A.  Ilr^flers  Xiituilelire  für  die  unteren  Kla.sscn  der  i!3r;tcrreiohischeu  Mittel- 
schulen für  höhere  Lehranstalten  de«  Deutschen  Kciches  Viearbeitet.  Mit  305  ein- 
gedruckten Abbildungen,  einer  Stemtafei  und  einem  Anhang  von  läO  Denk- 
aufgaben.  X,  946  8.  8.  Friedr.  Vieweg    Sohn,  Braonschweig  1905.  UK8.80, 

M.  Simon,  Über  die  Entwicklung  der  Elementargeometrie  im  XIX.  .Tahrhundert 
Berieht  erstattet  der  Deutschen  Mathematiker- Vereinigung.  Mit  i6  Figuren  im 
Text.  Auch  unter  dem  Titel:  Jahresbericht  der  Deutschen  Mathem.- Vereinigung; 
der  Ergftnsnngsblnde  L  Band.  [VIII  n.  978  S  ]  gr.  8.  Leipzig  1906,  B.  G.Tenbner. 
.ft  8.  —  ,  geb.  9.—. 

B*  Vater,  Neuere  Fortachritte  auf  dem  Gebiete  der  Wärmekraftmaschinen. 
B.  G.  Teubner,  Leipzig  löoo.   JC.  1.—,  geb.  .k.  1.26. 

Ziehen,  Schulpolitik  nnd  P&dagogik.  Vortrag  gehalten  auf  der  9.  Haapt?i^ 
Sammlung  des  Vereins  zur  Förderung  des  lateinlosen  höheren  Schulwesens  in 
Frankfurt  a.  M.  B.  G.  Teubner,  Leipaig  1906.  ^.60. 
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Ou  readiüg  P.  Harzer's  paper  on  tlie  mathdinatics  in  Japan« 

B7  T08HIO  Mkami  in  Tokyo. 

One  who  haa  read  P.  HAn«r^B  paper*)  wonld  nerer  have  fiuled  to 
be  Btrack  with  «  qneer  idea  on  the  diffeient  waya  of  reading  of  Bome 
Japanese  proper  names.  In  writing  this  artiele  I  hare  therefore  to 
begin  mUk  a  statement  abont  the  poini.  Ab  Harzer  alreadj  explains, 
it  owes  the  oiifpn  to  the  emplojment  of  ChineBo  ideograms,  which 
bear  their  Japaniaed  old  Chineee  way  as  well  aa  one  or  more  of 
Japanese  reading  ways.  Seld's^)  personal  name,  for  instance,  was 
Köwa,  according  to  the  Chinese  way  of  reading.  In  actuality  Seki 
would  have  read  his  name  by  a  Japanese  way,  not  in  a  Chinese  way, 
was  the  usage  with  all  gentlenien  of  those  times.  But  there  are 
mauy  personal  names,  "wliich  were  and  are  read  in  their  Chinese  ways, 
becanse  their  proper  Japanese  readings  were  not  known.  But  it 
is  highly  probable  t.bat  Seki's  persona!  name  was  to  read  Takakazn. 
for  Arai  Hakuseki,  a  learued  and  renowned  doctor  and  a  contempui  ary 
of  Seki's,  records  in  his  manuscript  work,  the  Shiusho,  Book  VlIT, 
that  his  name  was  to  be  so  read.  It  is  also  ut  the  sanie  time  an 
undeuiable  faet  that  Seki's  personal  name  was  used  in  old  times  of 
being  read  in  the  Chinese  way  as  Köwa  instead  of  his  proper  way  of 
reading.  For  tliei rf  niain  sonie  works  in  which  his  name  was  writteii 
with  different  ideograms.  whirli  lead  to  the  Chinese  way  of  reading 
as  Köwa,  a  mistake  biit  at  the  same  time  an  indication  that  this  way 
of  reading  was  btdng  attended  to;  there  are  also  snch  works  where 
the  Japanese  heljnvords ')  are  added  to  indicate  tlie  reading  as  Köwa. 
Seki's  case  is  only  an  instance  of  ambiguit^  of  reading  ^  such  an  am- 


1)  P.  Harzer,  die  exakien  WissenMliaften  im  alten  Japan,  Jahiesbericht  der 
D.  M.  V.,  Bd  XIV  .  Heft  C>. 

2)  tSeki  Kowa  is  the  most  reputed  matbematician  in  old  Japan.    Ot  Seki's 
Performances  P.  Harzer  has  made  a  deicnption  in  his  paper. 

$)  In  Japanese  "^kana'",  as  di^tiaguislied  from  Chinese  ideograms. 

Jakrettailobt  4.  DcMmIiu  MBtfaeu-'TmliilfnDg.  ZT.  H*ft  5.  17 
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TosHio  MixAMi: 


bigoity  reigiis  ifith  almosi  all  peononal  names  of  seholarB  in  old 
JspaiL 

Wilüi  fiunily  names  Üie  ambignity  of  reading  laigely  dimuiishes; 
bnt  thfire  are  some  few  inatanoes  aa  Ajima  and  Taauablma.  Tasiijima 
or  Taanabinw  will  be  the  oonmion  way  of  reading  and  ijima  a  special 
way;  and  so  it  seema  that  D.  Eikaehi  will  Test  on  »  steady  stand- 
point  in  bis  reading  the  name  as  ijima.  If  howsTer  tbeie  is  no  snob 
stand-point,  tbe  name  will  bo  proper  enongh  io  be  read  as  Yasojima.  ^) 
Ii  is  boweyer  a  &et  that  there  is  a  person  wbo  is  known  as  ^ima 
witb  ihe  same  ideograms  as  Übe  name  of  tbe  mathematieian  before  ns. 

Besides,  in  old  Japan  tbere  was  an  nsage  of  sometimes  chaugiug 
one's  name;  not  <mly  tfae  personal  names  were  eibang^  bat  such  a 
cbatiging  took  place  witb  family  names  too.  To  giye  a  mathematician's 
ease,  Sa\vagncbi  Kaznjnki  changed  both  bis  personal  as  well  as  familj 
names  into  Gotö  Kakubei.  Although  some  writ<»rs  take  these  two 
names  to  appertain  to  different  persons,  T.  Endu  as('ribes  them  to 
belüiig  to  the  same  person.  Such  instances  were  not  raie  with  mathe- 
maticianä  of  uote. 


1)  Ar  to  the  difficulty  of  reading  of  eome  of  Japanepe  names  I  shall  give 
a  few  iufitances  that  occurred  with  my  own  aequuintances.  One  of  my  class- 
mates  once  told  me  that  bis  personal  name  ig  to  be  read  Yobbi,  of  which  reading 
BO  one  knew.  Tbey  need  to  zead  hia  name  in  the  GhiaeBe  way.  My  Meitd  wa» 
content  with  that  way  of  zoading,  and  allttwards  he  was  aahüned  to  be  ealled 
with  bis  real  reading.  Another  penon*8  personal  name  it  Tei  or  Kanae,  of  which 
I  riTirp  inquired  him  of  the  trtie  readinp.  "Whichever  jan  are  pleased  of  you 
niay  take  that  for  true",  the  striking  answer  was;  "and  bo  tbey  call  me  in  both 
ways'\  Another  class-mate  of  mine,  K.  Tokairin,  was  knuwu  to  all  of  ob  as 
Tdkaiiin,  aad  he  himiolf  apelled  bis  name  in  that  way.  No  one  doubted  of  that. 
Strange  to  na  all,  a  teacher  in  the  Chinoae  daanLc  would  always  call  him  in 
anotiier  way  aa  Sböji.  Some  of  his  friends  often  aaked  him  of  th«  reason  why 
he  was  ealled  by  such  a  diiferent  natae»  Be  nevttr  made  his  reply,  he  only 
smiled.  He  continncd  to  spell  his  name  as  well  as  we  ealled  him  as  before. 
But  tlie  iHVHtery  cauie  at  laet  to  an  end,  when  1  learned  that  the  idfograuis  tliat 
represeut  hia  name  are  really  to  be  read  aa  Shöji  but  not  in  the  way  we  have 
read.  In  spite  of  all  this  he  will  be  always  Tttalxin  to  me,  when  I  happen  to 
Boe  him  again.  A  gentleman,  of  whom  I  am  dighUy  aoqnainted,  was  known  aa 
£anno  at  the  place  whcre  I  had  known  him;  at  another  place,  I  am  told,  he 
has  beeu  known  an  Sugano,  th(!  differenco  coming  from  different  ways  of  reading. 
There  are  also  ssome  names  that  are  diü'erently  read  thongh  bearing  the  ?ame 
ideograms;  some  lamilies,  for  iuatance,  are  ealled  Kikkawa,  whik-  for  utliers  the 
same  Chinese  letters  stand  for  Yoshikawa.  Although  such  diüereuces  wouid  8e<  m 
to  cause  a  troables<mie  ambiguity,  it  is  not  howerer  so  keenly  feit  in  Japan, 
becanse  the  Chinese  letters  in  which  the  names  are  repiesented  are  taken  for 
Ihe  Standard. 
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Sawagachi  wrote  in  1670  Üie  Kokon  SampSki,  in  wMch  he  un- 
reserredlj  «mployed  the  Bangi^)  way  of  Bolving  nnmerical  equationB. 
SdcIl  a  way  was  handed  down  from  China  fhrongh  a  work,  Snang 
Hsiao  Chi  Mlng^  or  Sangaka  EeimQ  aa  known  in  Japan,  eompQed  by 
Ghtt  Shih  Ghi€h,  and  it  was  hocoming  spread  from  before  his  time  in 
Japan.  Bni  Sawagaehi  may  he  iafely  said  to  haye  moat  laigely  eon- 
tribnted  to  Üie  popniariinng  of  the  method.  Sawaguehi'a  work  ia 
Worth  of  notiee,  beeanae  it  setrea  to  reyeal  the  outUnea  of  maihe- 
maties  ihat  stood  before  or  at  the  time  when  Seki  was  preparing 
üvr  hia  inrentions.  At  ish»  time  of  Sawagucbi's  pnblication  Seki 
was  at  hts  tweniy-eighth  year  and  it  ia  not  probable  that  he  waa 
ahready  at  the  height  of  hia  üeune.  Sawagaehi  is  said  to  have 
afterwarda  gone  to  Seki  for  instraction.  Although  the  data  of  his 
being  taken  among  Seki's  pupila  is  not  exaoÜy  known,  it  must  be 
deemed  to  haye  oecuired  in  some  htter  years;  for  Seki  himself 
Bohrea  the  qneitions  proposed  in  the  end  of  Sawagaehi'a  work  and 
publishea  them  in  1674  in  a  work  antiÜed  the  Hataabi  SampO.  In 
my  opinion  Sawaguchi  was  so  strack  with  the  newness  in  thd  way 
of  Seki's  Solutions  that  he  hastened  withont  heaitation  to  join  him  as 
a  disciple. 

Seki  appears  to  havc  been  of  a  rather  reserved  turn  of  nature 
and  so  he  loathed  the  printing  of  his  works.  The  above  Said  work 
was  therefore  the  only  oiie  that  was  lirought  out  m  his  life-time.  The 
Kwatsuyö  Sampö,  another  work  that  bcars  his  nanie,  was  compiled 
by  one  Otaka*)  in  the  next  year  of  Seki's  death  aiid  was  printed  in 
1712,  three  years  after  the  compüation.  Seki  was  little  inclined  to 
reveal  all  his  inventions  to  any  of  his  pupils;  he  kept  a  strict  secrecy 
about  his  own  methods.  Wheu  an  advanced  piipü  was  to  be  initiated 
into  some  of  bis  methods,  he  could  not  hear  from  him,  nnless  he 
Bwore  with  his  own  blood.  Sekis  whole  doctnueH  were  only  handed 
down  to  his  adopted  heir  and  to  Araki  Son-yei  (or  Murahide),  one  of 
his  numerous  pupik.  It  was  from  the  band  of  Seki's  sou  that  Takebe 


1)  The  nngis  axe  maall  wooden  pieces,  and  the  term  will  be  litcrally  ren« 
dered  in  "calculating  pieces*'.  The  sangis  lolely  served  for  abacus  calculations 
for  ft  long  time  both  in  China  and  in  Japan.  Evf*n  tho  introdtiction  of  t)io 
soroban  could  not  expulae  the  use  of  sangis.  The  sangis  have  gone  out  of  nun 
quite  in  a  recent  time. 

%)  In  T.  Endo*!  Histoiy  of  Japanese  MattiMnatiei,  1896,  the  name  Ötaka  is 
eznmeoQsIy  pxinted  as  Ota,  to  which  same  mistake  Hanear  falls.  The  same  may 
be  said  of  Mnramaisn,  whoin  Harser  leprasODts  as  Maisnmiiiia  according  to  Endö*B 
histoxy. 

17* 
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Yotno  MiKAHi; 


Kenkö  (or  Katahiro)  cune  in  possessinn  of  Seki's  secret  writings  which 
were  aot  giTen  him  firom  bis  own  hauck^) 

Japanese  mathematies  assnmed  an  entirely  different  aspect  in 
Seki's  hands,  and  the  progress  at  that  time  appeared  too  rapid,  which 
always  remained  questionabld  in  my  brain.  At  a  time  I  thought 
whether  he  had  not  known  some  of  Dntch  and  therewith  a  knowledge 
of  tiie  OccidentaL  mathematies.  No  information  could  be  procnred, 
howeyer,  to  afYirm  mj  doubt  to  that  effeci  Ab  to  the  sonrees  from 
whieh  Seki  leamed  mathematies,  there  remains  a  yalual^Ie  reoord  for 
HB.  Ab  to  the  stoxy  that  Seki  had  first  stndied  under  Takahara^  who 
in  hiB  turn  was  a  pupil  of  Möri  Shigeyoshi  himself,  there  remains 
a  doulytfol  poini  Seki  might  haye  been  a  flelf-fonned  matbematician, 
in  a  high  degree  of  oertainty.  A  Toluminons  manmcript  work,  Okina- 
gnsa,  oontains  with  othen  a  Btoiy  abont  Seki'B  life.  Accozding  to  iliiB 
worky  it  was  a  work  entitled  the  Sangaku  GomiSy  probably  a  Chinese 
work,  which  ia  represented  in  another  place  as  the  Snang  Hsiao  Chi 
Mdng^  that  led  Seki  to  bis  deep  study  of  mathematies.  In  bis  mature 


1)  Sek!  bad  nu  sou  and  adopted  äbinhitbiro,  soiiietimeä  repruHeuted  as 
Shinhidii,  a  nephew,  who  served  to  the  Shoguuate  iu  the  Province  of  Kai,  wheie 
he  wai  dianÜMed  thxongh  some  fault  and  his  fiunüy's  kereditarj  «arrioe  ezter* 
miMtod.  Tbis  bappsned  im  the  711k.  ef  Angaat  in  1785.  8eki*B  ton,  beiag  flras 
depiived  of  livelihood,  thence  lived  nnder  the  care  of  Takebe  Eentö'a,  whom, 
according  to  T.  Endo,  he  gave  all  aecret  writings  of  Iiis  fathor  for  bis  inspcetion 
Takübe's  writing  of  the  Yenri  Koliai  Tetsujuteu  appears  to  bave  iseued  tVom  that 
eveut.  If  this  is  »o,  tbe  work  canuot  dato  in  an  earlier  period  thau  1735.  Takebe's 
anetiiet  work,  i  ukjü  Teku-jntsn  was  wiitttti  abont  1782;  tiie  value  of  s  esl- 
enlated  correot  to  41  digits  Stands  in  this  work.  The  way  of  eqpanding  a  root 
of  a  qnadratic  equation  established  in  thil  work  differs,  aocording  to  T.  Endö, 
from  that  used  by  Seki  himself.  Fukyü  was  Takebe'ß  nom-de-p1nme.  About 
Seki's  own  "svriting  about  the  yenri  or  circnlar  theory,  I  have  nevcr  met  with  a 
ineiition.  ünly  the  Kigenkui,  that  consistn  of  two  hooks,  hcars  Seki's  name, 
tbüugh  the  style  of  writing  is  «omewhat  aitered.  Tbe  contents  of  tbis  book  are 
in  lome  parts  the  oiiginaU  to  tbe  fourth  book  of  tiie  Kwatsnyö  Sampö;  if  not 
80,  e^hmations  of  tbem.  The  work  contains  no  snch  analjtical  treatment  sach 
as  »een  in  the  Fukyü  Tctsu-jutsu  or  in  the  Yenri  Eohai  Tetsn-jnteu.  It  might 
he  ]ierhapB  the  resulta  to  which  Seki  had  arrived  beforc  the  establishment  of 
his  later  calculations.  The  materials  that  servod  to  or  caused  the  writinpr  of  the 
Ho-yen  Sankyö  were  handcd  to  Matsunaga  through  iVraki  from  Sfki  Innisclf. 
Tbere  remains  no  probability  that  Matsunaga  could  have  obtained  a  glauce  over 
the  two  worfcs  of  Takebe's  because  they  were  cared  with  utmost  secrecy,  thongh 
they  both  belonged  to  Seki's  school  or  sect.  The  identity  of  tiie  lesalta  for  the 
Square  of  a  circular  arc  in  the  two  worka  will  be  eure  enough  to  take  Seki  for 
the  inveutor  of  tbe  formnla  or  at  least  of  the  principle  by  which  the  formola 
was  arrived  at. 
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years  he  4.>nce  leanied  that  tliere  were  some  unkiiown  ItDuks  m  a  cer- 
tain  Buddhist  ohnrch  at  Nara,  an  ancient  town  near  Kyoto;  these 
books  were  contamed  amoug  Buddhist  bibles  brought  from  China  at 
some  unknowB  date;  they  were  neither  religioiis  books  uor  treatises 
on  luorals  or  niedinine.  which  no  one  was  suid  to  have  understood. 
Seki  conjectured  them  to  be  matheraatical  works,  so  he  asked  for  a 
Icave  and  went  to  Nara,  where  lie  borrowed  the  said  books  and  copied 
theni  iu  haste,  although  he  was  littie  abie  to  understand  their  content«. 
Returued  to  Yedo  his  leisure  hours  were  all  spent  in  their  digestion 
and  in  the  coiirse  of  three  years  of  hard  stady  his  knowledge  of  mathe- 
mattcs  became  considerably  bettered.  Our  narration  goes  no  further 
than  this;  bat  the  irorks  Seki  had  studied  would  have  been  Chinese 
translations  of  Saoscrit  works  —  probably  bibles  —  of  which  it  remaiQB 
an  interesting  qnestion  how  far  the  treatments  extended  their  ranges. 
Be  all  this  covered  under  a  doud,  but  it  is  far  from  beiog  questio- 
nable  that  Seki's  Situation  cannot  reach  to  such  a  height  as  onr  prede- 
cessors  haye  conaidered  it. 

Seki  was  no  supematural  being  as  the  mathematiciaiis  of  old 
Japan  adored  him.  The  spirit  of  hero-worship  had  made  him  shine 
OTer  all  other  scholars.  Pat  aside  the  deseription  we  have  just  tried; 
and  how  far  advanoed  was  the  state  of  mathmiatics  in  the  veiy  time 
when  onr  great  arithmetieian  was  preparing  for  his  inTentions?  On 
the  fint  point  the  mere  pnblished  works  Ihat  appeaxed  hefore  his 
time  conld  littie  ayail  for  the  purpose,  on  the  whole^  of  illnstration  of 
the  comparison  with  Seki's  extensive  System  that  nnderwent  the  for- 
tone  of  being  kept  in  secreey.  The  habit  of  seeret-keeping  was  by  no 
means  opened  by  Seki  himself  ;  his  predecessors  equally  behaved  them- 
selves  as  he.  For  Sawaguchi,  whom  we  have  already  spoken  of, 
writes  in  his  work  that  he  had  littb  indination  to  give  Solutions  to 
some  of  the  problems,  and  so  any  one,  who  desired  of  being  initiated 
to  them,  conld  be  taken  as  his  own  pupil.  These  problems  are  those 
that  relate  to  arcs  and  chords  of  a  circle  or  related  ones.  Möri  Shi- 
geyoshi^)  himself  left  a  secret  work  intended  for  personal  teaehing^ 
a<icordiDg  to  an  ainoiiymons  record,  the  anthor  of  which  haring  seen 
it.  Yoshida's  JinkQki  consisted  of  eighteen  books,  of  which  the  first 
three  only  were  printed.   Takahara,  one  of  Mori's  direct  pupils  and 

1)  As  to  Möri'B  travel  to  China  fbere  remains  a  deep-gronnded  point  of 
donbt.  Aceording  to  au  authority  be  is  said  to  have  gone  to  Gore»,  whence  be 
pansed  to  China  witli  a  letter  of  introduction  from  tlie  Corean  court.  Ohler  recordi* 
de  not  inoutiuu  of  hia  traveL  It  is  also  doubtful  why  Toyotumi  liideyoshi,  the 
ruler,  had  seut  only  a  siagle  pcrson  for  iu.structIou. 
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Tmbio  Mikaiu: 


the  siiid  t^acher  to  Seki,  leaves  no  publißhed  wurk.  Iwamura^),  wbü 
wrote  the  Ketsugishö  in  16G0,  has  also  left  a  writteu  work  upou  the 
calculation  of  a  circle,  of  which  an  anonymous  author  records  that 
Watanabe  Kazu  possessed  a  copj  and  that  he  saw  and  copied  it.  The 
nntbor  thereby  adds  that  Iwamura's  formulie  are  no  menns  the  general 
oneä,  bot  they  nre  of  some  value.  Tbe  said  Watanal)*  ,  tlinuLi;)!  of  little 
üofce,  was  a  mathcniaticiau  among  the  papÜB  of  Aida^  a  contemporarjr 
of  Ajima  or  Yasujinia. 

These  documents  appear  to  sbow  that  the  mathematics  before 
Seki's  tiine  were  some  way  advanced  than  that  given  b\'  mere  printed 
Works.  How  far  Seki  got  in  his  theory  of  the  circular  principle,  ii 
is  little  knowable  at  present;  if  however  we  are  to  take  the  theory 
soleiy  SB  given  in  the  Kigenkai,  then  Seki's  method  was  a  mere  step 
in  adyance  to  that  employed  hy  Mmamatsu')  in  his  Sanso  of  1663. 
Now  I  have  come  so  far  in  my  description,  that  would  make  Seki 
out  of  his  place.  Doos  then  Seki  not  merit  the  honotir  ever  awarded 
to  bim  and  almost  grown  to  adoration?  Oh  no!  I  never  intend  for 
sueh  a  purpose.  Why,  then,  and  how  do  Newton  and  Leibniz  deserre 
the  Bole  honoar  as  to  their  in?ention  of  the  infinitesimal  calculus, 
whereas  the  method  had  really  originated  irom  the  ancient  method 
of  exhaustion  of  the  Gbeeka  and  oome  down  graduaUy  through  the 
bands  of  Kepler^  Cavalieri,  Fennat,  RoTerral,  Waliisy  Barrow  and 
nomerouB  othen?  Beaides  did  Kewton  aad  Leibniz  leave  their  metbod 
perfectly  fnnuahed?  Did  it  not  reqnire  tbe  bands  of  d*Alembeir^ 
Lagrange  and  still  later  matbematicians  to  afibrd  their  metbod  in  tbe 
form  as  we  now  possess?  Does  it  not  neTertbeless  remain  for  Newton 
and  Leibnis^s  sole  bonour  to  have  inyented  tbe  almigbtj  eystem  of  the 
calcolus?  Wben  so  it  is,  may  Seid  alwajs  and  foxerer  stand  in  bis 
bigb  Situation  as  be  bad  stood  in  spite  of  all  tbat  I  bare  said. 

Seki*8  Buceess  wboUy  lies  in  tbe  introduction  of  the  analytical 
metbod,  wbicb  in  tum  owes  laigely  or  entirely  to  bis  groundation  of 
algehra.  The  way  of  using  letters  for  known  quantities  as  well  as  for 
tbe  unknown  begins  in  Japan  with  no  other  than  be,  for  written 
algebra  never  ezisted  before  bim.  He  Talned  tberefore  bis  algebraical 
ways,  so  mncb  so  tbat  be  designated  tbat  science  by  the  proud  term 

1)  Some  take  the  name  for  Isomura,  and  T.  Endo  changea  th«  ideogtams 
into  those  that  defimtively  doBignate  as  Isosntni. 

2)  Muramatsu  was  neither  himself  one  of  the  famous  fonrfy-eevcn  loyal  rönin, 

n=;  Harzer  statea  in  bis  paper,  nor  hiH  t"wo  Ron«,  as  piT**"  in  Kndns  HiHtorr  of 
Jaj»aneBe  Matheniati<'s:  it  wh«<  >fnrainat^ir^  ii'lr.pted  heir  aud  hin  son  who  revcnged 
witii  üthcrs  upon  their  mabtcr  B  uiilucky  deutli. 
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of  kigen  seihö,  by  which  he  meant  to  be  enabied  to  clear  all  the 
buried  origin  of  things  and  lead  them  to  the  power  of  aiialysis.  It  is 
not  surprising  tliat  he  kept  it  secret  as  well  as  he  did  with  the  yenri 
principle.  When  we  reflect  on  the  difficulty  with  which  the  use  of 
letters  has  been  introduced  in  the  history  of  Occidental  matheuiaiics, 
1  caniiot  help  of  being  Struck  with  an  intent  feeling  of  woe  and  vene- 
ration  for  our  great  Sekr«  case 

Seki  has  already  founded  the  science  of,  or  rather  the  calcuiatioii^ 
with,  algebra,  It  is  not  then  surprising  for  a  person  of  hi'^  ijenius 
that  he  could  have  established  bis  way  of  solving  the  quadi-atic  equntion 
in  an  intinite  series^).  Be  the  principle,  to  which  bis  way  of  expansion 
is  liable,  explained  or  unexplained,  the  fundamental  ideas  that  led  to 
bis  invention  is  perfectly  traceable.  Kor  the  t  hinese  way  of  solving 
numerical  equations  on  a  sangi  board  must  have  caught  bis  piercing 
attention,  and  he  had  only  to  apply  it  without  or  with  slight  alte- 
rationa  to  the  case  of  a  quadratic  equation  with  literal  coefficients.  A 
glimpse  on  the  way  in  which  such  an  expansion  is  carried  compared 
with  that  for  the  sangi  wsj  wonM  nerer  faii  to  discem  the  intimate 
velation  that  exists  between  the  processes.  I  am  not  in  the  place  to 
aasnre  aa  to  Seki^s  extention  x)f  the  same  waj  to  the  case  of  higher 
equations,  a  way  which  appeared  in  later  yeara  in  a  cuneut  application 
among  inatihftinatif.ianB.  The  principle  as  well  as  the  process  for  these 
higher  eqnationa  ako  hardly  differed  firom  the  original  way  for  the 
qnadratic  equation. 

We  also  see  another  way  of  solving  numerical  equations,  that 
aarose  in  the  hands  of  Kawai  Kyütoku  and  bis  teaoher  Sakabe  Köhao. 
This  way  resulted  in  an  expaoalon  in  an  infinite  expiession  resembling 
the  conianned  firaetion,  and  it  serred  to  the  eyalnation  of  all  real  roots, 
positiTe  and  negatim 

Seki'a  calenlation  of  the  oirde^  as  nsuaUy  ascribed  to  him,  lests 
on  the  expansion  of  the  qnadratie  eqnationa  and  the  application  of  the 
impeifect  induction.*)  That  such  a  way  was  actually  had  by  Seki 
himself,  it  wonld  he  Yeiy  probable,  if  he  does  not  leave  his  own 
writing  conoenung  to  it.  Takebe's  and  Matsnnaga's  works  on  the 
snbject,  perhaps,  were  taken  from  Seki's  original  with  altorations  and 
peilbctions  by  tkem.  Could  it  be  said  here  that  these  works  were 
written  hy  iheir  respeetive  authors  independent  of  their  great  leader 
Seki?   The  fact  that  Seki  had  rerealed  all  his  inTentious  to  Axaki  is 


1)  Aboat  this  way  eee  P.  Uanser  s  paper. 
i)  See  Hanei^B  paper  for  the  proeeiw. 
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not  dfiiuabl€^  and  Araki  did  the  same  to  Matsunaga^  tfae  antbor  of  the 
HOyen  Sankyö.  Takebe  does  not  aeem  to  hare  been  entmsted  witb 
all  bis  mastar'a  wnüngay  be  obtained  bis  most  Beeret  worka  from  Seki'a 
adopted  son,  wbo  little  Tilned  tbem,  beeaiue  bimadf  no  mathematieian, 
and  wbo  waa  too  scantily  meaned  to  anawar  to  tbe  kindneaa  Takebe 
did  to  bim.  If  tbere  is  no  mention  made  in  tbese  worka  as  to  tbe 
tme  anthorsbipB,  it  ia  no  aurpriae;  aneb  were  sometimea  tbe  naage  in 
Japan.  Tbe  identity  of  reanlta  in  tbe  two  worka  aeem  to  jnatify  onr 
aaanmption  of  aaeribing  tbe  piinoiple  ased,  in  ita  mdiment  at  leaal^  to 
SekL  Tbere  ia  no  probabUity  of  tbe  two  aebolara  baving  seem  eacb 
otber^a  aeeret  writinga. 

In  Japan  matbematica  were  cultiTated  aa  a  mera  ar^  and  tbey  never 
attained  a  aituation  aa  a  adence.  Tbere  aroae  tberefore  no  aucb 
acienoe  aa  geometzy  tbat  throws  itself  wbolly  ou  a  demonatratiTe 
ayatem.  Japaneae  aebolara  contenied  tbemaelra  with  tbdr  mde  waya 
of  gaining  tbe  magnitade-relationa  of  tbe  figores  tbey  considered. 
It  will  be  also  not  s  little  surprising  to  see  that  in  old  Japan  there 
reigned  no  idea  on  angles.  Geometrical  considerations  date  first  in 
later  years,  when  the  Cliiuese  translation  of  Euclid  was  bronght  to 
Japan;  eveu  then  they  never  freed  themselTes  from  some  algebraical 
intermeddlings.  The  Japanese  put  little  values  on  demonstrations^ 
which  they  never  came  to  take  as  a  part  of  real  knovvledge.  This 
dispension  was  especially  great  with  older  scholars.  They  uiireservedly 
took  resources  in  the  imperfect  induction,  which  they  seem  to  have 
takeu  for  absolute  tnith.  So  it  comes  tliat  the  Japanese  mathematica 
made  an  appearauce  such  as  is  haiided  down  to  us. 

As  is  well  kuown  the  Chinese  mathematics  had  influenrcd  nur 
science  from  the  very  outset,  which  was  continned  through  the  eutire 
period  of  its  flourishment.  In  later  yeara  Chinese  translations  of 
Occidental  books  were  also  hrouf^ht.  Still  later  Japanese  scholars  be- 
eame  theniselves  enabled  to  read  the  Diitch  lau^ua<;e;  an»!  it  seenis 
they  were  atfected  by  it.  Hut  they  never  lost  their  own  way  of 
progress;  they  never  were  brought  to  respeet  the  Occidental  mode  of 
mathematics,  of  which  act  of  our  fathers  1  must  ask  for  an  acknowled- 
gement  and  sympaiby  £rom  tbe  aide  of  you  the  Occidental  mathe- 
maticians. 

As  I  have  said  Japanese  mathematicians  niost  valued  the  results 
of  calciilations,  they  little  cared  for  tbe  demonstrative  charaeter  of 
the  Bcience.  Wby,  then,  was  tbere  anytbing  in  the  Western  books, 
which  was  bronght  before  tbe  eyea  of  onr  fathers,  that  could  be 
valued  by  tbem?  Of  course  all  tbese  worka  muat  have  been  restricted 


i^ij  u^cd  by  Google 


Ott  reading  P.  Hwaer'a  paper  on  the  matlieinati«»  in  Jiq^aa.  261 


to  eleiiieutary  mathematics.  The  Japanese  had  already  an  analytical 
method  of  their  own,  though  of  a  rude  kind.  Every  probleni  that  lay 
before  theni  they  could  solve  it  hj  their  own  instmmeut,  whüe  the 
kriowledge  ^ot  from  foreigii  sources  littie  yatistied  their  purpose?. 
They  therefore  iiaturally  came  to  disdain  the  foreign  science.  TMieii 
thev  came  at  last  to  learn  the  ealculus  tVoni  Duteh  teaeliers,  thev  were 
üot  siu'prised  in  the  newness  of  the  metiuxls:  they  oiüy  thought  thein 
a5?  their  equal.  T  have  met,  in  more  thau  one  place,  among  the 
ANTitings  of  onr  fathers,  with  these  worcls:  In  astronomy  and  the  art 
of  calenders  Japan  is  interior  to  China  and  Occident;  as  to  mathe- 
matics we  are  ahead  of  them;  we  have  a  need  of  learaing  astronomy 
and  oalendrical  theory  from  foreign  sources,  we  have  no  such  need 
for  mathematics.  As  we  uow  see,  tiiey  haye  done  as  they  said. 
Japanese  mathematicians  were  not  however  to  refase  tlie  introduction 
of  logarithmetic  tables  and  plai^^  nnd  spherieal  trigonometry  by  the 
way  of  Chinese  works  snch  as  the  Li  Suan  Ck'üan  Sha  and  the  So 
Li  Cbing  Yün  and  others. 

Japanese  scholars  studied  various  ctureBy  bat  they  neTer  came  to 
oonsider  the  parabola  and  the  hyperbola. 

In  concluding  this  artide  I  bare  to  say  a  word  er  two  abont  the 
distinction  between  the  moanings  of  the  words  sQ^iika  and  wasan, 
which  was  left  by  P.  Harzer  as  tmintelligible.  The  tenn  sOgaka 
flignifies  mathematica  and  wasan  meana  Japanese  mathematice.  The 
Reetoration  of  tbe  Bmperial  Rnle  was  foUowed  by  a  flood  of  Western 
civilization  in  the  country.  There  arose  scholars  who  neTer  leamed 
the  old  Japanese  mode  of  mathematics^  being  only  instmcted  in  the 
foreign  style.  These  persona  grew  in  the  idea  that  their  knowledge 
must  stand  in  a  higher  sitaation  than  the  old  fashioned  pecnliar  ways, 
becanse  and  only  becanse  theirs  belong  to  a  more  ciTÜised  world. 
Snch  a  thought  beeame  prerslent  and  I  cannot  help  bnt  ezpress  my 
own  feoling  I  have  experienoed  when  I  first  leamed  mathematics  and 
when  I  knew  noihing  of  our  own  fiithoi^s  ways.  A  hatred  mnst 
therefore  arise  between  both  psrties.  A  distinction  beween  their  ways 
became  needful^  whereby  the  one  was  designated  as  wasan  as 
distinguished  from  yOsan  or  Occidental  mathematics.  Their  rivalship 
oontinned,  when  the  wasan  mathematicians  were  more  and  more  de- 
prived  of  their  possessiimB.  The  yösan  came  ont  victorioiis  and  it 
soon  became  prerailing  all  over  the  Empire.  And  now  the  genend 
term  signifying  mathematics,  or  sngaku,  got  to  mean  the  yösan  only, 
because  this  mode  is  the  whole  of  the  scieuce  uow  studied.  This  is 
the  reason  why  the  distinction  between  sügaku  and  wasan  had  arisen. 
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The  wasaii  mathematics  is  at  present  entirely  levelled  dowu,  no  one 
goes  to  leani  it.  i  don't  nieaii  thereby  to  include  the  fact  that  the 
sorobau-anthmetic  is  sfcill  beiiig  attended  in  some  quarters  and  is  still 
being  instmcted  in  commou  schools. 

Tokyo,  Sept  16  th,  1905. 


Sind  die  Elemente  der  InfinitesimAireoMang  an  den  Mittei- 
scluilen  einsnftthren  oder  nlcht?^) 

Yen  F.  HoöEVAB  in  Gras. 

Als  zweiter  Redner*)  über  dasselbe  Thema  lialte  ich  es  für  an- 
gpzpi^,  mich  möglichst  knr?.  zu  fassen.  Daher  will  ich  nur  in  all- 
gemeinen Umrissen  die  Gesichtspunkte  erörtern,  wilrlie  mich  bei  der 
Beantwortung  der  Frage  leiten,  ob  die  Elemente  der  Infinitesimalrech- 
nung an  den  Mittelschulen  einzuführen  sind  fvflor  jiieht,  indem  u^i  zu- 
nächst die  Gründe  kurz  anführe,  welche  fur  die  Kintührung  sprechen, 
und  hierauf  etwas  außführlicher  die  Gründe,  welche ^e^cw  die  Einführung 
vorgebracht  werden.  Dabei  werde  ich  Tor  allem  die  Verhältnisse  an 
österreichischen  Mittelschulen  berücksichtigen,  weil  ich  nur  diese  aus 
eigener  Erfahrung  kenne. 

Für  die  Einführung  spricht  in  erster  Linie  der  Jtohe  BUdutigsweri 
des  neuen  Lehrstoffes,  welcher  in  dieser  Hinsicht  manchen  Teil  des 
gegenwärtig  vorgeschriebenen  Stott'es  weit  ÜbertrilH:.  Denn  die  Elemente 
der  Infinitesimalrechnung  gewähren  dem  Schüler  einen  Einblick  in  jene 
Rechnungsmethoden,  welche  für  die  Beschreibung  und  Berechnung  der 
meßbaren  Naturvorgaoge^  für  die  Lösung  wichtiger  Aufgaben  der  Tech- 
nik und  des  Verkehrs  unerläßlich  sind;  sie  setzen  ihn  aber  auch  in  den 
Stand,  zahlreiche  Aufgaben  aus  den  genannten  Gebieten  selbst  zu  lösen. 

Ein  zweiter  Grund  ist  der,  daß  die  Elemente  der  Infinitesimalrech- 
nnng  den  Schüler  auf  gewisse  Vat  hstudien  au  der  Hochschule  vorbereiten. 
Für  die  Lehramtskandidaten  der  Mathematik  und  die  Hörer  der  Tech- 
nischen Hochschule  ist  eine  solche  Vorbereitung  im  allgemeinen  nicht 
notwendig,  ja  sie  wäre  manchem  akademischen  Lehrer  nicht  erwünsdit. 
Aber  es  gibt  eine  Reihe  Ton  Fächera,  bei  deren  Studium  heutzutage 
einige  Torkenntnisse  aua  der  DÜferential-  und  Lotegralrechnung  Toraus- 
gesetzt  werden,  wie  z.  B.  die  Nationalökonomie,  die  Statistik^  die  Pky- 

1;  Vortrag,  gehalteu  in  Merau  aui  25.  September  1905. 

S)  Den  ersten  Yoittag  hielt  E.  Csobex  («.  diesen  Jabieabericht  S.  116). 
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öiolo^^ie,  die  Chemie  usf.,  und  es  zeigt  die  Erfahruni?,  daß  sich  jene 
VorkeimtiLisse  während  des  Hochschulstudiums  nicht  leicht  nachholen 
lassen. 

Als  dritter  Grund  ist  anzuführen,  dnß  sich  etliche  maihemak:i€h€ 
und  physikalische  Aufgaben,  welche  wegen  ihrer  grundlegenden  Bedeu- 
tung in  den  Lehrstoff  der  MittelscltuJe  aufgenommen  werden  mußten, 
nur  mit  Hüfe  infinitesimaler  Betrachtungen  korrekt  behandeln  lassen. 
Das  versteckte  Differenzieren  und  Integrieren,  mit  welchem  man  sich 
in  solchen  Fällen  zu  helfen  sucht,  entspiicht  nicht  immer  doi  For- 
derungen der  Logik  und  Didaktik. 

Gegen  diese  Argumtoite  wird  meines  Wissens  kein  Einwand  er- 
hoben. Die  Gegner  der  Reform  erkläreiL  vielmehr  ihren  Widerstand 
mit  dem  Hinweis  auf  die  Hindeinisse,  wdche  der  Einfühnmg  der  In- 
ünitesimalrechnung  entgegenstehen. 

Vor  allem  wird  eingewendet,  daß  der  neue  Stoff  für  die  Schüler 
m  achufieng  seL  Darauf  ist  zu  erwidern,  daß  man  eben  diesen  Stoff 
derart  aussnwählen  and  zu  begrenzen  hat,  daß  er  bei  anschaulicher 
Darstellung  und  beständiger  Einübung  an  naheliegenden  Aufgaben  auch 
▼on  Scbfilem  mittlerer  Begabung  erfaßt  werden  kann.  Daß  dies  auch 
möglidi  is^  erkennt  man  ans  »hlreiehen,  in  der  letzten  Zeit  eraehienenen 
AofiBatsen  und  Lehrbficbern,  so  z.  B.  Ton  Borel,  Baarlet,  Tannery, 
Fisher  usw. 

Ein  anderer  Einwand  lantet,  daß  die  geplante  Änderung  eine  er- 
hebliche M^rhdastung  der  SMler  zur  Folge  hatte  und  fiberhaupt 
fo^Sfm  Jlianffda  an  ZeU  nicht  dur^fuMar  seu  Die  Antwort  hierauf 
fallt  för  die  einseinen  Sehnlen  je  nach  der  Beschaffenheit  ihres  mathe- 
matisehen  Lehxplanes  Terschieden  aas.  So  z.  B.  genügt  es  an  den 
preußischen  höheren  Lehranstalten,  denen  dne  reichlich  bemessene  An> 
zahl  Ton  Mathematikstanden  zar  Verfllgang  steht,  gewisse  isolierte 
Teile  des  Lehrstoffiss  wegzulassen  und  allzuweit  aa^;eddmte  Übungen 
einzuschrftnken,  und  man  wird  ohne  jede  Mebrbelastang  der  Schüler 
eine  f&r  d«i  neuen  Lehrstoff  hinreichende  Zeit  gewinnen. 

Anders  TerhSlt  es  sich  an  den  östeneichisehen  Mittelschulen,  wo 
die  Anzahl  der  MathematilEBtiuideii  so  gering  ist,  daß  sie  aadi  jetzt 
schon  zur  Bewiltigung  des  Torgeschriebenen  Lehrstoffes  nicht  ausreicht 
Diese  in  den  beteiligten  Kreisen  nur  allzusehr  bekannte  Tatsache  wird 
auch  für  den  Femerstehenden  durch  einen  Tergleich  der  mathematischen 
Lehrpliine  an  dem  österreichischen  und  dem  preußischen  Gymnasium 
bestätigt.  Au  dem  ersteren  beträgt  die  wöchentliche  Anzahl  der  Mathe- 
nuitiksLLuiJjMi  2ij  au  dem  letzteren  biuircgen  ."Jl,  und  doch  ist  der  Um- 
fang des  vorgeschriebenen  Lehrstoffes  an  beiden  nuliezu  gleich.  Die 
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ObenreaLKlraleD  Lassen  sich  nicht  in  derselben  Weise  yeigleichea^  weil 
ihre  mathematischen  Iiehrpläne  wesentlieh  Tersehieden  sind.  Es  genfigt 
jedoch  die  Bemerkung,  daß  die  gesamte  Studiendauer  an  der  dster- 
reichisehen  Realschule  nur  7  Jahre  beträgt,  an  der  preuAisehen  hingegen 
9  und  an  der  wttrttembergischen  sogar  10.  Durch  diese  Gegenüber- 
stellung wird  die  Forderung  begreiflich,  die  Sstermdiische  Realsdiule 
um  «neu  Jahrgang  zn  erweitenni  weldie  Forderung  Ton  den  yerb^etmu 
nicht  nur  der  Mathematik,  sondern  auch  der  meisten  fibrigen  Lehrfacher 
wiederholt  erhoben  wurde. 

Mit  Rücksicht  auf  diese  Tatsachen  kann  man  den  Ton  Herrn  Klein 
aufgestellten  Grundf^atz,  für  den  mathematischen  Unterricht  seien  (zur 
Durchführung  der  besprochenen  Reform)  keine  neuen  Lehrstunden  zu 
beanspruchen,  auf  die  österreichischen  Mittelscliuien  nicht  gut  anwenden, 
sondern  müßte  eine  entsprechende  Vermehrung  der  Mathematikstunden 
eintreten  lassen.  Dem  stehen  begreiflicherweise  große  Schwierigkeiten 
im  Wege  und,  da  überhaupt  sprunghafte  Änderungen  im  Lehrplane 
möglichst  zu  vermeiden  sind,  so  möchte  ich  für  Gymnasien  nur  ein 
Plus  von  2  Stunden  wöchentlich  (je  eine  in  der  6.  und  der  8.  Klasse) 
und  für  Kealschulen  ein  Phis  von  4  Stunden  wöchentlich  in  einem 
neu  einzuführenden  achten  Jahrgange  beantragen. 

Mag  nun  eine  Vermehrung  der  Mathematikstunden  an  den  öster- 
reichischen Mittelschulen  durchdringen  oder  nicht,  in  jedem  Falle  muß 
man  den  vorgeschriebenen  Lehrstoff  reduzieren,  um  eine  Mehrbelastung 
der  Schüler  zu  vermeiden  und  doch  einiges  ans  den  Elementen  der 
Infinitesimalrechnung  einführen  zu  können,  in  dem  einen  FsHq  mehr^ 
in  dem  andern  weniger. 

Da  man  in  einem  Lehrstoffe,  der  seit  Dezennien  immer  wieder 
Eürsungen  erfihhrai  hat,  nicht  leicht  noch  weitere  voi-nehmen  kann^ 
ohne  das  allgemeine  Lehrziel  des  mathematischen  Unterrichtes  zu  schädigen^ 
so  erfordert  diese  Frage  ein  reifliches  Studium.  Ich  erlaube  mir  in 
dieser  Hinsicht  einige  Anregungen  zu  geben.  Man  könnte  z.  B.  weg> 
lassen:  die  Lehre  von  dru  diophantischfn  Gleichungen^  da  sie  mit  den 
Übrigen  Teilen  der  Schnlmathematik  in  keinem  Zusammenhange  steht^ 
femer  am  Gymnasium  die  KomhinaÜonalfkre  und  den  hifioiin'.schfn  Lrhr- 
säte  (für  positive  ganzzahlige  Exponenten),  da  die  Wahrscheiulichkeits- 
lehre  ohnedies  schon  weggefallen  ist  und  der  binomische  Lehrsatz  an 
der  Mittelschule  keine  Anwendung  findet. 

An  der  Realschule  könnte  die  sghärist^  Trigofwmdrie  bedeutend 
gekürzt  werden,  weil  fSr  alle  dort  Torkommenden  Anwendungen  die  Auf- 
lösung des  rechtwinkligen  Dreieckes  und  der  Kosinussatz  genQgen;  alles 
Übrige  wäre  dem  Hochschnlunterricht  zu  Überlassen. 
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Was  den  Übungsetoff  anbelangt,  so  konxiie  Tiel  Zeit  gewonnen 
werden  dnieh  Benütsung  Ton  vienkUiffen  LogarUhmenkrfdn,  welche  für 
die  Zwecke  der  Mittelschole  ToUstandig  anareicben,  durch  Vermeidung 
edtwieriffer  TexUxufyaben  nnd  solcher  Gleichnngeu^  deren  Anflösong  nnr 
durch  aufiergewähnlidie  Kunstgriffe  möglich  ist,  desgleichen  Ton  Am»- 
pUgierten  KansiruikHons-  und  trigonomHrisf^en  Aufgaben,  Ohne  die  Be- 
deutung dieser  Ühnngen  ftir  das  selbstindige  Denken  au  Terkennen, 
glaube  ich  doch,  daß  nach  dieser  Bichtung  dfter  au  hohe  Anforderungen 
gestelli  werden,  woTon  man  sieh  bei  der  Durchsidit  der  schrifUii^en 
HatuiitStsan^aben  flberaeugen  kann. 

Hingegen  möchte  ich  mich  gegen  die  hie  und  da  geäußerte  Ab- 
sicht, die  wisfienschaftliche  Begründung  der  arithmetisdien  Operationen 
im  Unterrichte  zu  übergehen,  ganz  entschieden  ausspredien.  Man  würde 
dadurch  in  den  Grundlagen  Unklarheiten  und  Lücken  entstehen  lassen, 
welche  auch  das  Folgende  ungünstig  beeinflussen  müßten.  Das  lehr- 
reiche Kapital  der  systematischen  Entwicklung  des  Zahlbegrifls,  dessen 
Wiederholung  in  der  Priraa  die  preußischen  Lehrpläne  ausdrücklich 
vorschreiben,  würde  den  österreichischen  Schülern  unhekanut  bleiben. 
Man  wendet  mit  Unrecht  ein,  daß  die  Schüler  fiir  den  eben  erwähnten 
StoÜ'  in  jenem  Zeitpunkte,  in  dem  er  nach  den  Lehrpläuen  Torzunehmen 
ist,  noch  nicht  die  geistige  Reife  besitzen.  Denn  wenn  man  die  Element« 
der  Infinitesimalrechnung  dem  Staudpunkte  der  Mittelschule  anpassen 
kann,  so  muß  dies  um  so  leichter  bezüglich  der  Elemente  der  Arith- 
metik gelingen. 

Zum  Schlüsse  fasse  ich  die  vorausgehenden,  zum  leiie  nur  an- 
gedeuteten Ausführungen  in  folgenden  Sätzen  zusammen: 

Die  Elemente  der  Infinitesimalrechnung  sind  an  sämtlichen  Mittol- 
Hchulen  oder  höheren  Lehranstalten  einzuführen.  Bei  dor  Bestimmung 
des  Umfantres,  in  welchem  dies  zu  t^cschehcn  hat,  i)erücksichtige  man: 
1.  das  Auffassungsvermögen  der  Schüler,  2.  die  Zeit,  welche  durch 
Kürzungen  des  jetzt  vorgeschriebeneu  Lehrstoffes  und  Einschränkung 
allzuweit  ausgreifender  Übungen  gewonnen  wird,  wobei  in  Osterreich 
zugleich  eine  mäßige  Vermehrung  der  Mathematikstunden  und  speziell 
für  die  Realschule  die  Erweiterung  um  einen  Jahrgang  ^mistreben 
wäre,  3.  jene  mathematischen  and  physikalischen  Aufgaben  an  der 
Mittelschule,  wolclio  die  Anwendung  der  Infinitesimalrechnung  erfordern. 
Den  neuen  Tiehrstoff  suche  man  anschaulich  darzustellen  und  an  zahl- 
reichen Beispielen  au  erläutern,  ohne  jedoch  die  Gesetze  der  Logik 
außer  acht  zu  lassen.  Denn  die  Mathematik  soll  dem  Schüler  in  allen 
ihren  Teilen  als  das  Muster  einer  exakten  Wissenschaft  erscheinen. 
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Über  Logik  und  Hengenlehre. 

Von  A.  E0B8BLT  in  PImiqii  i.  Y. 

Die  Bemerkungen  der  Herren  Weber  und  Vahlen  in  dem  vor- 
hergoheiBden  Hefte  veranlassen  mich  zu  folgenden  Gegenbemerkoi^iL 

Ein  Leser  könnte  zunächst  fragen:  „Was  haben  die  Ausführungen 
über  Schaffen,  göttliches  Geschlecht^  Idealbild  usw.  mit  den  Sätzen  der 
Mengenlehre  zu  tun?  Ich  kann  keine  dieser  Yorstellimgeii  in  doi 
Sätzen  dieser  Lehre  selbst  entdecken/'  Darauf  wäre  zu  antworten: 
Sie  dienen  dazu,  die  Stelle  der  Mengenlehre  innerhalb  der  Logik  und 
Mathematik  festzustellen  und  der  Leser  über  einige  schwierigere  Be* 
griffe  und  die  Notwendigkdt  ihrer  Einführung  aufeuklären.  Zu  solchen 
Ansichten  keine  Stellung  nehmen,  angeblich  weil  sie  zu  nichts  führen,^ 
heißt  die  Mathematik  von  der  Logik,  also  Ton  den  Gesamtheit  der 
Wissenschaften  loeldsen  und  sie  unfruchtbar  maehen. 

In  der  Erörterung  Aber  die  rationalen  Zahlen  scheinen  mir  so» 
wohl  Herr  Weber  sls  Herr  Dedekind  Recht  zu  haben.  Genau  ge- 
nommen schafft  unser  Denken  nichts,  was  vorher  nicht  dagewesen, 
aondeam  findet,  erkennt,  entdeckt  bisher  unbemerkte  YorsteUiingen  in 
seinen  Erlebnissen,  freilich  nur,  weil  es  etwas  finden  will  Die  Auf- 
findung eines  matiiematischen  Beweises  ist  ebensogut  eine  Entdeckung 
oder  Erfindung  wie  die  Erfindung  des  Kompasses  oder  die  Entdeckung 
Amerikas. 

Soll  die  iirationale  Zahl  als  Schnitt  Ton  rationalen  Zahlen  Ter- 
standen  werden,  so  ist  das  aUerdings,  als  Yoistellimg  des  Ftores  Ton 
Inbegriffen  rationaler  Zahlen,  ein  anderer  Begriff  als  „rationale  Zahl" 
und  soweit  schon  etwas  ^eaesf*.  Aber  dasu  muß  noch  die  Bemerkung 
kommen,  daß  ein  Schnitt,  der  eine  rationale  Zahl  bestimmt,  selbst 
keine  rationale  Zahl  ist  und  daß  die  Schnitte  ftlr  sich  einen  neuen  In* 
begriff  von  Gegenstanden  bilden,  die  zwar  in  „Zahlbeziehungen"  stehen, 
aber  von  den  rationalen  Zahlen  yerschiedai  sind.  Die  ^dung  von 
bloßen  Inbegriffen  ist  uns  zu  geläufig,  als  daß  sie  uns  als  etwas  Neues 
vorkäme. 

Den  lieben  Gott  braucht  man  hier  nicht  heranzuziehen.  Auch 
die  geistige  Tätigkeit  des  Iloclistaplerö  oder  Baukdiebes  ist  in  dem 
hier  gemeinten  Sinne  schöpferisch. 

Nur  die  Vors  teil  imiEren  der  formalen  Wissenschaften  (Logik,  Mathe- 
matik, Mechanik j  heißen  jpa-säend  BegriÜe,  die  realen  Wissenschaften  . 
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(Psychologie,  Physik,  GFesdiielite  usw.)  heenatzen  «neh  Audiftuimgeii 
und  gemisdito  YonMhmgeiL  Tolknds  sind  nidit  alle  BegrifiSB'Gattii]ig>> 

hegriffe,  es  gibt  aneb  leere  und  Emzelbegrifre. 

Ein  Idealbfld  (eine  Yontellimg)  kann  exiatieren,  ehe  ich  ea  mir 
cum  Bewnßtoein  gebneht  hftbe^  nSmlieh  in  einem  andern  Bewnfiisein. 
Ist  ea  aher  euunal  Ton  mir  erkannt  aa  Terachwindet  fB  nicht  ginzlich, 
ee  läßt  Naehwirbmgen  zorQek. 

Wie  jeder  zum  YerBtandnis  der  Begriffe  der  Zahl,  des  Raumes,  der 
Zeit»  dea  ünendlidien  usw.  gelangt,  wird  sich  nicht  allgemein  angeben 
lassen,  das  hängt  Ton  seinen  sonstigen  Erlebnissen  ab.  In  gesitteten 
Ländern  wird  ein  Kind  wohl  einfach  die  Worte  hören  und  die  ent- 
sjjieciieadeii  uder  passende  Gegenstände  gezeigt  bekommen. 

Werden  die  Vorst»'Uun*j;en  mclit  geschaffen,  sondern  in  den  Er- 
lebnissen geschaut,  an  ihnen  vorgefunden,  so  ist  es  kein  Wunder,  wenn 
man  umgekehrt  gewissen,  auch  sehr  abstrakten  Vorstellungen  Wahr- 
nehmungen zuordnet,  die  durch  die  Vorstellungen  in  Zusammenhang 
gebracht  werden.  So  wird  die  Zukunft  vorhergesagt  und  die  Ver- 
gangenheit wieder  herauf  gebracht.  Ergeben  sich  merkli  li.^  oder 
wichtige  Abweichungen  von  dem  Erwarteten,  so  lefft  man  euuge  der 
gebrauchten  Vorstellungen  und  Grundsätze  beiseite  und  sucht  zweck- 
mäßigere „Hypothesen''.  Für  gewisse  Fälle  ist  nicht  bloß  eine  kleine 
Kugel,  sondern  ein  Land,  die  Erde,  die  Sonne  usw.  ein  Punkt. 

Sollen  ä\<i^  Worte  „ich  zweifle,  ob  wir  hier  jemals  zum  befriedi- 
genden Abschluß  kommen  können''  bedeuten,  daß  sich  in  den  Grund- 
sätzen der  Mathematik  und  Mechanik  stets  Widersprüche  ergeben 
werden,  so  würde  das  Verzweiflung  an  der  Mathematik  als  Wissen- 
schaft, ja  allseitigen  Skeptizismus  nach  sich  ziehen.  Soll  dies  aber 
heißen,  daß  immer  einige  Gelehrte  in  den  Grundlagen  nodi  Unklar- 
heiten finden  werden,  so  kann  ich  dem  auch  nicht  beistimmen.  Die 
Iffeinung  kann  aich  höchstens  auf  lie  gangbaren  Logikbücher  gründen, 
deren  Wart  f&r  die  Mathematik  allerdings  fast  gleich  KoU  ist  Wer 
aber  Bolsanos  Wissenschaftslehre  studiert^  wird  zur  entgegengeaeteten 
Überaeiigung  kommen. 

Nicht  die  Wahrheit  (Tatsache),  daß  eine  Menge  Teile  haben  kann, 
entnehmen  wir  der  Erfahrung  (sondern  das  liegt  im  Begriff  der  Mei^), 
aondem  die  Wahrheit,  daß  es  Mehrheiten  überhaupt  gibi 

Sagen,  daß  in  den  Mengen  A  und  B  Elemente  vorkommen,  die 
objekÜT  identisch  sind,  heißt  soviel  wie:  Wir  betrachten  nicht  die 
Gegensände  TOn  A  und  JB  sclhati  sondeni  SEwei  Mengen  A'  nnd  B' 
yerachiedener  Yoratellnngen  derselben,  wobei  A'  wad  B'  keüi  Glied 
gemeinsam  haben.   Oder  audi  so:  Wir  betrachten  nicht  einen  Gegen- 
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stand  X  von  sondern  das  Paar  (x,  Ä)  des  Gegenstandes  und  eines 
gewissen  Inbegriffes.  Jedenfalls  können  wir  zunächst  nur  gänzlick  ge< 
trenuto  Mengen  auf  ihre  Anzahlen  hin  vei^leichen. 

Gehe  ich  Ton  der  beliebigen  endlichen  Mengo  A  nus  und  gebe 
ihr  einen  Namen  oder  ein  Attribut  a,  das  ich  ihre  Zahl  nenne,  so 
tae  ieh  etwas  Überflüssiges  und  Falsehes.  Denn  die  Menge  bat  schon 
den  Namen  wozu  noch  der  andere  Name  «?  Dies  «  soll  auch  gar 
nicht  der  Name  der  Menge^  sondern  ein  kOrserer  Name  för  die  For- 
städung:  „Menge  die  mit  A  !•!  deutig  paarbar  ist'*  sein,  ist  also  ein 
Gattungsname,  kein  Eigenname. 

Falsch  ist  es,  den  Naimm  a  eine  Zahl  zu  nennen,  Zahl  ist  vieK 
mehr  der  Gegenstand  der  YoisteUung,  deren  Zeidim  «  isi  «ist 
Zdehe»  einer  Zahlvorstellungi  Zahlzeichen.  Am  besten  nennt  man 
wohl  „Anzahl  ron  A**  den  Inbegriff  der  mit  A  gleichweiten  Mengen. 
Da  ich  diesen  Begriff  Terstehe,  kenne  ich  ihn  auch,  mi^  ich  mir  nun 
von  sdnem  Umfenge  ein  Bild  machen  können  oder  nicht.  Im  Sinne 
Herrn  Webers  gesprochen  „kennet'  ich  nicht  den  Inbegriff  der  ganzen 

Zahlen  zwischen  0  und  9^  und  werde  ihn  in  meinem  Leben  nie  kennen, 
obwohl  er  endlich  ist. 

Nicht  deshalb  bilden  die  endlichen  Zahlen  keine  endliche  Meng^ 
weil  mir  keine  «idliche  Menge  bekannt  ist,  die  ich  nicht  noch  Ter- 
mehren  könnte,  sondern  weil  dies  in  dem  Begrille  der  endlichen  Zahl 
liegi  Wer  etwas  anderes  dabei  denkt,  z.  B.  „endliche  Zahr'  nur  eine 
der  Zahlen  0,  1,  2,  .  .  .,  16  nennt,  nimmt  das  Zeichen  „endlielie  Zahl** 
in  einer  Bedeutung,  fUr  die  es  nicht  bestimmt  ist.  Er  könnte  dann 
mit  seineu  endlichen  Zahlen  immer  noch  die  vier  Rechnungsarten,  nur 
nach  dem  Modul  17,  ausfuhren. 

In  dem  elementaren  Teile  der  Mengenlehre  bleibt  man  auch  noch, 
wenn  man  zunächst  den  Unterschied  zwisdien  Endlich  und  Unendlich 
nicht  einfahrt,  sondern  etwa,  nachdem  der  Begriff  der  Ordnung  gegeben 
ist,  sagt: 

Eine  Ordnung  a  heißt  eine  Wohlordnung,  wenn  für  jede  Teil« 
menge  m  der  Glieder  von  o  (des  Gebietes  Ton  a,  der  durch  a  ge- 
ordneten Menge)  einer  der  beiden  Satze: 

Die  Menge  m  besitzt  ein  Anfangsglied  in  «; 
die  Ment?e  m  besitzt  »'in  Eiici<rlied  in  a, 

und  saar  innnrr  (/>  rsf  lhi\  zur  Wahrheit  wird. 

Eine  Wohlordnung  heißt  eine  A})zählbarkeit,  wenn  jedes  Nicht- 
antangsglied  (bez..  jedes  JSichtendgiied)  einen  Vomachbar  (nachfolgenden 
Nachbar)  hat. 
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Eine  Menge  heiBt  aMhlbar,  wenn  sie  Qebiei  emer  Abiililbtr» 
k«it  ist 

Eine  Menge  heiBt  endlich,  wenn  sie  Gebiet  einer  AMUbarkeit 
ist  und  in  dieser  ein  Endglied  (An&ngsglied)  hat 

Eine  gegenständliche  nicht  endliehe  Menge  heifit  mündliche  Menge. 

Eine  Menge  heifit  abdOilber  unendlich,  wenn  sie  unendlich  und 
abs&hibM*  ist 

Sagt  man:  eine  linear  geordnete  Menge  heifit  stetig,  wenn  jedes 
dnroh  Ordnungsbesehnngen  (teils  Ton  der  Fom  «  >  teils  Ton  der 
Fonn  x<b)  ia  bezog  auf  Dinge  a,  h,  . von  M  definierbare  Ding  x 
ein  Ding  von  m  ist, 

so  ist  auch  (a,  b,  c)  eine  stetige  Menge,  denn  es  ist  a<.h<e, 
nnd  dies  gilt  nnr  für  h.  Freiliek  wftre  andi  in  der  geordneten  Menge 
(a,  h\  c)  das  nene  Element  h*  so  bestimmt,  dann  erhebt  sich  aber  der 
Einwand,  daß  durch  die  Dinge  a,  h,  . . .  ron  M  überhaupt  Irain  Ding  x 
„definierbar''  ist.   Dann  gibt  es  keine  stetigen  Mengen. 


Ratschläge  und  Unterweisnngen  für  die  Studierenden  der 
Mathematik  und  Natarwissenfioliaften  an  der  ünlTersit&t 

m  Münster  i  W. 

Von  B.  y.  Liubnthal  in  Münster  i.  W. 

Zu  B('*»^inn  des  Öomuu : m cstere  1906  sind  „Ratschläge  und  rnt^  r- 
weisiingeu  für  die  Stndieroinien  der  Mathematik  und  Naturwissenschatteu 
an  (Irr  Universitiit  zu  Müuster  i  W"  gedruckt  worden,  die  zum  Teil 
von  iiuderen  als  den  sonst  «iltlirhm  ( ipsichtspunkten  aus  entworfen  sind. 
Die  Ratschläge  wollen  dem  Studierenden  den  Weg  zeigen,  auf  dem  die 
übliche  Vorlesungsmethode  zu  dem  beabsichtigten  Nutzen  führt,  und 
schärfen  deshalb  die  selbständige  Ausarbeitung  des  Geborten  auf  Grund 
eigener,  während  der  Vorlesung  gemachter  Aufzeichnungen  ein.  Äußer- 
em ist  die  Beschäftigung  mit  aUgemein  bildenden  Fächern  angeraten. 
O^iauere  Ratschläge  über  die  Ausbildung  in  den  einzelnen  Fächern 
sind  den  FachTertretem  Überlassen.  Die  „Unterweisungen''  wollen  dem 
Studierenden  keineswegs  angeben,  auf  welche  Weise  er  ein  TorzügUcher 
Mathematiker,  Physiker  usw.  werden  kann.  Die  Absicht  der  weitaus 
größten  Anzahl  der  Studierenden  der  Mathcmutik  und  Naturwissen- 
schaften geht  nicht  dahin,  eine  unifassende  Fachgelehrsamkeit  zu  er- 
werben,  eondem  mdgliehst  gut  die  Prüfung  für  das  höhere  Lehramt  m 
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bestehen,  damit  so  das  Fortkoinineii  nu  spateren  Loben  gewährleistet 
sei.  Damit  erw^ächst  die  Aufgabe,  den  m  Betracht  kommenden  Lehr- 
betrieb Jiut  der  Universität  so  einzurichten,  daß  wenigstens  in  einem 
Fache  eine  tiefer  gehende  wissenschaftliche  Durchbildung  nnd  die 
FäliiL^keit,  8elV>Rtändipr  weiter  zn  arbeiten,  ermöglicht  wird,  und  dies  ist 
bei  der  Kürze  der  Studieir/eit  nicht  ohne  EntlaBtiinjr  dps  Studierenden 
in  den  übrigen  vcn  ihui  betriebeiieu  ITudiem  zu  erreichpii.  W  ir  nennen 
Hntipffaeh  dasjeniL^^e  Fach,  aus  dem  der  Stndiereude  in  der  Staatö- 
prütimu:  tiie  fach  wissenschaftliche  schriftliche  Arbeit  entnimmt.  Für 
die  iiDri^^eii  Fächer  sind  in  den  ,  T^nterwei^^nngen**  die  Minimal- 
ant'orderungen  znsammenü:estellt ,  dio  zu  erfüllen  sind,  wenn  in  einem 
dieser  Fächer  die  Lehrbetähiguiig  für  die  erste  oder  zweite  T>ehrstnf© 
erlangt  werden  soll.  Für  das  Hauptfach  wird  darüber  hinaus  eine 
weitergehende  Benutzung  der  von  der  Universität  gebotenen  Lern-  und 
Übungsgelegenheiten  verlangt.  Vertreten  sind  die  Fächer:  Reine  und 
angewandte  Mathematik,  Physik,  Chemie,  Mineralogie,  Botanik,  Zoologie, 
Philosophie.  Für  die  Geographie  steht  die  AnfiBtellimg  der  Minimal- 
anforderungen  noch  aus. 

Bei  der  Beurteilung  des  Ganzen  dürfte  Wert  zu  legen  sein  anf  die 
erzielte  Einigung  der  Vertreter  recht  verschiedener  Fächer  zu  dem 
Zweck^  dem  Studierenden  von  vomherein  Klarheit  über  das  zu  Leistende 
zu  Terschaffen.  Das  Ergebnis  dieser  Einigong  ist  gewiß  noch  ver> 
besserungoHUiig,  aber  die  Grundlage  für  eine  gesunde  Weiterentwicklung 
ist  gelegt^  und  damit  ist  die  alte  Gewohnheit^  im  Lehrbetrieb  getrennt 
zu  marschieren,  in  der  Staatsprüfung  vereint  bq  schkgen,  immerhin 
nm  ein  betrachtiiches  Stflck  zurackgedrangt  worden. 

Münster  i  W.,  im  Mai  1906. 


Leonard  Eulers  Wohnhans  in  Berlin. 

Auszug  aus  einem  Jiriefe  an  P.  Stiii  kel  in  Hannover. 

Von  G.  Valentin  in  Berlin. 

...  Im  Jahre  1741  wurde  Leonard  Enler  ans  Petersburg  nach 
Berlin  hemfen,  wo  er  bis  1766  gehliehen  ist.  Man  findet  in  dem 
„Adres-Galender  der  EgL  Haapt- . . .  Stadt  Berlin''  für  1742  nnd  ebenso 
für  1743  angegeben:  „L.  JEkder  wohnt  auf  der  Neuäadt  hey  der  Pots- 
damschen  Brücke  in  dem  Ba/rbonesmiäim  Bmsit^  nnd  in  den  Jahrgängen 
des  „Adres-Galonders''  fftr  1744  bis  1766:  „L.  'EivAer  wohnt  in  der 
Bärenstraße  tn  seinem  eigenen  Biausif*,   Aus  der  von  Schmettanschen 
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Karte  von  Berlin  Tom  .Lilire  174*^  ergab  sich,  dnß  in  dor  Neustadt  der 
Teil  der  jetzigen  Frie<lrich?traÜe  zwischen  der  Behrenstraße  und  Unter 
den  Linden  damals  Potsdamsche  Brücke  genannt  wurde,  und  ferner,  daß 
auf  der  Südseite  der  Behrenstraße  zwischen  der  Friedrickstraße  und 
Kanonierstraße  Gärten  lagen,  an  einer  Stelle  jedoch  unterbrochen  dnrch 
ein  bebautes  Grundstück,  das  auf  jener  Karte  als  „EilerscheB  Haus''  be- 
zeichnet war.  Dies  war  also  Eulers  Wohnhaus.  Da  der  von  Schmettau- 
sehe  Plan  bei  allen  Kennern  als  sehr  genau  gilt,  konnte  ick  den  Versuch 
wagen,  durch  genaues  AumnesBen  mit  dem  Zirkel  jenes  ,,Eilersche 
Haus''  mit  einem  neueren  Plane  von  Berlin  zu  identifizieren;  ich  benutzte 
dasn  den  Situationsplan  von  Sineck  vom  Jahre  1861,  auf  dem  jedes 
einzelne  Gmndrtftck  mit  allen  Beinen  Gebäuden  und  den  entsprechenden 
Hausnummern  genau  eingezeichnet  ist,  und  ea  ezgab  sich  hieraus,  daß 
das  „Eil ersehe  Haus"  mit  den  beiden  Häusern  Behrenstraße  20ßl  vom 
Jahre  1861  identisch  sein  müsse.  Hiermit  glaubte  ich  mich  jedoch  nicht 
begnügen  zu  dürfen  und  wendete  mich  an  das  Gnmdboohami  Die  Ein- 
sidit  in  die  Grnndbtlelier  wurde  mir  yon  dem  Amtegericht  bereitwilligit 
gestattet,  fitthrte  jedodii  zunächst  zu  keinam  Eigebnia,  da  die  jetzigen 
Grundbücher  für  die  in  Frage  kommende  Gegend  erst  mit  dem  Anfimg 
cIcB  Torigen  Jahrhunderts  beginnen*  Brst  als  der  Beamte  einen  alten  Band 
herrorsuchte,  in  dem  sich  beruhigte  Auazflge  aus  dem  „FranzSsiscben 
Colonie-Geriehte^  Aber  die  Grundstücke  der  Behienstrafie  wahrend  des 
18.  Jahrhunderts  be&nden^  kam  Licht  in  die  Sache.  Hier  war  unter 
der  Beihe  der  Eigentümer  des  Grundstückes  Behrenstrafie  1^5  auch 
Leonhard  Euler  genannt^  und  aus  einer  angehängten  VergleichsUste 
der  Grundstftcksnummem  des  18.  Jahrhunderts  mit  den  jeteigen  Nummern 
ergab  sich,  daß  die  damalige  Nummer  14  identisdi  mit  der  jetzigen 
Kummer  21  ist.  Das  jetzige  Harn  Nr.  21  der  Bdtrensbraße  sUht  also 
auf  der  SMle  des  von  Leonard  Eider  1744  hie  1766  hemihnien  und  ihm 
ffdiäriffe»  Gnmdsiäekes, 

Am  15.  April  nächsten  Jahres  werden  wir  Eulers  zweihundert- 
jährigen  Geburtstag  feiern  kdnnen.  Es  wäre  zu  wünschen,  daß  dann 
an  dem  Hause  eine  Gedenktafel  angebracht  würde,  die  daran  erinnert, 
daß  hior  2S  Jahre  lang  Eulers  Wohnsitz  gewesen  ist.  .  .  . 
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Mittoüuiigeii  und  Naehnchteit 

Qeeigiielie  lüttoiliuigeii  irird  der  Henrnfgeber  cteti  mit  gHtftten  Dtnke  entgegen- 

nehuea. 

1.  Akad«ml«n.  OesellseluifteiL  YereüiipiDgieii.  YanamnliuigtiL 

V«rftnderangen  im  taioiiiUMrtaiide  d«r  Deatetiieii  lfnth»tn«tlkpr» 
YeMinlgimg.   lOni  und  iLpiU  1906. 

Neu  aufgenommen  nie  Mitglieder: 
Dr.  phtt.  O.  Berkhan,  Kandidat  des  höheren  Scholamts  in  Hamborg, 

Arndtstraße  21. 
Dr.  phil.  K.  Giebel  in  Schleusingeo ,  Klosterstrafle  21. 

Dr.  phil.  A.  W.  Vf'lt*»n,  Rputner  in  Kreuznach, 
Friedrich-Eugens  Kealüchule  in  Stuttgart. 
Mathematisches  Seminar  der  Universität  in  Kiel. 

Gestorben: 

Am  8.  April  starb  in  Mflnchen  der  langjährige  ordentliehe  Ftofeseor  der 
Hatiiiemalik  an  der  dortigen  üniTeisitftt  Oeheimrat  Gustav  Bauer. 

Adressenänderungen: 
Braunmühl,  A.  v.,  PtofiMSor  an  der  Technischen  Hochschule,  Manchen, 

Blütenstraße  17. 
Certo,  L.,  Professor  am  R.  Liceo  Terenzio  Mamiani,  Rom. 
Denizot,  A.,  Dr.  phil.,  Charlottenljuri:,  SchlQterstralie  7. 
OeySf  A.  T.,  wissemchaftl.  Lehrer  a.  d.  höheren  Privatschule,  Herzberg 
(Elster),  Markt  4. 

Schlink,  W.,  Ftofessor  an  der  Technischen  Hoehschule  Bmunschweig. 
Snyder,  V.,  Professor  an  der  Cornell  ümTersitSt,  Ithaca,  N.  Y.,  üniversitj 

Avenue  214. 

Wieghardt,  K.,  Professor  au  der  Technischen  Hochschule,  Braunsohweig, 

Schleinitzatralit!  10. 
Wilson,  E.  B.,  Professor  an  der  Yale  TJniTersität,  New  Häven,  Conn. 

Deiitscho  Mathematiker- Vereinigung.  Einladung  zur  Jahre.s- 
versammiuug  in  Stuttgart.    Der  unterzeickuete  Vorstand  der  Abteilung 

für  Mathematik,  Astronmnie  und  OeodSaie,  sowie  der  Vorstand  der 
Deuts<dieik  iffa^fcii«™«AiVM».Vayfti«igniig  gibt  sieh  die  Ehre,  Sie  zu  der 
in  der  Zeit  vom  16. — 22.  September  d.  J.  in  Stuttgart  stattfindenden 
78.  Versammlung  Deutscher  Naturforscher  und  Ärzte  ergebenst 

einzuladen. 

Da  den  spUt^-ren  Mitteilungen  über  die  Versamiuluiig,  die  im  Juni  zur 
Versendung  gelangen,  bereits  ein  vorläufiges  Programm  der  Verhandluü^*ru 
beigeftigt  werden  soll,  so  bitten  wir,  Vorträge  und  Demonstrationen  ^ 
namentlicli  soldie,  die  hier  größere  Vorbereitungen  erfordern  —  wenn 
möglich  bis  zum  1.5.  Mai  bei  dem  mitunterzeichneten  Hexm  Prof.  Dr. 
A.  Krazer,  Karlsruhe,  Westendstraße  57  anmelden  zu  wollen.  Vorträge, 
die  erst  später,  insbesondere  erst  kurz  vor  oder  während  der  Versammlung 
angemeldet  werden,  können  nur  dann  noch  auf  die  Tagesordnung  kommen, 
wenn  dafür  nach  Erledigung  der  früheren  Anmeldungen  Zeit  bleibt;  eine 
Gewähr  hiefllr  kann  daher  nicht  fibemommen  werden. 
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Die  allgememe  Gruppierung  der  Verhuidliingeii  soll  80  stattfinden,  dafi 

Zusammengehöriges  tunlichst  in  derselben  Sitzung  zur  Besprechung  gelangt; 
im  übrigen  i«t  fttr  die  Beihanfolge  der  Vorträge  die  Zeit  ihrer  Amneldiuig 

maßgebend. 

Auch  in  diesem  Juiurc  smd  Vorbereitungeu  dafür  getroffen,  mii  IIBr 
untere  Ywluuidliiiigeii  Mittelpunkte  zu  sehaffen.  Hiec»i  ist  zoidUdist  die 
Funktionentheorie  in  Ansneht  genommen;  wie  wir  ecbon  jetet  mitteilen 

können,  wird  von  sachkundiger  Seit«  Ober  einige  neuere  trntemelnittgeo, 
insbesondere  auf  dem  Gebiete  der  Theorie  der  Funktionen  mehrerer  Ver- 
äuderlicheu  berichtet  werden.  Vorträge  über  den  genannten  Gegenstand 
sind  uns  daher  b&äuuders  willkoinmeu. 

Ganz  besonders  dankbar  wären  wir  für  Vorträge  über  Gegeustäudef 
welche  rieh  zur  Beeprediung  in  kombinierten  l^tzungen  zweier  oder  meihrerer 
Terwandter  Abteilungen  eignen,  da  es  dem  uniTorsellen  Charakter  der  €to- 
sellflcbaft  Deutscher  Naturforscher  und  Ärzte,  in  welcher  im  Gegensatz  zu 
den  zahlreichen  alljährlich  stattfindenden  Spezialkongressen  sämtliche  Zweige 
der  Naturwissenschaften  und  Medizin  vertreten  sind,  entspricht,  daß  gerade 
solche  mehrere  Abteilungen  interessierende  Fragen  zur  Verhandlung  gelangen. 

Den  15.  März  1906. 

Der  Vorstand  der  I.  Abteilung: 

Die  Einführenden: 
Beu sohle,  Dr.,  Prot  a.  techn.  Hochschule. 
Mehmke,  Dr.,  Prof.  a.  techn.  Hodimshule. 
Hammer,  Dr*,  fnt  a.  tedin.  Hoekschule. 

Die  Sehriftfflhrer: 

Wölffing,  Dr.,  Prof. 
Stübler,  Dr.,  IViv.-Do/.  und  Ass. 
Der  Vorstand  der  Mathematiker-Vereinigung: 
Prof.  Pringsheim,  München,  Vorsitzender. 
Prof.  Krazer,  Karlsruhe,  Schriftführer. 

Berliner  Mathematische  Gosellachaft.  Sitzung  am  Mifffroch  dm 
;J5.  Aj/iU  1906.  Tagehordnuug:  Denizot,  Zur  Kritik  der  Theorie  des 
Foncaultsoken  Pendels.  Meißner,  Über  ^tematiache  Fehler  bei  Zehntel- 
scbfttznngen. 

Maihiwnatiaehe  Sektion  der  Behleeiaeben  GeaeUiehalfe  ffir  Yater^ 
Undieohe  Kultur.  Sü^Bwiff  am  30.  April  1906i  Sturm,  Über  das  Pdncip 
der  speziellen  Lage.  Kneser,  Die  Integralgleichungen,  ein  neues  Hil&mittel 
der  mathematisckein  Physik.  (Beferat) 

Kattfceniatisch-SBtrononiliolie  Sektion  der  Natorforsohenden  Qe* 

sellsohaft  in  €R5rllta.  Winter  19Oö;O0.  16.  Xonmbcr  1905.  Lorey: 
1)  Bericht  über  die  Ver^taramlungen  in  Hall»'  und  Mfran,  insbesond<^re  {\bor 
die  neuen  Lehrpläne,  -f )  du«  v.  Staudt-»cli<'  Ivoustnikrion  des  if^f^tdnillßigeu 
Fünfecks.  —  Weist:  eine  besondere  Art  räumlicher  Veranschaulichuug 
(s.  Schottens  Zeitschrift  1906  Seite  336.).  —  Koch:  Qber  eine  russische 
Bechenmasdiine.  ^  14.  Deemibcr.  Lorey:  Periodische  Erscheinungen  und 
ihre  mathematische  Beschreibung,  (mit  Lißhtbild(>i-n ,  die  das  math.  Institut 
der  UniTersitftt  Q<^ttingen  freundlichst  gelieben  hatte.)  -~  18,  Jmuar  3906, 
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Decker  t:  Pascbkes  Theorie  der  Kraft stralilen.  —  15.  Februar  1906.  Lorej: 
1)  GruppenÜieoretische  Erläuterung  der  Neperschen  Hegel.  2)  Metbodisehes 
BOT  WunelberaclinuDg.  —  15.  Mär»  190$.  Hetzdorf:  Qesdudililielie  Be- 
merkungen Uber  Nftharongswerto  Ton  n. 

Msthemattodhe  Qwrolliwiliiift  In  Gttttiiigon.  14,  SHtmmg  tm 
13.  Februar  1906:  H.  Müller  referiert  übtf  Poinoai^  (TiLtersnohungen 

über  die  Gleichgewicbtsfigureii,  von  der  eigenen  Schwere  unterworfenea 
rotierenden  Flüssigkeitsmassen,  insbesondere  die  von  ihm  entdeckten  „bim- 
förmigen"  Gloichgewithtsfiguren.  15.  Sitgunr/  am  20.  Februar:  E.  Zermelo 
referiert  über  das  Ton  ihm  in  deutscher  Übersetzung  herausgegebene  Buch 
▼on  J.  W.  OibbSt  Blementary  principles  in  statisiacal  mechtiiics.  Der 
Vortngende  mmmt  besonders  gegm  die  im  19.  Kap.  entwickelte  Theorie 
der  Entropiezunahme  Stellung,  indem  doli  gegen  diese  Betrachtungen  die 
gleichen  Einwände  erheben  lassen,  welche  der  Vortragende  bereits  bei 
anderer  Gelegenheit  wiederholt  geltend  gemacht  hat.  16.  f^Uznnq  am 
27.  Februar:  C.  Runge  berichtot  über  die  von  ihm  gehaltene  Vurlüsuag  über 
„Graphische  Methoden  der  Mechanik  und  Physik^^  D.  Hilbert  bespricht 
seine  demnBcihst  in  den  Q^tt  Naehr.  encbeinende  „IV.  Mitteilnng  Uber 
IntegnJgleidmngen^,  welche  von  den  quadratischen  Formen  mit  un«idlidi 
viel  Variablen  handeln  soll. 

Verein  rar  IVIrdenuig  des  Unterriohta  In  der  Mathematik  nnd 
den  HatnrwiaaenBchaften.    Die  XY.  Hauptversammlung  findet  Pfingsten 

d.  J.  zu  Erlangen  statt.  Es  werden  wie  üblich  drei  allgemeine  Sitzungen 
und  mehrere  Abteilungssitznngen  stattfinden,  außerdem  eine  geschäftliebe 
Sitzung  der  Sektion  Bayern,  sowie  eine  Geschüftssitzung  des  Gesamtvereins. 
Fflr  die  aUgemanen  Biteungen  nnd  nadi  dem  soeben  snr  Versendung  ge* 
langten  Programm  folgende  maOiMnatisehe  nnd  phTsikalisohe  Vortrage 
geplant:  Ducrue,  Über  geometrische  Propädeutik;  Wiedem  i  n  u .  Das 
Experiment  im  Altertum  und  Mittelalter;  Wieleitner,  Der  Zahl-  und  Menge- 
begrift'  im  Unterricht;  Pietzker,  Die  Stellimtr  der  Fachkreise  zu  den  Vor- 
schlägen der  von  der  Natnrfnrsehergesell^ihalt  eingeset/ten  Unterrichts- 
kommission.  —  i'üi"  die  Abt^ilungssitzungen  sind  bisher  folgende  Vorträge 
mathematisch  -physikalischen  Inhalte  angemeldet:  Geissler,  Neue  Darstellung 
des  Grenxllbergattges  und  des  Grensbegriffs  durch  Weitenbehaftnngen  mit 
besonderer  Berück^iehtignng  des  Schulunterrichts;  Grirasehl,  Vorlesung«- 
versuche  zur  Welleolehre;  Pict/ker,  Vorzeigung  der  Esselingsclicn  Zpichnnng 
des  regelmäüigen  Scchzigeck.s  mit  sUmtliehen  Diagonalen:  Sc  borer,  Demon- 
strationen beweglicher  Modelle  für  den  propädeutischen  Unterricht  in  der 
Geometrie;  Schorer,  Über  eine  neue  heuristische  Art,  in  die  Lehren  von 
Flllebenglcichheit  und  'Ähnlichkeit  einsuffihren  und  dieselben  zu  verbinden; 
Wehnelt,  D^nonslrationen  einiger  Entladungserscheinungen  in  verdünnten 
Gasen.  — >  Anmeldungen  zur  TeilntJime  an  der  Versammlung  sind  an  Prof.  Lenk 
in  Erlangen  zu  richten.   

2.  Preisauigaben  und  gekrönte  Preisschriften. 

Freisaufgaben  der  Fürstlich  Jablonowakischen  Gesellschaft  in 
Leipzig.  Die  Fürstlich  Jablonowskibche  Gesellschaft  in  Leipzig  hat  folgende 
Preisaufgaben  gestellt.    1.  Ftlr  das  Jahr  1900:  Es  wird  eine  Untersuchung 
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der  den  Bernoullischen  Zahlen  analogen  Zablen,  namentlich  im  Gebiete  der 
elliptischen  Funktioneo,  weiche  die  komplexe  Multiplikation  zulassen,  gewünscht. 
2.  Für  das  Jahr  1907:  Es  sollen  eingehende  und  einwandfreie  experimentelle 
Untersuchungen  augestellt  werden,  die  einen  wesentlichen  Beitrag  zui-  Fest- 
stdlimg  d«r  Gasetse  der  liehtelekbrisdieii  StrSoie  ]ief«rn.  Der  eimelne  Preis 
iMtrigt  1500  Die  Zeit  der  Einsendung  endet  mit  dem  80.  November 
des  angegebenen  Jahres,  \md  die  Zusendung  ist  an  den  Sekretär  der  Gesell- 
schaft [für  das  Jahr  19iK>  an  Herrn  Geheimen  Ho&at  Prof essor  Dr.  AugUSt 
Leskien,  Leifoig,  Stephanstr&ße  10/12)  zu  richten. 

Freis«TDdkab«n  auf  dem  Gebiete  der  mathematieoheii  Wiesen- 
Mdiaffeen,  gestellt  an  dem  deuteoheii  UnlTeraitäten. 

ünlTersitftt  Böttingen.  Untersuchungen  üher  die  Stabilitftt  der  elastischen 
Linie  in  Ebene  und  I^anm,  unter  verschiedenen  Gren'/bf>din<rnnf^'en 

Die  Arbeiten  müssen  vor  dem  15.  April  1906  dem  Dekan  der  Philo- 
sophischen Fakultät  übergeben  werden. 

UilTenltlt  Hdle.   (8.  8.  157  dieses  Jafaxesberichts.) 

üaiTersltlt  KleL  Pflr  die  hypergeometrisdie  DüTerentlalgletohiiiig  dritter 
Ordnung  mit  zwei  endlich  singnlftren  Punkten  sollen  die  Beziehungen,  welche 
z>vischen  den  Hanptintegn^lf'n  der  einaelnen  Gebiete  bestehen,  ermittelt 
werden,    (ttir  das  Jahr  1906—07.) 

Dr.  Bsa  NefiTnanii-Btlftiiiig,   Ans  der  Dr.  Elsa  Nenmann-Stiiftung 

ist  am  18.  Februar  1907  ein  Preis  VOA  1000  Hark  doroh  die  philosophiacbe 
Fakultät  der  Universität  ^u  Berlin  zu  vergeben.  Er  soll  zur  Auszeidmnng 
der  hervnrraf^ondsten  Arbeit  auf  physikalischem  oder  mathematischem  Ge- 
biete di*>uf  u,  die  im  Jahre  1906  der  Fakultät  eingereicht  worden  ist. 
Zur  Bewerbung  um  den  Preis  ist  jeder  ohne  Unterschied  des  Geschlechts 
nnd  dar  Beli^^a  soznlasseii,  der  an  der  üniTeisitttt  Beriin  die  Doktor^ 
prBfung  bmtaaden  oder  weoigitens  awei  Semester  an  ihr  stadiert  mtid  das 
30.  Lebensjahr  nicht  übersobritten  hat.  Auch  die  Doktordissertation  kann 
als  Bewerbungsschrift  verwendet  werden.  Bewerbungen  sind  bis  nun 
1.  Januar  1907  einzureichen. 

Der  Prf'is  für  das  Jahr  1906  ist  Herrn  Dr.  P.  Köbe  aus  Luckenwalde 
verliehen  worden. 

Smith-Preise.  Die  Smith-Preise  des  laufenden  Jahres  wurden  zu- 
erkannt: Herrn  C.  F.  Rüssel  vom  Pembroke  College  für  seine  Arbeit  über 
"The  geonielric  interpretation  of  apolaric  binary  forms"  und  Herrn  F.  J. 
M.  Stratton  vom  Gonville  and  Caius  College  tür  seine  Arbeit  über  "A 
Problem  in  tidal  erolution  suggested  bj  tbe  motion  of  Satum's  ninth 
sateUite''. 


3.  HoQhsoliiil]iaohiioh.ten. 

Utatvenititi  Stookliolin.    Wfthrend  des  Konats  Februar  d.  J.  hat 

Profi  cFor  Y.  Volterra  auf  Einladung  des  K5nlga  Oskar  von  Schweden  an 
der  Universität  StackhoLoa  eine  Reihe  von  Vorlesungen  ttber  die  Differential- 
gleiehungea  der  mathematischen  Physik  gehalten. 
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Verzeichnis  der  für  daa  Sommersemester  1906  angekündigten 
Vorlesungen  über  die  mathematisohen  Wissensohaften.  (^chhiB.) 

Breslan*  Boüane 8,  Analytische  Geometrie  der  Ebene  (3);  Seminar.  Sturm, 
DilfiBventialgeometrie  (4);  Daraiellende  Gfeometrie  und  graphische  Statik  (2);  Semi- 
nar.    Kneaer,  Integralrechnung  (4);  Übungen  dasu;  Yaiiationsreehiiiing  (8); 

Seminar.  Landsberg,  Differentialrechnung  (1';  ÜLxmgeu  dazu;  Kiuleitung  iu  die 
Theorie  der  elliptischen  und  Modulfunktionen  (8i.  Fr  an?,  Dioptrik  T;  Mechanik 
des  Himmels  (4);  Astrouomiechcä  Praktikum.  Lummer,  Phynikaliuches  Kolloquium. 
Pringihaim,  Theoretuehe  Physik  n  (4);  Übungen  dasn.  Sehifer,  Blektriselie 
und  magnetische  Meßmethoden;  Beziehungen  zwischen  Licht,  Elektrizität  und 
Magneti<irnns ;  VpktoriinalysiB.  Von  dem  Borne»  Physik  der  irdischen  Lufthülle} 
Geophysikahttche  Übuiigen  und  Besprechungen. 

Cbarlotlenbnrg«  Lampe,  fiffbere  Mattieniatik;  Übungen  dam;  Beatimmte 
Integrale  und  Diiferentialgleidinngen.  Heitaer,  Höhere  Mathematik;  Übungen 
dazu;  Theorie  der  Raumkurren  iit.  I  FKUhen.  Dziobek,  Höbere  i^fatlieuiatik ; 
Übungen  dazu.  Haeutzschel,  Elemente  der  Mechanik.  Cranz,  Variatiuns 
rechuimg.  Steinitz»  Variationsrechnung.  Funktioneutheorie.  Niedere  Aualyeis 
nnd  Algebra;  Blemente  der  danteUenden  Geometrie.  Hertser,  DarsteUende  Geo- 
metrie IT.  Hessenberg,  Darstellende  Geometrie  L  Jolles,  Darstellende  Geo- 
metrie II.  N.  N.,  Darstellende  Geometrie  IT  Fuchs.  Reine  Mathematik.  Rothe, 
Fouriersche  Beihen  nebst  Anwendungen;  Eiuluhruug  in  die  Veki^renrechuung. 
Servns,  EinfUmog  in  daa  Stadium  der  Elektrotedinik;  Theorie  der  Schwingungen 
mit  besonderer  Rucksicht  auf  die  elektrischen  Schwingongen.  Petaoldt,  Grund- 
begriffe der  Mechanik.  Krigar-Menrel .  Theorie  des  Licbt^B;  Theorie  der 
Wftnueleitung  und  der  Strahkmg.  Grunmaoh,  Magnetische  und  elektrische 
MaBeinheiten  nnd  Meßmethoden;  Physikalische  MaBbeatimmongen  nnd  MeBinatru- 
mente.  Kali  scher,  Die  physikalischen  Grundlagen  der  Elektrotechnik.  Gleichen, 

Photograjihische  Optil-:  \:v,<}  Anleitung  zur  nornr-hnintir  photographischcr  Objektive. 
Groß,  Mechanische  Wärmetheorie;  Einleitung  iu  die  Poteutialtheorie;  Theorie  des 
Galvanismus ;  Gastheorie;  Grandzflge  der  Energetik. 

ItareadeB.  Diateli*  Dantallende  Geometrie;  PerspektiTe;  Homogene  Koor- 
dinaten. Grübler,  Tech.  Mechanik;  Graphost.  Übung.  Hej^er,  Analyt.  Sphärik. 
Helm,  Höhere  Mathematik  T;  Pot^ntialtheorie;  Dopiielhrcchung  d.  Lichtes;  Yer- 
sicherungstechn.  Seminar.  Krause,  Integralrechnung;  Einleitung  i.  d.  Theurie 
d.  anal^.  Ftuiktionen;  Seminar.  Krone,  Theorie  n.  Priaia  d.  Photographie. 
Naetsch,  Ginleitnog  i.  d.  Theorie  d.  ganzen  Zahlen;  Sphür.  Trigonometrie. 
Toepler,  Elektronen-  u.  Tonen^trahhiug  f Radioaktivität  . 

Erlangen,  (iordau,  Integralrechnung '4*;  Differentialgleichungen  i4i;  Seminar. 
2iöther,  Analyl.  Geometrie  de»  Raumes  (^4j;  Dilfereutiiilguometne  ^<i;;  Abelaehe 
Fonktioiien;  Synthetische  nad  darstellende  Geometrie  (4).  Webnelt,  Theoretiacbe 
Physik  n  (8);  Übungen  dazu;  Übungen  in  ExperimentaWortrSgen  üb  Lehiamta- 
kandidaten.    Wiederaann,  Physikalisches  Kolloquium. 

Giesen.  Pasch,  Algebra  (4);  Invarianteutheorie  (ü>;  vSemiuar.  Netto,  Ana- 
lytische Geometrie  der  Gbene  (4);  Bestimmte  Integrale  (3);  Seminar.  KOnig, 
Physikalisches  Praktikum  fiOr  HaUiematiker  und  Naturwissenschaftler  (<>);  Phyri* 
kalisches  11  inium  (2  .  Fromme,  Theorie  der  Elektrizität  und  de^  Magnetismus 
mit  einer  Einleitung  in  die  Theorie  des  Potentials  (5);  niedere  Geodäsie  (3);  mit 
praktischen  Übungen.  Graß  manu.  Analytische  Mechauik  mit  Übungen  (4); 
Festigkeitalehra  mit  Übiingen  (ß).  Schmidt,  Abaolutea  Mafiaystem  (1). 

Göttingen.  Klein,  Funktionstheorie  (4);  Seminar.  Hilbert,  Differential- 
und  Integralrechnung  I  (4V,  Mechanik  der  Kontiuua  (4).  Minkowski,  -Algebra  '4); 
Kugel'  und  verwandte  Funktionen  (2);  Seminar.  C.  Runge,  Ditl'erential- 
gleidrangen  ^6};  Seminar;  Graphiache  Statik.   Prandtl,  Qraphiache  Statik  (S). 
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im  bemiuar  f.  V'erBicbernngswiesenechaft  (2).  Zermelo,  l'artieile  l)itiereiitiHl- 
gleichungen  dei  Physik  (4).  Abraham,  Potentialtheorie  (4).  Üerglotz,  Aiia- 
Ijlitdi«  Geometoie  (4).  Cftratb^odory,  Vanat!oiintteli]iiiiig(4).  Sobwarstehild, 
Allgemeine  ABtruiiomie  (3);  Popnl&re  AstroDomie  ^1);  Astronom.  Kolloquium  (1). 
Ambronn,   Sphärische  Astronomie  Astrononiische  Übungen.  Wiechert, 

Erdmagnetismus  (2);  Feldmessung  (4);  Polarlicht  (1;;  Seminar;  Geophjrsikaliachea 
Pnüctilnim.  Bi«cke,  Aiug«w.  IVobleme  der  OpÜk.  Voigt,  Thenuodynaniik  (4); 
Optik  bewegter  Medien  (2) 

Hannover.  Kifvf^vt,  Differential  und  Integralrechnung  II;  Analytische  Geo- 
metrie der  Ebene  und  des  üaumes.  Stück el,  Diffureatial-  imd  Integralrechnung  1; 
DÜENTOitial-  und  XnAogtalxeoluniiig  III;  Anwcndmigen  der  kOliereii  IfaiheoMVtik. 
Rodenberg«  Dantellende  Geometrie.  Precbt»  Meehaoiacihe  IK^temetbeorie. 

Heldplberjr.  Koenigsber  per,  Differential-  und  Integral  rech  nun  ^ '4;;  Theorie 
«b*r  f^inipn  v.nd  Flächen  *^4);  Seminar-  Cant  or,  Analytische  Vieomethe  der  Ebene  (4^; 
Arithmetik  und  Algebra  (^3).  Köhler ,  iJarstellende  Geometvie,  mit  Übungen  (4). 
BObm,  Elementamaihemalik  I;  Übungen  daan.  Yalentiner,  Bphlrinehe  Astro» 
nomie  (8);  Elemente  der  Astronomie  ia  geschichtlicher  Entwicklung  (1).  Wolf, 
Meteorologie  (2).  Pockels,  Einleitung  in  die  theoreÜBche  Physik  (3);  Übungen 
dazu  (1);  Geophysik  ^1).  Weber,  Kritik  der  physikaliicben  Grundbegriffe  (1); 
wi«8entdialtU<^  •  photograpbifcbe  Übungen.  £alB.bne,  Ein%e  Differential- 
gleichungen der  mathematisoben  Phynk  (9);  Die  pbyaikaliMdien  Omndlagen  der 
Elektrotechnik  (l;. 

Jena.  Thonuie,  Elliptische  Funktionen  i4j;  Matb'inatische  Geogra))liie  -l). 
Uaußner,  DitFereulial-  und  Integralrechnung  mit  Übuugeu  (ö;;  Analytische  Geo- 
metrie der  Ebene  (4);  Teilnng  und  Quadraten  dei  &ei8e«  (8);  Seminar.  Frege, 
Analytische  Mechanik  IT  (i).  Knopf,  Zeit-  und  Ortsbestinuuung  (2);  Bestimmung 
der  Bahnen  der  Himmel8kör|)er  l  ;  Inteqiolatinnsrechnung (2).  Auerbach,  Theorie 
der  Elektrizität  und  des  Magnetismus  {ij;  Das  absolute  Maßsystem  (2).  Rau, 
Xeehanik  I  (4);  Übungen  daau  (3).  Reich,  EinfSbmng  in  die  Elektrotechnik  (2); 
Elektrotechnisches  Praktikum. 

Kiel.  Pocbbanimer,  Einleitung  in  die  Theorie  der  Determinanten  (4  ; 
An\rendnng'  der  Iiitinitesimalrcrhnung  auf  die  Geometrie;  Semimir.  Heftter, 
Differential-  und  Integralrechnung  1  (4);  Übungen  dazu;  Einleitung  in  die  höhere 
Algebra  (4);  Anwendung  der  elliptiseben  Funktionen  (1);  Srnninar.  Weinnoldt, 
Die  Methoden  der  darstellenden  Geometrie  mit  Übungen  (3).  Harzer,  Theorie 
der  Bahnbestimmnnpf  /3V  rinmcen  im  mimerischcn  TJ'cbnen  (1).  Kreutz,  Be- 
stimmung der  definitiven  Balm  von  Planeten  und  Kometen  (2);  Übungen  dazu  (1). 
Oroftmann,  Fbotometrie  der  Oestime  (S);  Die  neueren  Ergebnine  der  Astrono- 
mie (1);  Übungen.  Strömgren,  Einfuhrung  in  die  Mondtheorie;  Mathematiedie 
Oeopraphie  Weber,  Themiodynamik  (4);  Theorie  physikalischer  Messungs- 
apparate; Kolloquium.  Lenard,  Besprechungen  physikalischer  Fragen.  Becker, 
S^ktaralanalyse.  Kobold,  Niedere  Oeodftaie;  Übungen  daen. 

Xarbnrg*  Honsel,  Zahlentheorie  (4)$  Differentialgleiebungen  (4);  Seminar. 
Neumann,  Elliptische  Funktionen  (4);  Fouriersche  Reiben  und  Integrale  (2); 
Seminar,  v.  Dalwigk,  Analytische  Geometrie  der  Kegelschnitte  (41:  GcorlHsie  /3); 
Cbungen  dazu;  Anleitung  zu  Zeit-  und  Ortsbestimmungen.  Jung,  Algebraische 
Auflösung  der  Gleidinngen  (4).  FnSter,  Differentialrechnung  (4);  Übungen  dun. 
Rieharz,  Fl^sikaliscbes  Kolloquium.    Feuftner,  Theoretische  Physik  I  (4); 

Übunpen  dazu. 

München  (Universität).  Lindemaun,  Integralrechnung  (5);  Theorie  der 
Substitutionen  und  der  höheren  algebraischen  Gleichungen  (4) ;  Mechanik  deformier- 
barer  Kfftper  (S);  Seminar.  Vo6,  Elementars  EinfUimng  in  die  Theorie  der 
Differentialglttchnngen  (4);  Analytische  Geometrie  des  Raumes  (5);  Seminar. 
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Piingsheim,  Bestimmte  Integrale  (4);  Auwendungeu  der  elliptischen  Funktionen  (2). 
V.  Weber,  Determinanten  mit  Anwendungen  auf  Algebra  und  Geometrie  (4); 
Difforantialiechoiiiig Ergftnsniigeii  und  ÜlSnngmi  ima,  Korn,  Fnnktiottwthmrie 
nach  Caiich}'  und  Riemaim,  ihre  Anwendunj^eii  iu  der  theoretischen  Physik 
Brunn,  Kiemente  der  h<>hfTen  Mathematik  tür  Studierende  aUer  Fakultäten,  mit 
Übungsblättem  (4).  Doeliiemaun,  Darstellende  Geometrie  II  (^Axonometrie,  Per- 
•pdctive)  (ä);  Übungen  dazu  (2);  synthetuclie  (nenere)  G«omefri«  n  (Gnmdgebilde 
zweiter  und  dritter  Stufe)  (4);  Das  Imt^fin&re  in  der  Geometrie  (1).  Hartogs, 
AiT-fjcwflhlte  Kapitel  aus  der  Funktionentheorie  (4).  Röntgen,  Physikalisches 
Kolloquium  (2).  Graetz,  Einleitung  in  die  theoretische  Physik  (4);  Theorie  des 
Liehts  (4).  Do  nie;  Einführnng  in  die  neneie  Elekbiiitttt«lelixe  (2).  Seeliger, 
Theorie  der  Figur  dar  EOmmeUkOip«  (Fozfaelning)  (S);  prektiKli-aetKonomieclie 
Übungen. 

München  (Technische  Hochöchnle\  v  Drok,  Höhere  iMatheuiatik-,  Seminar. 
Finsterwald  er,  Höhere  Mathemaiik  Ii  mit  Übungen;  Photogrammetrie  mit 
Übungen;  Seminaur.  ▼.  Brnunmlllil,  HObere  ICafhemeiik  IV;  Anwendung  der 
Differential-  uud  Integralrechnung  auf  Geometrie;  math.-histor.  Seminar. 
Burmester,  Darstellende  Geometrie  mit  Übungen.  Schmidt,  YcrmeBsnngskinnle; 
HaoptvennessungeübuDgen;  Eartiemngsübuugen.  Fdppl,  Technische  Mechanik 
einiehlienich  der  Elemente  der  graphisehen  Statik  und  der  analytiaehen  Statik; 
Dynamik;  Übungen  dazu.  Fischer,  Einfuhrung  in  die  theoretische  Physik  II. 
Kutta  'l'rigonometrie  mit  t'bungen;  üvrlrodvuamik.  Emden,  Zylinderfunktionen 
und  Anwendung  derselben  auf  physikalische  Probleme  mit  Übungen;  Maxwellsche 
Theorie  der  Elektiutitikt  nnd  dee  Magneliannii. 

StraBbnrg.  Boye,  Einleitong  in  die  lyntiiefcuiclie  Geometrie  (8);  Technische 
Mechanik  (4);  Seminar.  Weber,  Bestimmte  Integrale  und  Einl  itung  in  die 
Funktionentheorie  (4);  Höhere  Zahlentheorie  '3>:  Oberaeminar.  Well -t '«in,  Ein- 
leitung in  die  Invaiiantentheorie  (2);  Enzyklopädie  der  Elementarmathematik  II; 
Geometrie  (Übungen)  (3);  Unteneminar;  Oberaeminar.  Timerding,  Analytiedie 
Geometrie  des  Raumee  (8);  Übungen  dazu  (1);  Einführung  in  die  angewandte 
Mathematik  mit  Übungen  (3);  Wahrscheinlichkeitsrechnung  1);  Oberseminar. 
Epstein,  Elliptische  Funktionen  (2);  Oberaeminar.  Simon,  (ieschichte  der 
Hathematik  im  Mittelalter  (2).  Cohn,  Blektrintfttalelire  (4);  Übungen  (1).  Beeker, 
Ausgewählte  Kapitel  der  sphärischen  und  praktischen  Astronomie  (S);  Bahn- 
bestimmimg der  Doppelateme  (1);  Astronomiacfaea  Kolloquium.  Brann,  Phjrai- 
kalifiche»  Kolloquium. 

Tübingen,  v.  Brill,  Mechanik  oi;  i>ie  Grundlagen  der  Geometriev2>;  Seminar. 
T.  Stahl,  Niedere  Analyeis  (.Si;  Allgemeine  Pirnktionentheorie  (8);  Benunar. 
Maurer,  Höhere  Analysis  I  (3);  Übungen  dazu  (2);  Lineare  Differentialgleichungen :  1). 
Waitz,  Theorie  der  Elektrizität  und  des  Macruetismus  (3):  Übungen  dazu  (2); 
Populäre  Astronomie  (2).  Gans,  Absolutes  Maßsystem  und  absolute  Messungen  (I^; 
Die  Grundlagen  der  elektro-magnetlichen  Licbttheorie. 


4.  Penonalnaolirielitaii. 

Bmemniiigen,  Anneldlmimgen  luw.: 

Dr.  W.  P.  Alexejewsky,  ao.  Professor  der  reinen  Mathematik  an  der 
Universität  Charkow,  wurde  zum  o.  Professor  der  angewandten  Mathe* 

matik  am  technologischen  Institut  in  Tomsk  ernannt. 
Dr.  Van  de  Sande  Bakhujsen,  Direktor  der  Stemwaiie  in  Leiden,  wurde 
zum  utiswärtigen  MitgUede  der  Belgischen  Akademie  der  Wissenschaften 
eruanut. 
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Ftefessor  Dr.  K.  L.  Bartheis  wurde  buhl  auBwIrtigeii  Hitglied  der  MatW 

matisThrri  rjesellsfhaft  zu  Palermo  ernannt. 
Professor  JJr.  L.  Burmester  an  der  Technischen  Hochsrhul--  zu  München 

wurde  von  der  Akademie  der  Wissenschaften  zu  München  zum  außer- 
ordentlichen Mitgliede  erwählt 
Dr.  Dnlao  wurde  mm  aa  ProfeMor  der  MAthematik  an  der  P^teolt^  des 

Sciences  zu  GrenoUe  ernannt. 
Dr.  G.  De  Franciiis  wurde  zum  ao.  Professor  der  Algebra  und  analytiseben 

(reometrie  an  der  Universität  Cagliari  ernannt. 
Br.  J.  A.  Gmeiner,  o.  Professor  der  Mathematik  an  der  Deutscheu  Uni- 

Yersität  Prag,  wurde  als  Nachfolger  Yon  0.  Stolz  zum  o.  Professor  an 

der  Unirenit&t  Innshruck  ernannt 
A.  F.  GruBintsew,  Magister  und  ao.  ProfesBW  der  Physik  an  der  üniTersitftt 

zu  Charkow,  hat  mit  einer  Dissertation  ftber  „Elektromagnetisdie  Theorie 

der  Leiter"  die  Doktorwürde  erlangt. 
Professor  Dr.  J.  G.  Hagen,  S.  J.,  Direktor  der  Georgetown  Sternwarte,  wurde 

zum  Direktor  der  Sternwarte  des  Vatikans  in  Rom  ernannt. 
Dr.  A.  Uagenbach,  ao.  Professor  der  Physik  au  der  Technischen  Hoch- 
schule SU  Aachen,  wwde  lum  o.  Professor  der  Physik  aa  der  Uni- 

versitBt  Basel  ernannt. 
Dr.  A.  Hasenöhrl,  Privatdozent  an  der  Universität  Wien,  wurde  zum  ao. 

Professor  fflr  allgemeine  und  technisdie  Physik  an  der  Technischen 

Hochschule  zu  Wien  ernannt. 
Professor  Dr.  D.  Hilbert  wurde  zum  auswärtigen  Mitgliede  der  Dftnischen 

Akadoinie  der  Wissenschafteu  in  Kopenhagen  und  der  Gesellschaft  der 

Wissenschaften  m  Gbristiana  ernannt 
Ftofessor  E.  Lebon  erhielt  auf  der  intenationalen  Ansstellmig  au  Lttttieh 

eine  silberne  MedsiUe  fiOr  die  Gesamtheit  seiner  mathetnaüsohen  Ver- 

öflFentlichungen 

Dr.  Jj.  A.  Mantin  wurde  zum  ao.  Professor  der  Mathematik  und  Mechanik 

aiu  Stevens  Institute  of  Technology  ernannt. 
Pkrofessor  M.  d'Ocagne  wurde  als  Nachiulgur  von  Professor  ßouche  zum 

Professor  der  Geometrie  am  Consenratoire  des  Arts  et  Hitlers  in  Paris 

ernannt. 

Professor  Dr.  F.  Porro  an  der  üniYmit&t  Genua  wurde  zum  Direktor  des 

Observatorio  Astronomico  Naeional  in  La  Plata  ernannt. 
Professor  Dr.  J.  Precht,  Dozent  für  Physik  an  der  Technischen  Hochschule 

in  Hannover,  ist  zum  o.  Professor  der  Physik  daselbst  ernannt  worden. 
Dr.  M.  Badakowics,  ao.  Professor  an  der  üniTersitit  Innsbruck,  wurde 

zum  0.  Professor  der  mathematischen  Physik  an  der  UniTflTSitftt  Csemo* 

wit/  ernannt. 

Dr.  N.  N.  Saltykow,  ao.  l*rofes8or  der  angewandten  Mathematik  au  dem 
Polytechnischen  Institut  in  Kiew,  wurde  zum  ao.  Professor  der  reinen 
Mathematik  an  der  Universität  in  Charkow  ernannt. 

Professor  Dr.  Tiemo  Schwarz  wurde  zum  Direktor  der  Benediktiner- 
Stemwarte  in  Eremsmflnster  ernannt 

Dr.  W.  A.  Stekloff,  o.  Ptrofessor  der  angewandten  Mathematik  an  der 
Univer},it)lt  Charkow,  ist  als  Nachfolger  von  ICarkoff  zum  o.  Professor 
aa  der  Universitftt  xu  St.  Petersburg  «mannt  worden. 
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Dr.  Robert  Daublebsky  von  Sterneck,  ao.  Professor  der  Mathematik 

an  der  Universität  Czemowitz,  wurde  zum  o.  Professor  daselbst  ernannt. 
Privatdozent  Dr.  G.  Wieghardt  an  der  Technischen  Hochschule  zu  Aachen 

wnxde  tarn.  ao.  FtofesBor  der  teobnisefaeii  Medianik  aa  dar  Teehni  sehen 

Hoduehvle  in  Bnraxischweig  emaiiiii 
Dr.  C.     Wisselingh  in  Amsteizdam  wurde  nun  FrofeBKnr  dar  lUthematik 

an  der  UniversiUt  Groningen  ernannt 

Habilitationen : 

Dr.  C.  Fredenhagen,  Assistent  am  Institut  für  theoretische  Physik  der 
üniversit&t  Leipzig,  habilitierte  sich  als  Privatdozent  an  der  UniversitiLt 

daselbst. 

Dr.  G.  Z.  Giam belli  habilitierte  sich  als  Privatdozent  für  projektive  Geo- 
metrie an  der  üniyerBitftt  Genua. 

Dr.  Scbellfiscli  liahiHtierte  ndi  als  FkiTatdoient  fllr  reine  Ihtliematik 
an  der  Universität  Münster. 

Dr.  Erhard  Schmid  hat  sich  an  dw  Universit&t  Bonn  als  PriTatdosent 
der  Mathematik  habilitiert 

BllheBtand. 

Geh.  Hofrat  Dr.  A.  Fuhrmann  an  der  Technischen  Hocbscluile  in  Dresden 
ist  mit  dem  1.  April  von  seiner  Tätigkeit  zurückgetreten. 

Dr.  A.  Handl,  o.  Prol'etssor  an  der  Universität  Czemowitz,  ist  in  den  Buhe- 
stand  getreten. 

Dr.  7.  Knorre,  erster  Ohservator  an  der  Sternwarte  in  Beriin,  ist  mit  dem 

1.  Apiil  d.  J.  in  den  Ruhestand  getreten. 
Dr.  A.  A.  Mark  off,  o.  Professor  der  reinen  Matlu  niatik  an  der  TJniversitÄt 

und  Miti'liod  dor  Akademie  der  Wisspnsrhaften  /.u  St.  Petersburg,  ist 

von    btiiier   Stellung  als   Professor  zurückgetreten  und  wird  nun  als 

i'nvatdozent  VorlesuDgen  halten. 
Professor  Dr.  £.  L.  Biohards  an  dar  Yale  üniydrsitftt  beabsiditigt  mit 

Ablauf  des  gegenwärtigen  Semesters  von  seiner  T&tigkeit  zurüekxtttreten. 

Gestorbeo. 

Dr.  Pierre  Curie,  Professor  der  Physik  an  der  üniTersitftt  Paris,  ist  am 

19.  April  d.  J.  gestorben. 

Professor  Dr.  F.  M.  Karlinski,  Direktor  der  Sternwarte  in  Krakau,  ist 
am  21.  März  d.  J.  im  Alt^r  von  75  Jahren  gestorben. 

Dr.  Oftbriel  CUtramare,  Honorarprofessor  der  Mathematik  an  der  Uni- 
versität Genf,  iüt  am  10.  April  d.  J.  im  90.  Juhre  gestorben. 

Dr.  K.  Pape,  weiland  Professor  der  Physik  an  der  Unirersitftt  Königsberg, 
ist  im  Alter  von  70  Jahren  gestorben. 

Professor  Dr.  James  S.  Peiree,  Professor  der  Mathematik  an  der  Harvard 
DniTersitöt,  ist  am  21.  März  d.  J.  im  Alter  von  71  Jahren  gestorbon. 


5.  VarmiBohtes, 

Zur  Beform  dee  mathematischen  und  naturwisseiiBObaftlichen 

Unterrichts.  Pio  Sektion  Bayern  des  Deutschen  Wreins  zur  Förderung 
des  Unterrichts  in  MaÜttmattk  und  Natura- i^sensclmltm  hat  anfangs  Oktober  1906 
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«inen  „Vorschlag'*  zur  ümgeetaltang  des  mathematisch-physikalischen  Unterrichts 
am  hmnanistischon  Oymnasium  an  tlie  Mitglieder  herausgipcrf^^i^n,  gleichzeitig 
mit  einer  Gegeuübersteliung  der  gegenwärtig  geltenden  Lehrplane  von  Prenßen, 
Sachsen,  Württemberg,  Baden,  Österreich  und  Bajem,  dem  Mitte  Februar 
mn  in  gldebar  bebiodfllter  »Tonchlag*'  flbr  die  betdunibeiidaD  Nsbir- 
wittoiaoliaften  folgte.  Diese  Vondillge,  ^  auf  der  die^jihrigeii  Pfingst- 
Tewmnmlwng  sa  Erlangen  Gegenstand  der  Diskussion  sein  werden,  schließen 
sich,  sowohl  was  die  Tjeitsätze,  als  die  Ausführung  im  einzelnen  betrifft, 
möglichst  enge  an  die  von  der  „Unterrichtskommission  fler  Gesfillschat't 
Deutscher  Naturforscher  und  Arzte"  veröffentlichten  RefornivorsehlRgp  nn 
(Zeitächr.  math.  nat.  Unterr.  30,  1906,  S.  533 — 580  u.  separaij,  unter 
BOdttiditiialmie  mf  die  besmdenn  Veiliittiune  Bayerns. 

Wenn  wir  ans  lüfir  anf  den  mafhunatiscb-pltysikaliBehen  Voischlag  be- 
acbrinken,  so  ist  innäohst  festzustellen,  daß  gegenüber  sämtlichen  oben  an- 
gegebenen Staaten  Bayern  eine  Minderzahl  von  Unterrifht<^stunden  hat.  Die- 
selben sind  gegenwärtig,  vm  imtpu  angefangen,  in  der  Zahl  3,  3,  3,  2,  4,  4, 
3-|-2,  3-}-2,  2-|-2,  wobei  die  zweite  Zahl  in  den  drei  oberen  Klassen 
der  Physik  augehört  Eine  Y«nnehrung  dieser  Standenzahl  erscheint  gc' 
Idm  beim  Yergleieb  des  Anteils,  den  der  maüi.-nat.  üntenrieht  am  bayriseben 
Oymnauiam  hat,  mit  dem  an  anßerbajrischen  Gymnasien  (14,4%  Gesamt- 
Stundenzahl  im  Gegensatz  zu  17%  hei  Preußen).  Eine  Vermehrung  erscbeint 
zulässig  beim  Vergleich  mit  der  Belastung  der  nichtbayrischen  Gymnasiasten 
und  auch  der  hajrrischen  Stufliereuden  technischer  Unterrichtsanstalten.  Es 
wird  jedoch  nur  gefordert,  daU  die  Reihenfolge  der  Stundenzahlen  die 
folgende  sei:  3,  3,  3,  3,  4,  4,  4  -|-  2,  4  +  2,  3  -|-  2,  was  167,  der  6e- 
samtstmidenzabl  ergftbe.  (Die  ünterriehtskommission  wünscht  bekattnÜich 
einen  durchgehenden  4  ständigen  Mathematikunterricht,  wie  er  in  Preußen 
mit  Ausnahme  der  4.  Klasse  (Ulli)  tatsächlich  besteht). 

Die  TTauptunt(?rsehinr!p  d^s  hayrischen  Vorschlags  ef'pff'niihHr  <lf»n  Heförni- 
vorschlägeu  der  Untemchtskommission  be^tüheu,  von  kleineren  Öehiebuuj^'eu 
abgesehen,  wohl  in  zweierlei  Diugt>u:  1.  Iii  dem  späUjren  Beginn  der  Geo- 
metrie (4.  Klasse  statt  3.  Klasse),  offenbar  bedingt  dnreh  die  geringere 
Stnndenzabl  in  den  unteren  Klassen,  sowie  2.  in  der  systematischen  ^in- 
fllbmng  der  Differential  und  Integralrechnung  in  den  beiden  oberen  Klassen. 
Diese  Einf'ihnmg  soll  aufGrund  geometrischer  und  mechiinischer Vorstellungen 
erfolgen  und  sich  nur  auf  die  allereinfachsteu  Heispiele  für  Differentiation 
und  Integration  erstrecken.  Bis  auf  weiteres  sollen  Behandlungsweise  und 
Ausdehnung  dieses  Unterrichtszweiges  dem  Ermessen  des  Fachlehrers  über- 
lassen bleiben 

Weiter  wird  gewQosobt,  daß  die  Noten  in  Fb3rsik  nicht  mit  den  Mathe- 
matiknoten yereinigt  werden,  daB  also  die  Physik  als  selbständiges  Lehrfach 
h  't richtet  wird.  Im  übrigen  »ind  auch  für  Physik  die  Gesichtspunkte  die- 
selben wie  die  der  Ünterriehtskommission. 

Cremona-Denkmal.  Die  Sammlungen  für  ein  Cremona-Denkmal,  s. 
Jahresbericht  Xm,  8.  139,  haben  bisher  die  Summe  Ton  6850  Lire  ergeben. 
Weitere  Sendungen  sind  an  Herrn  Ingenienr  Isaia  Sonsogno,  Segretario  della 
Scnola  d'Applicazione  per  gl'  ingegneri  in  Roma,  Piazza  S.  Retro  in  Vincoli  6 
zn  richten.  Die  Ausführung  des  Denkmals  in  Marmor  ist  dem  Bildhauer 
Senator  Giulio  MontcTerde  übertagen  worden. 
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Auszeichnung  für  Ausstellung  mathematischer  Modelle.  Die 
Verlagshandlung  von  Martin  Schilling  in  Halle  a.  S.  liat,  wie  erst  jetzt 
sicher  beluumt  ydrd,  fttr  jlure  Ansstellung  mafhematucher  Modelle  In  8t.  Loni« 
den  ersten  FrfoB^  die  goldene  Medaille  nnd  ein  I>i|dom,  eriialten. 


Literarlsehes. 

1.  Notiz  Hü  und  BesprechungeiL 

Gino  Loria,  Vergangene  und  künftige  Lehrpläne.  Autorisierte 
t^bersetzung  von  H.  Wicleitner.  G.  J.  Göschensche  Yerlagsbaudlong. 
Leipzig  1906,  22  S.  8^ 

Die  TorHegende  kleine  Sdirift  ist  die  wortgetreue  Übertragung  einer 
Rede,  die  Loria  zu  Mailand  am  22.  April  1906  bei  Gelegenbeit  der  dnrdi 
die  Vereinigung  „Maihesis'*  veranstalteten  Bezirksversammlung  von  Mathe- 
matikprofessoren c^f^hnlten  hat.  In  den  Noten  hat  Wieleitner  oinige 
Ergänzimgen  hinzugefügt.  Obwohl  die  Rede  auf  italienische  Verhältnisse 
Bezug  nimmt,  hat  sie  zweifellos  auch  für  andere  Länder  und  in  trster 
Linie  für  Deutschland  großes  Interesse;  sie  bildet  ein  wertvolles  Glied  in 
der  Kette  der  ttborall  in  der  Knltnrwelt  sidi  ttglich  meinenden  Kvnd'^ 
gebnngen  für  eine  zei^mftBe  Beform  des  mathematischeii  üntezrichtB  imd 
verdient  die  Beachtung  nicht  nur  aller,  die  an  dem  Reformwerk  arbeiten^ 
sondern  aller  Gebildeten  überhaupt.  Philologen,  Mediziner,  Juristen,  Ver- 
waltungsbeamte (  insbesondere  die  der  ünterrichtsverwaltungen )  und  Ingenieure 
werden  sich  bequem  über  die  prinzipiellen  Gesichtspunkte  der  Reformbewegimg 
auf  dem  Gebiete  des  matbeBialaseben  Mittelsclnilttntmicbts  ans  Lorias  Rede 
nnteiricbten  kOnnen. 

7.  Oomee  Teixoira,  Tratado  de  las  ourvae  eapeciales  notables. 
Memoria  premiada  por  la  Real  Aeademia  de  Giencias  Bxactas,  fWeas  y 
Naturales  de  Madrid,  j  publicada  por  la  misma  Aeademia.    IX  n.  6S2  S. 

Madrid  1905. 

Di^  A"kfi'lrinie  zu  AfH'lHfl  hatte  zuerst  im  Jahre  18i»2  die  Preisaufgiibe 
ausi'e'schi ii  litn,  alle  bekaimteii  und  mit  bosondem  Namen  belegten  Kurven 
zu  katalogisietüu,  ihre  Formen  und  Eigenschaften  anzugeben  und  biblio- 
graphiscbe  Angaben  binzuzofügen,  nnd  sie  Iwt  diese  Aufgabe  im  Jabre  1896 
wiedwfaolt.  Die  vorliegende  umfangreicbe  Sobrifb  bildet  die  Beantwortung 
der  Aufgabe,  die  durch  den  Preis  ausgezeichr  t  wurde. 

Seit  der  Abfassung  <ltr  Schrift,  1897,  simi  niehrere  Schriften  von 
ähnlichem  Charakter  ersebieneu,  vor  fiUeni  das  große  Werk  von  Loria: 
Spezielle  algebraische  und  transzendente  ebene  Kurven,  Leipzig  190l',  mit 
dem  die  Preisschrift  des  Herrn  Teixeira  bei  aller  Verschiedenheit  uatur- 
gemftfi  in  mancher  Beiiehung  viel  Äbnlichkeit  aufweist.  Jedoch  beschrlnkt 
sieb  die  Schrijft  des  Henn  Teixeira  nicht  anf  die  d»enen  Kurven,  sondern 
sie  zieht  auch  Kurven  doppdter  Krümmung  in  Betracht»  Femer  ist  die 
Anordnung  eine  andere,  wio  auch  die  Behandlungsweisej  absolute  Voll- 
ständigkeit hat  der  Herr  Verfasser  nicht  erstrelit. 

Die  Anordnung  ist  so  getroffen,  daß  zunächst  die  bekanuten  Kurven 
dritter  Ordnung,  vierter  Ordnung,  sowie  sechster  nnd  achter  Ordnung  be- 
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kandelt  wenleii.  Dum  folgt  ein  Kapitel  fibar  bekannte  transzendente 
Kurven,  ein  weiteres  über  Spiralen,  eins  über  Parabeln  und  Hyperi^ftUi, 

sowie  eins  über  zykloidische  Kurven;  den  Ahsebhiß  der  ebenen  Kurven 
bildet  ein  Kapitel  über  verschiedene  Klassen  von  Kurven  (Perlkurven  von 
Sluse,  Rosetten  von  Grandi  usw.).  Die  letzten  drei  Kapitel,  XII — XIV, 
bezieben  sieb  auf  Baumkurven;  im  ersten  werden  die  sphttriscihen  Kurven, 
im  iweiten  die  übrigen  B&nmknrven  nnd  im  letsten  die  Polhodie  und 
Herpolhodie  bebandelt.  Hieran  sehließen  sich  noch  einige  Zusfttze  zu  früheren 
Teilen,  ein  Verzeichnis  der  in  dem  Buche  behandelten  Karren  und  eine 
Liste  der  angeführten  Autoren. 

Wie  schon  bemerkt,  hat  der  Herr  Verfasser  größtmögliche  Vollständig- 
keit nicht  erstrebt;  das  geht  insbesondere  auch  aus  den  bibliographischen 
Angaben  hervor.  Jn  dieser  Beziehung  ist  das  Werk  von  Lotia,  eoweit  die 
ebenen  Kurven  in  Frage  kommen,  enteehieden  reichhaltiger.  Aber  dennoch 
besitzt  die  Bebandlungsweise  Teixeiras  manche  ESgenheiten,  die  seinem  Buohe 
auch  neben  dem  von  Loria  einen  Platz  sichern.  Auf  Einzelheiten  mOge 
hier  nicht  eingegangen  werden. 

Das  außerordentlich  verspHtete  1 'rs  -lieinon  der  Teixeiraachen  Preisschrift 
erklärt  sich  damit,  daß  der  inzw wehen  verstorbene  öekretftr  der  Madrider 
Akademie,  Miguel  Merino,  infolge  Krinkliehkeit  die  ihm  obliegende  Über- 
wachung des  Drucks  der  Schrift  nioht  regelmftßig  ausüben  konnte. 

Bobert  Haußner,  Darstellende  Goometrie.  Erster  Teil.  Ele- 
mente; Eben  flächige  Gebilde.  Zweite,  vermehrte  und  verbesserte  Auf- 
lage. Mit  110  Figuren  im  Text  [207  S.]  Leipzig  1904.  G.  J.  65scheo8 
Yerlagshandlung. 

Es  war  sieher  ein  glücklidier  Oedanke,  zn  minimalem  Preise  und  in 
konzentrierfcester  Fassung  einen  Leitfaden  der  darstellenden  Geometrie  heraus- 
zugeben, welcher  jedem  der  SchtUer  neben  dem  mündlichen  Vortrage  zur 

Hand  ist,  um  ihm  eine  sichere  Fixierung  der  grundlegendf^n  Mpfho-Ien  zu 
bieten,  und  in  seinen  Figuren  brauchbare  Vorbilder  fiir  die  eigtuea  ZeKiien- 
übungeu  zu  liefern.  Daß  das  vorliegende  Werkchen  diesen  Gedaukeu  in 
gldoklicher  Weise  verwirUieht  hat,  beweist  die  Tatsache,  daB  schon  nach 
2  Jiünren  eine  zweite  Auflage  erford«r]ieh  war,  welche  als  eine  viel&oh 
vermehrte  und  verbesserte  in  die  Öffentlichkeit  tritt.  Die  Zusätze  betreffen 
hauptsächlich  den  I.  AVoehnitt,  in  welchem  die  konstruktive  Behandlung- 
der  ElliftSM  t^plehrt  wird.  Das  erste  Viortel  des  Buches  i-*  'Ifv  sohiet'eu 
ParalleiprojektLon ,  der  Lehre  von  der  AlTinitHt,  sowie  der  Darstellung  der 
eiufachäteu  raumlichen  und  eheueu  Gestalten  im  Schrägbüde  gewidmet. 
Dann  folgt  dne  auefOihrlidie  Behandlung  der  grundlegenden  Methoden  der 
orthogonalen  Projektion  auf  2  zu  einander  senkrechten  Tafeln.  Der  letzte 
Abschnitt  behandelt  die  Darstellung  ebenflttchiger  Gebilde,  ihrer  ebenen 
Schnitte  und  geirenscititren  Durelidrinpnnjren.  Hier  wäre  es  wohl  angebracht 
gewesen,  auf  die  nach  analogen  Prinzipien  sicli  Tnllziehende  Behandlung- 
von  Kegel.  Zylinder  und  Kugel  einzugelieu,  zumal  die  Darstellung  dieser 
Körper  im  Schrägbilde  schon  im  ersten  Teile  angedeutet  ist.  —  Den  Text 
begleiten  zahlreiche  zwar  in  kleinem  Mafistabe,  aber  sauber  und  exakt  ge- 
zeichnete PSguren.  Die  Darstellung  ist  knapp  und  klar,  nnd  trotz  ihrer 
Kttrze  von  ausreichender  VoUstindigkeit.    Es  ist  lebhaft  zu  wünschen. 
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daB  der  Herr  VerfaBSW  den  sohon  längst  angekündkt' n  zweiten  Teil^ 

welrher  Kegelsehuitte .  knimme  Flächen,  Zentralprojektion.  Axonometrie, 
8chattenkonstruktion«n  und  Beleuchtungslehre  behandeln  soll,  recht  bald 
folgen  lasse. 

Bonn,  März  1906.  F.  London. 

Budolf  Sohüßler,  Orthogonale  Axonometrie.  Ein  Lehrbuch  zuni 
Selbststudium.  Mit  2[)  Figtircntafeln  in  besonderem  Heft  [VIH  u.  170  S.j 
Leipzig  1905.    B.  G.  Teubuer. 

Der  Zweck  vorliegender  Schrift  ist,  die  iiedeutnncr  dfr  orthogonalpu 
Asouomütrie  als  selbständige  Darstellungsmethode  darzutun,  und  zu 
zeigen,  wie  man  mit  ihr  alle  Kmrtmktionen  der  darstellenden  Geometrie, 
nnabhingig  vom  Gnmd<  nnd  AufkifiTerfUiren,  in  einfiMdier  und  ttttersicht« 
lieher  Weise  snr  Ausfahrung  bringen  kann.  Der  unbestreitbare  Nntsen  der 
Axonometrie  vor  dem  Zweitafelverfahren  besteht  einmal  darin,  daß  man  es 
nur  mit  einer  einzigen  Projpktionsfibone  imd  niit  nur  einer  Abbildung 
zu  tun  hat,  dann  abor  und  vor  allem  in  der  großtii  Anschaulichkeit  und 
Bildlichkeit,  mit  der  axonometiische  Darstellungen  wirken  uud  welche  uicht 
nnr  bei  da*  Herstellung  der  Bilder,  sondem  anch  bei  der  Duxchfllhrung 
aller  einseinen  Konstroktionea  sich  flberaus  angenehm  bemwkbar  macht 
Demgegenüber  besteht  der  nicht  ans  der  Welt  zu  schaffende  Nachteil,  dafi 
für  die  wirkliche  Entnahme  der  Maßzahlen  von  Lilugen  und  Wiul^eln  doL-h 
das  Grund-  und  Autrißverfahren  einfachere  und  schnellere  Methoden  an  die 
Hand  gibt,  obzwar  alle  diese  Aufgaben  auch  in  der  Axonometrie  schöne 
und  elegante  Lösungen  finden. 

Vor  allem  sind  es  die  fein  durchdachten  Methoden  Ton  Pels,  welche 
die  leichte  Bewältigung  metrischer  Probleme  gestatten.^  und  die  auch  in  dem 
vorliegenden  Lehrbuch  sich  im  Mittelpunkte  der  DarsteUang  betinden.  Der 
Verfasser  hat  mit  unbestreitbarem  Erfolge  den  Tersueh  gemacht,  die  ein- 
fachen Resultate,  wekiie  in  den  Abhandlungen  von  Pelz  enthalten  sind, 
bisher  aber  sich  auf  die  Metho<len  der  projektiven  Geometrie  stützten,  auf 
dnrdians  elementarem  Wege  in  durchsichtiger  nnd  leiohtfaßUcher  Weise 
hersuleiten,  so  daß  ein  jeder  anch  ohne  Voikenntnisse  in  der  darstellenden 
nnd  projektiven  Geometrie  durch  dieses  Lehrbuch  in  die  orthogonale  Axono- 
metrie eingefftbrt  werden  kann.  Der  Inhalt  des  Buches  bildet  daher  einen 
vollständij^on  Lehrgang  der  darstellenden  Geometrie  für  das  in  Rede  stehende 
Darstellimgsverfahreu.  Nach  Auseinandersetzung  der  in  Fi-acre  kommenden 
BegriflFe  und  Methoden  oeiiaudelt  der  Verfasser  zunächst  die  Darstellung  der 
reinen  Lagenbesiehungen  swisohen  Punkten,  Qeraden  nnd  übenen,  um  dann 
dem  Normalenproblem  und  den  metrischen  Aufgaben  mittels  der  Pelsschen 
Methoden  in  besonders  liebeToIler  und  eleiranter  Darstellung  sich  suzttwenden; 
dabei  ist  hervnr/uheben,  daß  sich  die  Konstruktionen  ohne  Benutzung 
der  früher  vielfach  verwendeten  KeduktionskoefHzienten  durchfahren  lassen, 
und  so  von  der  in  älteren  Darstellungen  tnhll)ai-en  < iehundenheit  an  be- 
stimmte Verhältnisse  befreit  sind.  Es  folgt  sodann  eine  ausführliche  und 
keine  besonderen  Vorkenntnisse  Toraussetsende  Behandlung  der  Kegelscfanitts- 
lehre;  die  letzten  Abschnitte  des  Buches  beschäftigen  sich  mit  der  Dai^ 
Stellung  und  Untersuchung  der  Zylinder-,  Kegel-«  BotationsflUchen.  Besonders 
«orgfUtige  Berficksiehtigung  finden  von  Anfang  an  die  Sdiattenkonstruktionenf 
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es  werden  für  dieselben  zahlreiclie  geschickte  Metho<lprt  und  nützliche  Kunst- 
grilie  angegeben,  und  nicbt  nur  auf  die  theoretisch  wichtigen  Gebilde  an- 
gewendet, sondern  auch  an  zahlreichen  praktischen  Gegenständen,  wie  Treppen, 
Balkenverknndiuigeii  u.  dargl.  dargelegt.  Auf  29  b«saiideren  Tafelii  smd 
vom  Veifosser  selbst  entworfene  und  Uar  auagsflOurte  Figuren  beigegehen, 
die  das  Eindringen  in  die  vorgetragenen  Lehfen  erieichtem  und  zur  selbst- 
ständigen Ausführung  axono metrischer  Zeichnungen  anleiten;  vielleicht  wäre 
es  für  die  Durchsichtigkeit  mancher  Zeichnungen  nützlicher  gewesen,  wenn 
an  ein  und  derselben  Figur  nicht  zu  vieles  demonstriert  worden  wäre.  Da 
auch  eine  reiche  Anzahl  von  Aufgaben  beigegeben  ist,  die  Darstellung  überall 
klar  vnd  leicht  faßlich ,  dabei  aber  aucb  aoareicliend  korrekt  ist,  eo  wird 
da«  Bach  seinem  Zwecke,  zum  Selbststudium  su  dienen,  volUcommen  gexecbt 
werden.  Dem  Kenner  der  darstellenden  Geometrie  und  dem  fortgeschrittenen 
Schüler  wird  es  sicher  von  Interesse  sein,  zu  verfolgen,  wie  der  gesamte 
Lehrstotr  dieser  Disziplin  hier  eine  eigenartige,  von  der  gewöhnlichen 
Orthogonalprojektion  imabhängige  und  von  ihr  völlig  abweichende  Dar- 
stellung findet. 

Bonn,  März  1906.  F.  London. 

•     

Oskar  "Wond,  Cayleysche  Iiösungon  mnthomatischer  Elementar- 
aulgaben. W'i-^'  Ti<f)inft1ifhe  Beigabe  /,u  dem  Jahresbenciit  der  Technischen 
Staatsltiiiiinitultt  ii  Iii  Lliuiitnitz.     Chemnitz  1906.   42  S.  4*^. 

In  dem  Vortrage  über  „Die  Notwendigkeit  regelmäßiger  Vorlesungen 
fiber  ElementsP'Matheinatik  an  den  Universitfttea^S  den  ich  im  August  1904 
auf  dem  dritten  intonationalen  Math«natikerk<mgrefi  sn  Heid^berg  ge- 
halten babOf  hatte  ich  als  eine  unentbehrliche  Elf[tnsuug  /u  diesen  Vor- 
lesungen Übungen  bezeichnet,  in  denen  die  I^ösung  von  Aufgaben  behandelt 
wird,  und  darauf  hingewiesen,  d-nß  i'ayleys  Werke  eine  Ffllle  «chöTipr 
Lösungen  elementarer  Aufgaben  enthalttin,  die  in  Auswahl  hernusznü'HiM  n  tm 
dankenswertes  Untemehmen  sein  würde.  Diese  Anregung  hat  den  Ver- 
fasser veranlaAt,  16  An^ben  heraussosnidiaa,  die  sieh  fttr  den  Unter- 
richt auf  der  Oberstufe  eignen,  die  aber  auch  sehr  wohl  bei  den  von  mir 
vorgeschlagenen  Übungen  Terwendiing  finden  können.  Er  gibt  mit  Beeht 
keine  bloße  Übersetzung,  sondern  eine  den  deutschen  A^erhilltnissen  an- 
gepaßte au'iführlicho  Beaibeitung,  bei  der  die  Zusätze  und  Frlfluternngen 
in  Anmerkungen  verwiesen  sind.  Die  ersten  sieben  Aufgaben  sind  ariHlv- 
tischer  Natur;  drei  betreffen  algebraische  Fragen,  drei  die  llerleiiung 
algebraiscb-trigonometriseher  Identitöten,  die  letzte  ein  Problem  der  Zahlen- 
theorie. Die  folgenden  acht  Au^f^aben  gehören  der  Geometrie  an;  im  be- 
sonderen handelt  es  sich  um  den  kleinsten  Kreis,  der  drei  gegebene  Punkte 
ein??chließt,  die  Anzahl  der  Abteilungen,  in  die  der  Raum  durch  «  Ebenen 
allgemeiner  Lage  zerlegt  wird,  die  beiden  Gleichungen  zwisclien  den  sechs 
Verbindungsstrecken  von  vier  auf  einem  Ivreise  liegenden  Punkten,  Eigen- 
schaften der  Tetraeder  mit  gleichen  Gegenkanten,  Erzeugung  der  Ellipse 
als  Enveloppe  einer  Schar  von  Kreisen,  Fragen  aus  der  Perspektive  usw. 
Die  Auswahl  ist  als  eine  recht  glückliche  zu  bezeichnen,  und  es  wSre  zu 
wünschen,  daß  der  Verfasser  noch  mehr  dieser  Cajleyschen  Lösungen  den 
deutschen  ^fatbeniatikem  zugänglich  machte. 

Haunuver,  April  lf>06  Paul  BtäCKEX. 

JkhntbeirirLt  d.  DenUctien  M»tliem.-Ver«lnfgung    XV.   lioft  5.  Id 
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Frane  NeumannB  Gesammelte  Werke,  herausgegeben  vou  seinen 
Schillern.  In  ö  Bänden.  II.  Band.  Mit  einem  Bild  vou  F.  Xeumann  in 
Heliogravüre.    [XVT  u.  620  S.]    4.   Leipzig  1906,  B.  G.  Teubner.  JC?>Q.—. 

Diese  Geisain  tu  umgäbe  der  von  Franz  Neuiuanu  teils  in  den  Schriften 
dor  Berliner  Akademie,  teils  in  PoggendorCfo  Annalen,  teils  in  anderen 
ZeitKhrifton  publinnten  Abhandlungen  ist  im  ganxen  auf  drei  BSnde  be- 
rechnet. —  Der  hier  zon'ächst  «racheinende  zweite  Band  enthält  haupt- 
sächlich Untersuchungen  üher  Warme  und  \.\rhi  An  der  Redaktion  dieses 
Bandes  sind  beteiligt  gewesen  die  Herren:  E.  Dorn  (Halle),  0.  E.  Meyer 
(Breslau),  C.  Neumann  ^Leipiig),  K.  Pape  (frtlher  in  Könij^berg,  jetzt  in 
Steglitz),  L.  Saalschütz  (Königsberg),  W.  Voigt  (Göttingen),  P.  Volkmann 
rEOnigsberff),  TL  von  der  Mlihll  (Basel),  A.  Wangerin  (Halle),  H.  Weber 
(StraBbiug).  —  In  nidht  allzn  langer  Zeit  wird  hoffentlioh  der  dritte  Band 
erscheinen  können,  der  eine  große  optische  Abhandlung  (von  1641),  sodann 
aber  elektrische  und  magnetische  nntcrsuchungen,  sowie  auch  eine  Abhand- 
lung über  die  Laplaceschen  Ypsilons  und  deren  Auwendung  zu  Interpolations- 
zwecken enthalten  wird.  —  Zuletzt  wird  dann  der  erste  Band  erscheinen, 
der  Nenmanns  geometrische  und  kristallographische  Untesfinehnngen  ent- 
halten wird. 

Leipzig,  im  März  1906,  0.  N. 

Max  Simon,  Über  die  Bntwioklung  der  Elementar-Geometrie  im 
XDL  JatarhnndefTt  Referat  der  Deatschen  ICatbeinatiker-yereinigung  er- 
stattet, mt  28  Figuren  im  Text.  Aneh  unter  dem  Titel:  Jahmbecieht 
der  Deutschen  Mathematiker -Vereinigung;  der  Ergänzungsb&nde  I.  Band. 
[Vm  u.  278  S.]  gr.8.  Leipzig  1906,  B.G.Teubner.  JC,  8. — ;  geb.  ^.  9  — . 

Der  vorliegende  Beriebt  fiber  Elementargeometrie  war  ursprünglich  f  ür 
die  Encyklopadie  der  mathematischen  Wissenschaften  bestimmt,  und  nur  Lin 
Interesse  der  Sache  hatte  ich  die  Arbeit,  deren  Mühe  ich  voraussah,  über- 
nommen. Seit  Tier  Jahren  ist  sie  den  Leitern  der  Encjklopftdie  übergeben, 
doch  waren  immer  wieder  Fonnalien  zu  erledigen,  da  die  Eigenart  des 
Referenten  sich  nicht  mit  der  des  Redakteurs  deckte.  Wenn  schließUöh 
Herr  Klein  das  Referat  in  der  vorliegenden  Form  ablehnte,  so  geschah  es 
vorzugsweise,  weil  ihm  keine  HilfskrHfte  /n  Gebote  standen,  die  sämtlichen 
Zitate  mit  bibliographischer  Treue,  und  zwar  jedesmal,  wenn  ein  Werk  ge- 
nannt wui'de,  abfassen  zu  lassen.  In  der  Tat  war  duich  den  Zustand  der 
Zettel  eine  zeitranbende  KcMrrdctur  nötig.  loh  habe  nur  die  aUerwichtigsten 
Werke  Hbliographiaeh  genan  zitiert,  und  die  andern  so,  dafi  sie,  mit  ver- 
schwindenden Ausnahmen,  jeder  Interessent  nach  meinem  Zitat  sofort  auf- 
find*r  Irrinn  Außerdem  habe  ich  mpiKtens  die  Zeit.scbnften  nach  ihren 
Begründern  genannt.  —  Um  die  Arbeit  weiteren  Kreisen  /Aie;!rrr'lich  zu 
machen,  regte  Herr  Klein  an,  sie  als  einen  besonderen  Bericht  in  einem  Er- 
gänzungsbande des  Jahresberichts  der  Deutschen  Mathematiker -Vereinigung 
ersdifiinen  zu  lassen,  eine  Anregung,  die  d«r  Vorstand  der  Vweinigung 
willkommen  hieß,  und  der  ich  gefolgt  bin.  —  Zum  gröBten  Danke  bin  ich 
meinem  Jugendfreund  E.  Lampe  für  die  ttberans  mflheyolle  Korrektur  ver- 
pflichtet, die  er  gelegentlich  mit  Znsätzen  aus  dem  so  reichen  Schata  seiner 
Literat  iirkenutnis  begleitete. 

ätraBburg  i.  £.  M.  Simon. 
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Mittag -Lefflers  Bibliothek.  Bei  (ler  Feier  seine«  fiO,  Geburtstages 
am  16.  Marz  d  J  hat  Professor  G.  Mittag-Leffler  erklärt,  daß  er  seine 
mathematiscbe  iiiLliothek,  die  größte  dieser  Art  in  Privatbesitz,  der  Uni- 
versität £u  Stock  iiuliü  vermachen  werde. 


S.  Bii€]i0noluni« 

BoMer,  0.,  Üb«r  die  Pieuimbieak  Orappen  a«  dem  Zahlkörper  der  8.  und  der 

4.  Einheita wurzeln.    III,  102  S.    Digsert.    Zflrich  1006.   JC  2.  — 
Cliollety  T.,  Trait»^^  de  p-f'nni^^trie  deBcriptive.   Premiere  partie,  i\  Tiisage  des  6]hve9 
des  claaeea  de  preuuöxe  C  et  D.    8*  6d.    im  p.    8*^  avec  fig.    Paris  1906. 
Fn. . 

— ,  IMtd  de  g^om^trie  descriptive  et  compl^ment«  de  g^om^trie.  Deuxi^me  partie, 
a  Tusage  des  eleves  de  math^atiques  A  et  B  et  de?  candidats  de  Saiiit<^. 
2«  Edition.    204  p.        avec  fig.  et  planchea.    Paria  1906.    Frs.  2.60. 

Ewerding,  U.,  Lehrbuch  der  Graphostatik.  VDI,  186  S.  m.  882  Fig.  Stuttgart  1906- 
J(  MO. 

Faber,  G.,  über  die  znsanimengebörigen  Konvergrnzradinn  von  PotenmibeB 
mehrerer  Veränderlicher.    36  S.    Habilitationaßchritl.    Karlsruhe  I90fi 

Gaiekardy  C»f  Traite  de  mecauique.  Premiere  partie:  Cinematique,  a  iuaage  de» 
4lhf9B  des  daeaet  de  pMmitee  O  et  D.  4*  M.  114  pag.  avee  lig.  Favii  190«. 
Fn.  1.60. 

— ,  Deuxi^e  partie:  Cin^matique,  Statique,  Dytiamique,  ä  I'ueage  de«  /d^ves  des 
daasei  de  math^matiques  A  et  B.  2**  ed.  196  p.  avec  fig.  Paris  1906. 
Fn.  9.00. 

Heß,  A.,  Stetige  Abbildung  einer  Linie  auf  ein  Quadrai  46  8.  ZUrieh  1906. 

Kftttaer,  W.y  Das  Kisiko  der  LebenBverBicberuDgsanstaJten  und  UnterstAtsangakafleen. 

95  8.   Berlin  1906.   M  4,— 
LaneuHteln,  R.,  Die  Fegtigkeitslehre.    Elementares  Lehrbuch  für  den  Schul«  nnd 

SeP  stunterricht,  sowie  zum  Gebrauch  in  der  PraTi^,  nobst  einem  Anhang  ent- 
haltemi  Tabellen   der  Potenzen,  Wurzeln,   Kieiäumfäuge  und  Kreisiuhalte 
9.  Auflage.    Bearbeitet  von  C.  Ahr  eng.    VI,  205  S.  m.  132  Abbild.  Stutt- 
gart 1906.   J(  6,— 

Mattson,  R.,  Contributioni  4  la  throne  dee  fmctiODi  entiizee.  Tbtee  ponr  le 

doctorat.  27  S.  Upsala. 
Manderli,  8»,  Die  Interpolation  nnd  ihre  Verwendung  bei  der  beuut;iung  und  Uer- 

etellnng  ntathenialiieoher  Tabellen.   147  8.  Selothnm  1906.  J(  S,60. 
Mayer,  <l.  E.,  Hathraiatik  für  Techniker.    Gemeinverständliches  Lehrbuch  für 

Ifittelichfller  sowie  beeomden  f&r  den  Selbiumterricht    1.  Bd.  Leipaig  1906. 

Jf  1,60. 

PofaiMr#,  H.,  Wissenschaft  und  HypotheM.  Aatoiiiiflarte  dettteche  Ausgabe  mit 
erläuternden  Anmerkungen  von  F.  nnd  L.  Lindemann.  9.  Yerbeeierte  Anfinge. 

XVI,  Mit)  S     s".    Leipzig  1906. 
ilttitmauu,       Über  Minimallagen  in  ebenen  Gebieten.  45  S.  mit  1  Tafel.  DisserL 
MQnster  1906. 

Sahnckea  Sanunlnng  von  Aufgaben  aus  der  Differential*  nnd  Integralrechnung.  II. 
G.  verbe^Hierte  Auflage  Bearbeitet  und  beramgegeben  von  M.  Lindow,  YI, 
'jy  j  S   IM    1.^1  P^ig.    Jena  1906.    v«  4,— 

Wachtel,  A.,  Anweudungeu  der  Graphostatik  im  Maschinenbau  mit  besouderer 
Berfidnicbtigang  der  ttatitcb  beetimmten  Aeheea  nnd  Wellen.  Elemwutaree 
Lehrbuch  fQr  techniaehe  Unterrichtsanstaltcn.  /.um  Selbststudium  und  zum  Ge- 
brauch  in  der  Piazia.  YII,  146  S.  m.  194  Abbild.  Hannover  1906.  JC  5»80. 
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3.  ZeitscliriftenscliaTi. 

(Von  dem  Inhalt  der  Zeitschriften  werden  nur  die  Aufsätze  erwähnt,  welche  dem 
Gebiete  der  mathematischen  WiMenschaften  angehören.) 

Mathematisoho  Annalen.   62.  Band.   -i.  Heft. 

Johansson,  Ein  Sata  Aber  die  konforme  Abbildung  einfiieh  sosammenh&ngender 

Riemannscher  Flächen  auf  den  Einheitskreis.  Johaneson,  Beweis  der  Existena 
linear-poljmorpher  Funktionen  vom  Orenzkreistypus  auf  Riemannschcn  Flächen. 
Severi,  Sulla  totalita  delie  curre  algebricbe  tracciaie  sopra  una  saperticie  algebrica. 
8piefi,  Theorie  der  linearen  Iterationsglt  ichnng  mit  konitanten  Koeffiaienten. 
8.  Bernsti'iti.  Rur  la  güncrnlisatiun  du  probleme  de  Dirioblet.  Landau,  Über 
die  Darstellung  deüniter  Funktionen  dorch  Quadrate.  Schoenflies,  Beitr)^  <ur 
Theorie  der  Pnnltuieiiu'cn.  III. 

Archiv  der  Matheuiuük  und  Physik.    10,  baud  2.  Heft 

Schaefer,  Über  Absorption  nnd  Diapenion  elektriacher  Welten.  Thieme, 

Rein  geometrische  Theorie  der  binären  Formen  8.  Ordnung.  Wallenberg,  Über 
Beziehungen  zwischen  den  Integralen  einer  homogenen  linearen  Differential- 
gleichung zweiter  Ordnung  und  ihren  ersten  Ableitungen.  Schultz,  Die  über- 
>&hligen  willkfirlichen  Konatanten  in  der  LOsong  der  Hamütonichen  paxtiellen 
Differentialgleichung.  Bec6nsi<nien.  Vennischte  Mitteilungen. 
Blbllotheca  Matheniatica.    3  Folge,    fi.  Btind.    4  Heft. 

Haas,  X'hfr  die  Originalität  der  physikaliKcheii  Lehren  des  Johannes  PhiloponuB. 
Loria,  Sopra  una  traefürmuziouu  di  cunlatto  ideata  da  Feimat.  Hayashi,  Die 
magischen  Kreise  in  der  japanischen  Mathematik.  Jonrdain,  On  two  diife- 
zential  equations  iu  Lagrange's  M(:canique  analytique.  Rudio,  Wilhelm 
Schmidt  (1862 — 1905).  Amodeo,  Sul  corso  di  storia  delle  science  matematiche 
nella  K.  Universita  di  Napoli.  Eneström;  Grönbland,  Kleine  Bemerkungen  zur 
sweiten  Auflage  von  Cantors  Voiiesiingen  Aber  (beschichte  der  Mathematik.  Yei^ 
mischte  historische  Notizen. 

Jonrnul  ftir  die  reine  und  augewandte  Mathematik.   Bnml  131.   Heft  1. 

(iuudelfinger,  Drei  Briefe  von  C  F.  Gauli  an  Job.  von  Müller.  Thome, 
Über  simultane  lineare  Differentialgleichungen.  Schwcring,  Anwendung  der 
elliptiaehen  Funktionen  auf  eine  geometrische  Aufgabe.  Mandl,  Über  die  Zer- 
legung von  Funlstioiieu  mehrerer  Variabein  in  irrcduzible  Faktoren.  Railos:  Die 
Diskriminante  der  allgemeinen  Kreisteihnigsgleichung.  F'rinakoff,  Equations 
diffiärentielles  du  premier  ordre  ajant  des  multiplicateurs  de  la  forme  (j/  —  Ui)"*, 
({/  —  1(^)0* . . .  ^  — «h)««.  Teixeira,  Sur  quelques  appUcations  des  a^riea  ordon- 
n^ea  suivant  les  pninsances  du  sinus. 

Monatshefte  für  Alathcmatik  und  Physik.  17.  Jahrgang  1906.  2.  Vierteljahr. 

Grünwald,  Über  duale  Zahlen  und  ihre  Anwendung  in  der  Geometrie. 
Berger,  Über  die  zur  dritten  Stufe  gehörigen  hjpeig<  uuietrischen  Integrale  am 
elliptisohen  Gebilde.  Literatarberichte. 

ZeitBdurift  Hir  Mathematik  und  Physik.  68.  Band.   2.  Heft. 

"Wieghardt,  t^her  die  XebcnHipannungen  gewisser  hochgradig  statisch  un- 
bestimmter Fachwerke.  Leon,  ."Spannungen  und  Formänderungen  rotierender 
Kugelschalen.    Lorch,  Über  die  Berechnung  der  Summen  diskontierter  Zahlen 

für  eine  nacli  dem  Makehamschen  Gesetz  fortschreitende  Sterbetafel.  Welliach, 
Die  Gewr)ll)»'tlicf)no  iir:  ! '>hte  der  Theorie  der  kleinsten  Produkte.  Girtler,  tT^er 
die  kubische  Dilation  und  ihre  Beziehung  zur  Beanspruchung  isotroper  elastischer 
Körper.   Kleinere  Mitteilungen. 

Annali  4i  Matematlea  pnra  ed  appllcata.  Serie  YOLK  Tomo  XU«.  Fase  S*.  4*. 

Dini,  Studii  suUe  equazioni  differenziali  lineari.  Loro  intcgrali  normali. 
Biancbi,  Teoria  delln  traRforinazioni  delle  feuy)erficie  applicabili  sui  parnholoidi 
Fubini,  Sulla  costruzioue  dei  campi  fondamentali  di  un  gruppo  discontinuo. 
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Bendlconti  del  CIrcolo  Matoniatlco  dl  Palermo.   Tomo  XX.    Fnsc.  TT. 

Levi-Civita,  Sopra  un  problema  di  elettrostHtica  che  si  i-  presontat')  nelia 
costruzione  dei  cavi.  —  Berzolari,  Sui  siäteiui  di  n -(-  1  rette  dello  spazio  ad  n 
dimemioBi«  ittnate  in  pogisione  di  SchlftflL  —  Brvtotti,  Teoremi  tolle  pinuaidi 
di  ?i  H-  1  vertici  dello  spasio  ad  n  dimeaeioni.  —  Burgatti,  Sugli  integrali  sin« 
golari  delle  eqnazioni  a  derivat«  ordinarie  del  second'  ordine.  —  Gebbia,  Sulla 
iiite<^abilitä  delle  condizioni  di  rotolamento  di  an  corpo  solido  sopra  an  altrot 
e  8u  qualciie  questiooe  geometriea  che  vi  h  connena.  —  Agaglia,  Säl»  mipetfieie 
ln<^  di  un  punto  in  cui  le  saperficie  di  tre  faaci  toccano  ana  medesima  rette.  — 
Dp  Franchis,  Sugrintegtali  di  Picard  reliitivi  ad  nna  superficie  doppia.  — 
Barbieii,  Alconi  teoremi  «uile  fanzioni  aemicontinue,  e  suUe  funzioni  di  una 
vwisbile^  limiti  di  fonrioni  di  dne  Tuiabüi  independenti.  —  Piaati,  SuUa  eeten- 
•ione  de?,  metodo  di  Laplace  alle  eqQwioni  diffeMnaiali  lineari  di  ocdiiie  qualnnque 
eon  dae  variabili  independenti. 

Bendiconti  del  Ciroolo  MatMMAtteo  dl  Palerno.    Tomo  XXL    FMcieolo  I. 

Anno  1U()6. 

äbraua,  Öui  »idtemi  ciclici.  Aiiuausi,  Sulla  tleödioue  dei  cUiudii.  Mar* 
letta,  Solle  qointidie  gobbe  laaionali.  Torelli,  Dlmoekauoiie  di  ona  fomrala 
di  de  Jonqui^res  e  suo  eignificato  geometrico.  Guldberg,  Sur  une  Classification 
des  problemes  du  calcnl  des  \nriations.  Sinigallia,  Sal  sistema  di  tre  forme 
cabiche  binarie.  Silla,  sopra  aicune  ^^uistioni  di  statica.  Forsyth,  Differential 
iiiTarianti  of  a  plane  and  of  corves  in  the  plane.  Toong,  A  note  on  seti  of 
OTerlapping  intorvalla.  Poinear^,  Sor  la  dynanuqae  de  rAectnm. 

Xendiconti  del  Circolo  Matematleo  dl  Palermo.  Tomo  XXI.   Fascicolo  II. 

Fubini,  Nuove  ricerchc  lutcnio  ad  alcunc  classi  di  gmppi  discontinui.  De 
Donder,  Sur  les  invariants  ditfcrentiels.  Marletta,  Contributo  alla  teoria  delle 
corve  razionali.  Mineo,  Snl  Inogo  dei  punti  pataboliei  delle  aoptniole  d*an  faedo. 
Chini,  Solle  soperficie  W  applicabili  sopra  ana  superficie  di  roiutione.  Sannia, 
Doformazioni  infiuitesimo  delle  curve  inestensibili  e  corrispondenza  per  ortof^nalitä 
di  eU'menti.  Spveri,  Intoruo  al  teorema  d'Abel  sullo  superficie  algebricbe  ed  alla 
riduzione  a  forma  uormale  degl' integrali  di  Picard.  Boggio,  Risoluzione  del 
problema  dei  valoti  al  oontomo  ^ex  alcone  daaei  di  eqoa>ioni  aXLt  deriTate 
paniall. 

Jornl  de  Sciencias  Matematicas  e  Astronoulcas.   Vol.  XY. 

d'.Aliiu'ida  Are/,  Duas  classes  de  niimerci.  Vollü.  Application  des  lois 
generales  de  la  formation  de^i  mondes  ä  la  generation  speciale  du  nötre.  Barisien, 
Note  sar  certainee  coorbeg  d^riv^ee  de  la  eycloide.  Siberiani,  ün  teozema  delle 
teorie  delle  serie  di  potenze.  Lerch,  Sur  la  cinqni^me  d^monstration  de  Gann 
de  la  loi  de  rt'ciproriti-  de  T/Cgendre.  Ferreira,  Sobre  a  teoria  das  raizes  ton- 
jogadas.  Pirondini,  Hxu  les  pseudo - spiralea.  Pirondiui,  Dexa,  probiömes 
rebktift  ans  ligmea  farao^  bot  one  eoifaes  de  idvoltttion. 

Annaes  Selentlflcoti  da  Acadewla  Polyteeluitca  do  Porto.  Yol  I.  No.  %. 

Jahnke,  Sor  one  transfoimatiOD  d'une  classe  d't^quaiions  ditfdrentielles  binörnea. 
D'Ahueida  Arez,  Nota  sobre  os  coef^ciontes  das  nuniula«  de  Waring.  Schonte, 
.\pplicatiou  (V\m  thf^nreme  connn  sur  la  mnltiplication  de  deux  matrices  a  la  geo- 

mctrie  polydimeusiuiiule. 

Silzangflberlehie  („Rad*')  der  sUdslaTleehen  Akademie  der  Wissensehaften 
und  Kflnato  (Agram).  Mathem.-natorw.  Klasse,  Bd.  161  und  168  (im). 
K  Karamata,  Über  anliegende  sphärische  Dreiecke.  H.  Mujccn,  Eine  Art 
der  .Mibildiing  einer  all^rcmeineu  FUlcbe  3.  Ordnung  auf  eine  KiUcbe  2.  Ordnung. 
K.  Stojauovic,  Verallgt^meinerung  des  Grecnschen  Theorems  und  der 
Polt  eon  Beben  Gleicbong.  9.  Bobni^ek,.  Zur  Theorie  des  lelativbiqiiadiatisehen 
Zahlkörpers. 
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?(ienw  Archief  Toor  Wigknnde.   Uitgeren  dooi  het  Wiskondig  Genootechap  te 
Amttardam.  Tweed»  Beeks.  Deel  TU.  Twede  Stak.  1906. 

Hayashi,  A  brief  liietory  of  the  Japanese  mathematicB.  —  Rutger«,  Over 
reekseu  van  Beaselsche  fuDctios  en  daannede  »amenhangcnde  bepaalde  integralen, 
waarin  Besselaohe  foncties  voorkomen.  —  Vau  Alier,  Sur  un  thdox^me  de  la 
fb4om  dee  ddtenniiMmti.  —  Kaptejn,  Sur  uae  fozmiil»  de  Oanoliy.  ~  Kloyver, 
Eene  integraal,  die  betrakkang  heefl  op  eene  algebnuaohe  Tergelijking.  —  Y erslnji. 
Des  tangentes  yoisinee  dWe  taagemte  d'infleuioiL  —  Wijthoff,  A  modificfttioii 
of  the  game  uf  nim. 

L'EftselgBemeBt  Matii^meUqiae.  YIII«  Ann^e.  Nr.  S. 

Alatia,  Giailo  BeUaritie;  la  eorrespondaaee  ecientifiqiie.   Andrade,  üne 

109011  8ur  la  g^om^trie  de  rajulage.  Redl,  Pr()]>ri 't'-i  r  rr «Elatives  du  pentagome 
et  dti  derag'one  renTilierfl,  Richfird,  Sur  lea  priticijifH  <\e  lamäcaniqne.  Godeanx, 
Application  des  rac'thodes  gtiom^trograpliiques  au  trac4  m^canique  des  coorbea 
planes.  Collins,  Sur  la  mdthode  d'ens^gner  en  Am^rique.  M^langea  et  Corre- 
epondaoee.  Ontoniqne.  Notes. 

HomTellea  Aanales  de  Malhteatt^vei»  FMer  1906. 

Collignon,  Thdorie  ^le'mentaire  dee  petitee  oscillatious  d'un  pendula  simple. 
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über  die  Grundlagen  der  Geometrie. 

Von  G.  Fbege  in  Jeua. 
I. 

Es  kann  mir  nur  erwünscht  sein,  mit  Männern  in  lebendige  Wech- 
selwirkung zu  treten,  die  ihr  Nachdenken  auf  dieselben  Fragen  wie  ich 
gerichtet  haben.  Und  so  ist  mir  der  Aufsatz  des  Herrn  Korselt  Über 
die  Grundlagen  der  Geometrie  (diese  Jahresberichte  12.  Bd.,  S.  402) 
zunächst  willkommen  erschienen.  Und  ich  habe  auch  die  Freude  gehabt, 
einige  Berührungspunkte  zu  entdecken.  Diese  mögen  zuerst  herror- 
gehoben  werden.  Herr  Korselt  gebrauelit  meine  Ausdrücke  „W«dir- 
heitswert^,  „das  Wahre",  „das  F'alsche^'  und,  wie  es  scheint,  in  meinen 
Sinne.  Nur  möchte  ich  bitten,  statt  „der  Wafarheitswert  ron  su 
sagen  „der  Wahrlieitswert  Die  Erklärung,  die  Herr  Korselt  von 
der  Zeichenverbindung  »a=^h<(.  gibt,  stimmt  fast  mit  meiner  flberein 
für  das  fintspreohende  in  meiner  BegrifiPsschrift  und  ist  besser  als  die 
Ton  E.  Schröder^  der  dies  Zeichen  wohl  eingeführt  hat,  und  als  die 
des  Herrn  Pesno  für  sein  »o«. 

Im  flbrigen  freilich  bin  ieh  duieh  die  Eor  seit  sehe  Kritik  ent- 
täuscht worden.  Sie  bietet  f&r  eine  Verständigung  und  förderliche 
Weiterbildung  keine  so  günstige  Grundlage,  als  ich  gewflnscht  hatte. 

Wenn  Herr  Eorselt  meine  Bedenken  gegen  die  Hilbertsehe 
DarsteUung  als  unberechtigt  nachweisen  woUte^  mußte  er  meine  Gegen- 
grAnde  libntlich  prüfen.  Das  hat  er  nicht  getan.  Und  doch  kann  ein 
einadger  unwiderlegbarer  Einwand  die  ganze  Theorie  zu  Falle  bringen. 

Die  Lehrsfttze  des  Herrn  Hilbert  handeln  von  den  Axiomen,  deren 
Unabhängigkeit  und  Widersprochsfreih^t.  Es  ist  also  geboten,  Uber 
den  Sinn  des  Wortes  „Axiom''  keinen  Zweifel  zu  lassen.  Und  deshalb 
ist  es  an  Fehler  der  Hilbertsehen  Schiift,  daß  sie  diesen  ihren  Grund- 
begriff ganz  im  Nebel  laBi  Ich  habe  mich  bemUht,  scharfe  Grenz- 
linien zu  ziehen;  Herr  Eorselt  scheint  sie  geflissentlich  wieder 
zu  TerwxBchen.  Wie  ist  das  zu  erküren?  Tielleieht  durch  einen 
Selbsterhaltungstrieb  der  Hilbertschen  Lehre,  zu  deren  Lebensbe- 

Jilizaib«r|pht  d.  nettinlMti  Msthem.»V'«ralBlgiiag.  XT.  Heft  C  SO 


.  ij  i^od  by  Google 


294 


G.  Frbob: 


dingungen  eine  Trftbmig  gehdren  mag.  Ist  dies  richtig,  so  muß  frei- 
lich ein  Retter  dieser  Lehre  die  Klärung  zu  verhindern  suchen.  Ich 
glaube  nicht,  daß  Herr  Korselt  dies  mit  Absicht  getan  habe:  aber  er 
hat  mir  durcli  .sein  A  erfahren  die  Beautwortunö"  seines  Aufsatzes  außer- 
ordentlich erschwert.  Herr  Hilbert  setzt  Sicii  iinfc  meinen  Gründen, 
so  weit  mir  bekannt  ist,  überhaupt  nickt  auseinander.  Vielleicht  ist 
auch  in  ihm  eine  geheime,  von  tiefer  Dämmerung  limgebene  Furcht 
wirksam,  durch  näheres  Eingehen  auf  meine  Grflnde  könnte  sein  Bau 
gefährdet  werden.  Auf  der  Oberfläche  freilich  wmi  wohl  die  Meinung 
schwimiiitii,  daß  meine  Gründe  einer  genauem  Betrachtung  überhaupt 
unwürdig  seien.  Sollte  Herr  Hilbert  einmal  dazu  kommen,  mit  dem 
Lichte  seines  Bewußtseins  die  tieferen  Untergründe  ym  beleuciiten,  so 
wird  er  vielleicht  der  Erwägung  Raum  geben,  daß  das  Falsche  in 
seiner  Lehre  auf  die  Dauer  doch  nicht  zu  halten  sein  wird,  daß  es 
aber  nützlich  und  ehrenvoll  ist,  dieses  abzustoßen,  damit  das  Walire 
und  Wertvolle  desto  klarer  und  unanfechtbarer  hervortrete. 

Es  wai-  meiner  Meiminp;;  nach  die  Aufgabe  eines  Kritikers,  zu 
meinen  Ansgangssätzen  Stelluug  zu  nehmen.  Damit  wäre  gleich  die 
Frage  an  der  Wurzel  gelaßt  und  alles  Folgende  in  scharfe  Beleuchtung 
gerückt  worden.  Ich  habe  es  in  meinem  ersten  Aufsatze  über  diesen 
Gegenstand  für  nötig  gehalten,  mich  weitläufig  über  Axiom  und  Defi- 
nition auBzasprecken,  weil  mir  durch  Herrn  Hilberts  Festschrift  eine 
große  Verwirrung  zu  drohen  schien.  Mit  diesen  meinen  Ausführungen 
hätte  sieb  Herr  Korselt  zunächst  auseinar^dor  setzen  müssen;  denn 
hiervon  gehe  ich  aus,  nnd  hiermit  hängt  alles  Folgende  eng  zusammen. 
Ich  habe  die  Definitionen,  die  etwas  festsetzen ,  den  Grundsätzen  und 
Lehrsätzen  gegenüber  gestellt,  die  etwas  behaupten.  Jene  enthalten  ein 
Zeichen  (Wort,  Ausdruck),  das  erst  durch  sie  eine  Bedeutung  bekommen 
soll;  diese  enthalten  kein  solches  Zeiches.  Erkennt  Herr  Korselt  den 
wesentlichen  Unterschied  zwischen  beiden  Arten  von  Sätzen  nicht  an? 
Warum  nicht?  Er  spricht  weiter  von  Axiomen,  die  etwas  definieren, 
als  ob  das  gar  keine  Schwierigkeit  hatte.  Was  soll  denn  eigentlich 
ein  Axiom?  Soll  es  etwas  behaupten^  oder  soll  es  etwas  festsetzen? 
Wozn  hat  man  zwei  Wdrter  ,^xiom^  nnd  ,,Definition%  wenn  andi  die 
Axiome  definieren  sollen?   Nor  der  größeren  Dunkelheit  wegen? 

Auch  hei  Heim  Hilbert  definieren  die  Axiome  in  der  zweiten 
Auflage  lustig  weiter,  als  ob  nichts  geschehen  w&re.  Offenbar  weifi 
Herr  Hilbert  selber  nicht,  was  er  mit  dem  Worte  ^xiom^  meint, 
und  damit  wird  es  auch  zweifelhaft,  ob  er  wisse,  weldie  Gedanken  er 
mit  seinen  letzen  verbinde,  und  noch  zweifelhafter,  ob  Herr  Kor  seit 
es  wisse.   Oder  halten  vielleicht  beide  Herrn  einen  Gedankeninhalt  dar 
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Satze  filr  entbelirlichV  Worte!  Worte!  Worte!  Ich  habe  iuif 
eine  Verwirrung  des  Sprachgebrauchs  in  der  Hilbert  sehen  Festschrift 
hinsichtlich  des  Wortes  „Axiom^'  hingewiesen.  Erkennt  Herr  Korselt 
diese  Zwiespältigkeit  an,  oder  glaubt  er  sie  mipfrlt^ichen  zu  können? 
Darüber  hätte  er  sicli  gleich  zuerst  deutlich  aussprechen  müssen. 

Im  Anfange  meines  zweiten  Aufsatzes  mache  ich  darauf  aufmerk- 
sam, daß  die  Erklärimgen  und  Definitionen  des  Herrn  Hilbert  zweier- 
lei Art  zu  sein  scheinen.  Als  Bei^iele  der  ersten  Art  führe  ich  die 
Erklärungen  dafür  an,  daß  Punkte  einer  Geraden  auf  derselben  Seite 
eines  Punktes  liegen  und  daß  Punkte  einer  (ieraden  auf  verschiedenen 
Seiten  eines  Punktes  liegen.  Za  dieser  Art  gehört  auch  die  ßaußsche 
Definition  der  Zahlenkongnienz.  Als  Beispiel  einer  Erklärung  der 
andern  Art  führe  ich  die  des  Wortes  ^^zwischen^  an.  Nach  dorn  Muster 
dieser  bilde  ich  eine  andere  Definition  der  Znhlenkongmeiiz.  Wenn 
nun  Herr  Korselt  in  förderlicher  Weise  streiten  wollte,  so  mufite  er 
hierzu  Stellong  nehmen.  Erkennt  er  an,  daß  die  Erkl'dmngen  ond 
Definitionen  des  Herrn  Hilbert  zweierlei  Art  sind?  Wodurch  ist  es  ge- 
rechtfertigt, daß  für  beide  dasselbe  Wort,,  Definition''  oder  ^yErklärung^^ 
gewählt  ist?  Oder  ist  es  nur  der  grÖßem  Dunkelheit  halber  geschehen? 
Sieht  Herr  Korselt  den  ungeheuren  Unterschied  zwischen  der  Gauß- 
sehen  Definition  der  Zahlenkongnienz  und  derjenigen,  die  ich  nach 
Hilbert  sehen  Mustern  gebildet  habe?  Dies  moBte  festgestellt 
werden;  sonst  fehlt  der  feste  Boden  fOr  eine  frnchtbare  Wechsel- 
wkiing. 

Ich  glaube  mit  meinen  AosfOhnrngen  Aber  den  Gebrauch  der 
Wörter  ^^Axiom''  und  ^^efinition"  mich  im  Gleise  des  Althergebrachten 
fXL  bewegen  und  mit  Etecht  Terlangen  zu  können,  daE  man  nicht  durch 
einen  ganz  neuen  Gebrauch  Verwirrung  stifte.  Ich  lasse  mich  aber 
selbst  herbei,  auf  einen  ganz  neuen  Gebranch  dieser  Wörter  einzugehen; 
nur  muß  ich  Terlangen,  daß  er  einheitlich  sei  und  vor  dem  Eingehen 
auf  Einzelfragen  Teistandlich  und  eindeutig  dargelegt  werde.  Dies  Ter- 
misse  ich  in  den  AusfOhrungen  des  Herrn  Eorselt. 

Dennoch  erkenne  ich  seiner  Abhandlung  einen  Wert  zu,  der  es 
ratlich  erscheinen  läßl^  auf  ihren  Inhalt  naher  einzugehen.  Herr  Eorselt 
scheint  mir  n&mlich  Herrn  Hilberts  Lehre  eine  besondere  Wendung 
geben  zu  wollen,  indem  er  sie  als  formale  Theorie,  als  reinen  Lehr- 
begriff hBt  Ob  diese  Ausprägung  ganz  im  Sinne  des  Herrn  Hilbert 
ist,  mag  dahingestellt  bleiben;  immerhin  spricht  Tieles  dafdr. 

Indem  ich  mich  nun  einer  genaueren  F^fifung  der  Kor  seit  sehen 

Abhandlung  zuwende,  stelle  ich  znn&ehst  zusanmien,  was  sich  in  ihr 

zerstreut  über  Axiom,  Definition  und  Bedeutung  Torfindet 
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Wir  lesen  da  den  Satz: 

„Neuut  niaii  Axi  nii  einen  wahren,  aber  logisch  nicht  beweisbaren 
Gedanken,  «md  „Deiiuitionen''  (NomiualUefinitionen,  Nameugebungen) 
keine  Axiome." 

Wa^  Herr  Korselt  hier  im  Bedinguugäsat/.e  als  Bedeutung  des 
Wortes  J.Axiom"  angibt,  kann  man  wolil  die  althergebruehte,  die  Eukli- 
dische Bedeutung  nennen  Durch  die  Unbeweiebarkeit  unterscheiden 
sich  die  Axiome  von  den  Theoremen.  Die  Gründe,  die  Herr  Korselt 
für  seme  Behauptuu}j;  angibt,  nähern  sich  den  von  mir  antrt'^'  l/enen  und 
zeigen,  daß  auch  umgekehrt  kern  Axiom  etwa»  üeluiieren  kann.  Wenn 
das  Wort  „Axiom'*  in  diesem  Sinne  genommen  wird,  darf  der  Aus- 
druck eines  solchen  kein  unbekanntes  Zeichen  enthalten,  weil  er  sonst 
{Iberhaupt  keinen  Gedanken  ausdrückte.  Buchstaben,  die  dazu  dienen 
sollen,  dem  Grundsatze  Allgemeinheit  des  Inhalts  zu  verleihen,  dürfen 
gewiß  darin  vorkommen,  weil  es  bekannt  ist,  wie  sie  zum  Gedauken- 
ausdrucke  beitragen,  obwohl  sie  nichts  bezeichnen.  Hiermit  beantwortet 
sich  die  Korseltsche  Frage  y^Warum  sollen  die  Axiome  keine  Zeichen 
enthalten^  deren  Bedeutung  nicht  vorher  feststeht?^' 

Es  scheint  zunach&t,  daß  Herr  Korselt  diese  Euklidische  Be- 
deutung annehme,  und  er  Terwirfb  sie  auch  nirgends  ausdrücklich; 
aber  fast  alle  seine  spätem  Aussagen  stehen  hiennit  im  Widerspruche. 
So  erkennt  er  z.  B.  die  Möglichkeit  von  ungültigen  Axiomen  an.  Wenn 
er  klar  schreiben  wollte,  mußte  er  etwa  sagen:  ,,Diesen  althergebrachten 
Sinn  des  AVortes  'Axiom'  nehme  ich  jedoch  nicht  an^  sondern  gebrauche 
dies  Wort  in  folgendem  Sinnet  Und  nun  muBte  er  diesen  möglichst 
Terstöndlich  darlegen. 

Herr  Eorselt  nimmt  im  Widersprach  mit  der  Euklidischen  Be- 
deutung taa.,  daß  Axiome  bis  dahin  unbekannte  Zeichen  enthalten  und 
einen  Begriff  definieren  oder  bestimmen.  Die  von  ihm  selbst  anfangs 
henrorgehobene  OrundTerschiedenheit  der  Axiome  Ton  den  Definitionen 
macht  es  ja  unmöglich,  daß  Axiome  etwas  definieren.  Man  maß  sich 
darüber  klar  sein:  soll  ein  Grundsatz  etwas  festsetzen,  oder  soll  er  einen 
Gedanken  ausdrücken  und  als  wahr  behaupten?  und  an  dem,  wofür 
man  sich  entschieden  hat,  muß  man  dann  auch  festhalten  und 
nicht  immer  swischen  rersdiiedenen  Aufifassux^en  hin-  und  her- 
taumeln. 

Nun  hat  Herr  Eorselt  noch  den  unglücklichen  Gedanken,  die 
Heine  sehe  formale  Theorie  der  Arithmetik  mit  der  Hilbertschen 
Lehre  zu  Termengen  und  ein  Axiom  als  eine  Kegel  aofzuiassen  für  den 
Gebrauch  darin  vorkommender  Zeichen.  Das  ist  eine  dritte  Auflkssung 
der  Axiome. 
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Indem  Herr  Eorselt  sagt,  die  moderne^)  Mathematik  beeeichn» 
mit  ihren  Axiomen  nicht  mehr  bestimmte  Erfahran^^tatflachen,  sondern 
deute  sie  höchsienfl  an,  bringt  er  die  Axiome  der  modernen  Mathematik 
in  Gegensatz  zu  denen  der  Euklidischen,  und  man  kann  wohl  annehmen, 
daß  er  sich  selbst  zu  den  modernen  Mathematikern  rechnet.  Offenbar 
rechnet  er  auch  Herrn  Hilbert  dazu  und  glaubt  in  diesem  Satze  dessen 
OebranchaweiBe  des  Wortes  ,^iom"  getroffen  zu  haben.  Wenn  diee 
richtig  18%  80  ist  es  ein  grober  Irrturm  zu  meinen,  daß  Herr  Hilbert 
irgend  etwas  über  Abbingigkeit  oder  Unabhängigkeit  der  fiuklidisehen 
Axiome  ausgemacht  haboi  und  daß,  wenn  er  vom  Paiallelenaxiome 
spricht,  diee  das  EnUidische  Axiom  sei.  Wir  mttssen  hiemach  nnter 
einem  Axiome  wohl  etwas  Terstehen,  was  wie  ein  Sats  aussieht,  der 
einen  Qedanken  ansdrfleken  soll,  in  Wahrheit  aber,  kein  eigentlicher 
Sata  ist,  weil  er  einen  Gedanken  nicht  ansdrückty  sondern  nur  andeutet, 
wie  etwa  der  Buchstabe  »a«  in  der  Arithmetik  kein  Zahlzeichen  isi^ 
weil  er  keine  Sishl  beseichnet,  sondom  eine  solche  nur  andeutet.  Diee 
ist  eine  vierte  Au£fiissung  der  Axiome;  es  ist  noch  nicht  die  letste; 
denn  die  Axiome  besehreiben  nach  Herr  Eorselt  auch  die  Arl^  wie  sich  Er- 
&hnmg8gegenstSnde  Terbinden  lassen.  Wie  sich  nun  diese  AufTassungen 
miteinander  in  Einklang  bringen  lassen,  in  welchen  Beaiehungen  sie 
etwa  zueinander  stehen,  dar&ber  sehwebt  geheimnisYoUes  Dunkel 
Und  mm  erwäge  man,  daß  auf  das  YerstSndnis  des  Wortes  „Axiom" 
aUes  ankommt,  wenn  man  die  Hilbertsehe  S&tee  fiber  die  Unabhängig- 
keit der  Axiome  Toneinander  verstehen  will  Klarheit!  Klarheit t 
KlarkeitI  Meint  Herr  Korselt,  daß  es  ein  Vergnügen  sei,  sich  von 
ihm  durch  diese  verworrenen  Dickichte  führen  zu  lassen? 

Mit  eiiiem  (ileichnisse  kann  man  die  Sachlage  wohl  so  keEüzcichneu. 
Herr  Hilbert  hackt  Definition  und  Axiom  beide  ganz  fein,  mengt  sie 
sorgfaltig  durcheiuauJcr  uiul  luacht  eine  Wurst  daraus.  Herrn  Knrselt 
genügt  diese  Mischung  iiichtj  er  hackt  auch  noch  die  Thomaeschen 
Regeln  über  den  Gebranch  der  Zeichen  klein,  gibt  eine  Messerspitze 
meines  Andentens  dazu  und  fügt  aus  eignen  Mitteln  die  Beschreibung 
der  Art  hinzu,  wie  sich  Erfahruugsgegenstände  verbinden  lassen,  mengt 
alles  gut  durcheinander  und  macht  eine  Wurst  daraus.  An  Mannig- 
faltigkeit der  Zutaten  fehlt  wenigstens  nicht,  und  ich  zweifele  nicht> 
daß  für  den  Liebhaber  etwas  Gates  herauskommt. 

Nehmen  wir  ein  Beispiel! 

i^edee  Ancrj  bazet  wenigstens  zwei  Mlah^'. 


1)  Sind  wir  denn  noeh  immer  nicht  ans  dieser  griUtUehen  modernen  Zeit 
heraus? 


.^  .d  by  Google 


298 


G.  Fuqb: 


„Wie  kfinii  jemand  solchen  haarsträubeuden  Unsinn  schreiben! 
Was  ist  ein  iVnejy  Was  ist  ein  Ellah?'*  So  höre  ich  mit  Entrüstung 
fragen.  Bitte  sehr!  Das  ist  ein  Axiom,  nicht  von  der  alten  Euklidischen, 
sondern  von  der  modernen  Art.  Es  Affiniert  den  IVi^nfi"  Auej.  Was 
ein  Anej  sei,  ist  eine  r^anz  ungeiiönge  Frage.  Erst  wäre  zu  erörtern, 
unter  welchen  Umständen  eine  Antwort  genügen  würde.  Wenn  man 
keinen  Gedanken  in  diesem  Axiome  findet,  so  schadet  das  nichts.  Der 
Satz  will  gar  keine  Beschreibung  bekannter  Tatsachen  sein,  er  deutet 
solche  höchstens  an,  und  zwar  sehr  fein,  z.  B.  die  bekannte  Erfahmngs- 
tatsache,  daß  jede  Wurst  wenigstens  swei  Enden  hat,  oder  daß  jedei 
Kind  wenigstens  swei  I^hnclicn  scliwang.  Dies  ist  offenbar  die  Be- 
schreibung einer  Art,  wie  die  Erfahrung^gegenstande  —  die  Fähnchen  ~  sich 
miteinsuder  yerbinden  lassen.  Das  Anwendungsgebiet  dieses  Axioms  reiclit 
genau  so  weit,  als  ihm  Erfahmngsgegenstande  zugewiesen  werden  kdnn^ 

Herr  Korselt  bespricht  das  W^ort  „Bedeutung**,  indem  er  meinen 
Satz  angreift,  daß  axiomatische Satze  keinen  Eigennamen,  kein  Begriffswort, 
kein  Beziehungswort  enthalten  dürfen,  dessen  Bedeutung  nicht  Torher 
ÜBststände.  Hierbei  gebrauche  ich  das  Wort  ^^Axiom''  im  alten  Eu- 
klidischen Sinnei  Herr  Eorselt  dagegen  in  einem  modmen.  Folglich 
liegt  hierbei  zwischen  uns  gar  kein  Widerstreit  Tor,  indem  das  was 
Herr  Korselt  Temeint^  ganz  Terschieden  ist  Ton  dem,  was  ich  behaupte. 
Aber  hierbei  tritt  tah  neue  eine  Abweichung  hervor.  Ich  hatte  mir 
die  Sache  viel  einfacher  gedacht,  n&mlich  so:  ein  Eigenname  hat  im 
wissenschaftlichen  Gebrauche  den  Zweck,  einen  Gegenstand  zu  be- 
zeichnen, und  dieser  Gegenstand  is^  falls  der  Zweck  erreicht  wird,  die 
Bedeutung  des  Eigennamens.  Entsprechend  ist  es  bei  den  Begriffs- 
zeichen, den  Beziehnngszeicben,  den  Funktionszeichen.  Sie  bezeichnen 
beziehungsweise  Begritfe,  Beziehungen,  Funktionen,  und  das,  was  sie 
bezeichnen,  ist  dann  ihre  Bedeutung.  Indessen  so  einfach  ist  die  Sache 
nach  Herrn  Korselt  nicht.  Nach  ihm  bedeutet  die  Aussage,  daß  die 
Bedeutung  eines  Zeichens  feststehe,  entweder:  daß  man  dies  Zeichen 
TOrkommenden&Us  als  dasselbe  2ieichen  f&r  denselben  Cregenstand  wieder^ 
erkennt,  oder  daß  man  slle  oder  doch  gewisse  einfache  das  Zeichen  be- 
nutzende Sätze  immer  als  wahre,  falsche  oder  als  Definition  wiedererkennt. 
Fragen  wir,  ob  hiemach  die  Bedeutung  des  Wortes  „Anej"  feststehe. 
Zur  Zeit  ist  nur  ein  dieses  Wort  benutzender  Satz  bekannt,  nämlich 
das  oben  angeführte  Axiom.  Ist  dieses  nun  wahr,  falsch  oder  Definition? 
Wahr?  das  will  nicht  recht  scheinen;  FalscliV  ebensowenig:  aber 
Deünition!  das  stimmt:  es  ist  ein  definierendes  Axiom,  und  wir  dürfen 
uns  wohl  zutrauen,  daÜ  wir  es  als  solches  immer  wiedererkennen  werden, 
also  steht  die  Bedeutung  des  Wortes  „Anej"  fest. 
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Nach  Herrn  Korselt  ha>>en  für  einon  reinen  Lelirl  ''sxrift'  die  Wörter 
„Gnindßatz"  „Axioiii"  ..Betlintion"  dieselbe  Bedeutu iig,  ii;i.iiili(di  von  un- 
mittelbaren GeuHiistäudeii  (Satzeii),  imd  ilinen  stehen  die  mittel bnren 
Gegenstände  (Sätze)  gegenüber.  Hieraus  erhellt  die  nahe  Yerwandtschatt, 
die  zwischen  Axiomen  nnd  Definitionen  nach  seinem  Sprachgehrauche 
l)e.steht.  Em  Unterschied  ist  nicht  angegeben;  walu-scheinlich  bestehen 
wie  bei  Herrn  Hilbert  die  Definitionen  aus  Axiomen,  womit  nicht  aus- 
geschlossen ist,  daß  eine  Definition  nur  ein  einziges  Axiom  enthalten 
kann. 

Welche  Beschaffenheit  ein  Satz  haben  müsse,  nm  ein  Axiom^  eine 
Definition^  eine  Begei  über  den  Gebrauch  von  Zeichen  zu  sein,  darüber 
eifahieiL  wir  wenig,  eigentlich  weiter  nichts,  als  daß  er  unbekannte 
Zeiehen  enthalten  müsse.  Freilich  findet  sich  noch  der  litselhafte 
Ansspmoh: 

^fDiejenigen  Deutungen  der  Zeichen  eines  reinen  LehrbegriffiBS,  welche 
Aussagen  sind,  dürfen  nicht  anf  Widersprüche  mit  anerkannten  Sätzen 
führen.  Sonst  hat  man  im  günstigsten  FaUe  nicht  die  gewünschten, 
sondern  andere  Begriffe  definiert^. 

Hierin  ist  mir  eigentlioh  alles  onTerstandlich.  Zuerst  scheinen  die 
Deutungen  dadurch  beschrftnkt  werden  zu  sollen;  zuletzt  sieht  es  wie 
eine  Bj^el  für  das  Definieren  aus.  Ich  sehe  nicht  ei%  wie  der  Umstand, 
daß  der  definierte  Begriff  ein  gewünschter  ist,  vor  einem  Widersprach 
bewahren  kann,  der  henrortriLte^  wenn  der  Begriff  nicht  gewünsdit  w&re. 
Auch  das  Beispiel  klart  die  Sache  für  mich  nicht  auf.  Was  ist  da  die 
Definition?  Wo  ist  der  gewünschte  Begriff?  Welche  Deutung  haben 
wir?  Mit  welchen  anerkannten  Sfttzen  findet  ein  Widerspruch  statt? 
Kann  man  ihn  nidit  durch  eine  andere  Deutung  yermeiden?  Liegt  der 
Fehler  in  der  Deutung,  oder  in  der  Definition? 

Beim  Definieren  findet  Herr  Korselt  eine  Schwierigkeit.  Die 
Antwort  auf  die  Frage^  was  etwas  sei,  sagt  Herr  Eorselt,  müsse  immer 
in  Worten  gegeben  werden,  nach  deren  Bedeutung  wieder  gefragt  werden 
könne,  und  so  wfire  des  Fragens  kein  Ende.  Und  ähnlich  sagt  er  weiter- 
hin: „Von  irgendwelchen  einfachen  nicht  mehr  zerlegbaren  Begriffen 
muß  doch  die  Untersuchung  ausgehen."  Nun  gut!  aber  was  soll  damit 
bewiesen  werdeuV  Es  zeigt  doch  zunächst  nur,  daß  es  unvernünftig^  ist, 
alles  definieren  zu  wollen:  aber  fast  sieht  es  so  aus,  als  ob  damii  der 
Frage  nach  der  Bedeutung  überljaupt  die  Berechtigung  abgesprochen 
und  das  Definieren  oder  doch  eine  gewisse  Art  des  Definierens  als 
wertlos  hingestellt  werden  solle.  Daß  nur  eine  besondere  Art  des  De- 
finierens dadurch  getroffen  werde,  kann  nicht  zugegeben  werelen:  denn 
welcher  Art  eine  Definition  auch  sei,  sie  wird  immer  gewisse  W örter  oder 
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Zeichen  als  bekannt  Toraussetzen  müssen.  Zunächst  kann  man  denken, 
Herr  Korselt  wolle  bei  den  einfachen,  nicht  weiter  zerlegbaren  Be- 
griüeii  lliilt  muclien  mit  JJclimeren,  weil  sonst  des  jUeiinierens  kein 
Ende  wäre;  aber  er  fährt  fort: 

„Die  zugrunde  gelegten  einfachen  Begriffe  können  nur  durch  Sätze 
bestimmt  werden,  in  denen  ein  solcher  Begriff  mehrmals  oder  mehrere 
solcher  Begriffe  gleichzeitig  auftreten." 

Also  die  einfachen  Begriffe  sollen  auch  bestimmt  werden;  und  ist 
dies  keine  Definition?  Ist  des  Detinierens  «lunn  ein  EudeV  Später 
kommt  freilich  heraus,  daß  solche  Sätze  die  liegriffe  nicht  bestimmen: 
„Die  Forderung  an  eine  formale  Theorie,  daß  sie  ihren  nach  Art  von 
Eigennamen  oder  Begriffsnameu  ^^ebildeten  »Fignreiu-  (Namen),  */.  B. 
„Punkt",  eine  bestimmte  Bedeutung  gebe;,  ist  unzweckmäßig  und  un- 
billig" 

Herr  Korselt  sagt: 

„Das  obige  Beispiel  des  Euklidischen  Punktes  zeigt,  daß  man 
nicbt  mit  Herrn  Frege  die  Auflösbarkeit  jedes  Systems  von  Grund- 
sätzen nach  den  in  ihnen  vorkommenden  Unbekannten  (Grundbegriffen) 
fordern  darf,  ToUends  mckt  die  eindeutige  Aaflosung;  das  liefe  auf 
nnbeschränktes  Definieren  hinaus". 

Die  Gefahr  ins  Unendliche  weiter  definieren  zu  müssen,  tritt  nur 
dann  und  immer  dann  ein,  wenn  man  verlangt,  daß  alles  definiert  werden 
müsse;  aber  wer  zwingt  dazu?  Dagegen  hat  diese  Gefahr  mit  der  Forde- 
rung der  eindeutigen  Auflösbarkeit  eines  Systems  von  Grundsätzen  nichts 
SU  ton.  Diese  meine  Forderung  gilt  nur  für  den  Fall,  daß  dieses  System 
eine  Definition  sein  soU,  durch  die  gewisse  Begriffe  oder  Beziehungen 
bestimmt  werden  soBen.  Ohne  die  eindeutige  Aufldsbarkeit  haben  wir 
eben  keine  Bestimmung.  Wenn  meine  aus  der  Natur  der  Sache  fließende 
Forderung  nicht  eifliUbar  ist,  so  folgt  daraus  nicht^  daß  man  sie  fallen 
lassen  müsse,  sondem  daß  in  dieser  Weise  die  Begriflfo  und  Be- 
ziehungen nicht  bestimmt  werden  können,  daß  also  die  sogenannten  Defi- 
nitionen des  Herrn  Hilbert,  die  von  dieser  Art  sind,  den  Anforderungen 
nicht  genügen,  die  man  an  Definitionen  stellen  muß.  Wenn  Hexr  Eorselt 
nachweist^  daß  bei  der  Definition  des  Punktes  die  Anforderungen  nicht 
erftült  werden  können,  denen  eine  Definition  genügen  muß  —  ich  will 
mich  auf  die  Prüfung  dieses  Nachweises  nicht  einlassen  — ,  so  folgt 
daraus,  daß  man  die  Definition  unterlassen  solle,  nicht  aber  daß  man 
irgend  rtwas  Beliebiges  tun  solle  und  dies  Definition  des  Punktes  nennen 
könne.  Wenn  nachgewiesen  ist,  daß  der  Sprung  über  einen  g^ebenen 
Graben  unmöglich  ist,  so  folgt  daraus,  daß  man  ihn  lieber  gar  nicht 
versuchen  solle,  nicht  aber,  daß  man  hinken  solle  und  dies  Hinken 
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einen  Spmng  über  den  Graben  neuueii  möge.  Wer  willkürlich  von 
dem  hergebrachten  Ömiit'  *  lues  Wortes  abweicht  und  nicht  an<jibt,  in 
welchem  Sinne  er  en  gebrauchen  wolle,  wer  plötzlich  anfängt,  das  rot 
zu  nennen,  was  sonst  grün  genannt  wird,  der  wundere  sich  nicht,  daß 
er  Verwirrung  anrichtet.  Und  solches  ist,  wenn  es  absichtlich  in  der 
Wissenschaft  geschieht,  eine  Versündigung  an  der  Wissenschaft. 

Was  ist  denn  eigentlich  der  Zweck  und  das  Wesen  des  Hilbert- 
scheu  Deünierent?  Und  welchea  GeBetzen  ist  es  unterworfen?  Denn 
daß  jedes  System  Ton  Sätzen,  die  gewisse  unbekannte  Wörter  wie  Anej" 
^bazen"  enthalten,  eine  Erklärung  dieser  Wörter  sei,  glaubt  doch  Herr 
£orseU  selber  nicht.  Wir  sind  darüber  einverstanden,  daß  eine  Er- 
klärung oder  Definition  im  allgemeinen  nicht  auf  eine  Wahmehmnug, 
ein  Jliodell  himsaweisen  braucht;  aber  wir  müssen  uns  nicht  nur  darüber 
yerständigen,  was  eine  Erklanmg  nicht  zu  leisten  biaodit,  sondern 
hauptsäehlich  darüber,  was  wir  von  ihr  verlangsn  müssen. 

Meine  Meinung  ist  diese.  Wir  mUssen  logische  Urelemente  an- 
erkennen,  die  nicht  definierbor  sind.  Auch  hierbei  stellt  sich  das  Be- 
dOr&iis  ein^  sicher  zu  stellen,  daß  man  mit  demselben  Zeichen  (Worte) 
dasselbe  bezeichnet.  Wenn  sich  die  Forscher  Aber  diese  Urelemente 
und  ihre  Bezeichnungen  TerstSndigt  haben,  ist  das  EinTorstandnis  Über 
das  logisch  Zusammengesetzte  durch  Definition  leicht  erreichbar.  Da 
bei  den  Urdementen  diese  nicht  möglich  sind,  muß  hier  etwas  anderes 
eintreten;  ich  nenne  es  Erläuterung.  Diese  dient  also  den  Zwecken 
der  Yerstandigung  der  Forscher  untereinander  und  der  Mitteilung  der 
Wissenschaft  Man  kann  sie  einer  PtopSdeutik  zuweisen.  Im  System 
der  Wissenmdiaft  hat  sie  keine  Stelle;  in  diesem  wird  kein  Schluß  auf 
sie  gegrflndet.  Jemand,  der  nur  ftir  sich  forschte,  brauchte  sie  nichi 
Der  Zweck  der  Erläuterungen  ist  ein  praktischer,  und  wenn  dieser  er» 
reicht  is<^  muß  man  mit  ihnen  zu&ieden  sein.  Dabei  muß  auf  etwas  guten 
Willen,  auf  entgegenkommendes  VersiSndnis,  auf  Erraten  gerechnet 
werden  kdnnen;  denn  ohne  eine  Bildlichkeit  des  Ausdrucks  wird  oft 
nicht  auszukommen  sein.  Aber  von  dem  Urheber  einer  Erläuterung 
kann  man  immerhin  verlangen,  daß  er  selbst  bestimmt  wisse,  was 
VT  meine,  daß  er  mit  sich  selbst  im  Einklänge  bleibe  und  daß  er,  wenn 
sich  die  Möirlichkeit  eines  Mißverstehens  auch  bei  gutem  Willen  eri^ibt, 
bereit  sei,  seine  Krliiuterung  zu  vervollständigen  und  zu  vi  rbes.sern. 

Da  ohne  gegenseitiges  Verständnis  der  Forseher  ein  Zusammen- 
arbeiten an  der  \Vissenschaft  nicht  möglich  ist,  muß  man  ihis  Ver- 
trauen haben,  daß  ein  solches  Verständnis  durch  Erläuterungen 
erreicht  werden  kann,  obwohl  theoretisch  das  Gegenteil  nicht  aus- 
geschlossen ist.  , 
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bind  nun  die  HilbertsohtJii  Definitionen  Erliinterungen?  Solche 
werden  im  allgemeinen  Sätze  sein,  die  d^ü  fraglichen  Ausdruck,  viel- 
leicht auch  mehrere  solche,  enthalten,  und  stimmen  hierin  überem  mit 
dem,  was  Herr  Korselt  mit  den  Worten  angibt:  „Die  zut,nunde  ge- 
legten einfachen  Begriffe  können  nur  durch  Sätze  bestimmt  werden,  in 
denen  ein  solcher  Begriff  mehrmals  oder  mehrere  solche  Begriffe  gleich- 
zeitig auftreten."  Wenn  die  Hilbert  sehen  Definitionen  nur  der  Ver- 
ständigung der  Forscher  und  der  Mitteilung  ^der  Wissenschaft  dienen 
wollten^  nicht  üurem  Aufbaue,  so  wQrden  wir  sie  als  Erläuterungen  in 
dem  oben  angegebenen  Sinne  betrachten  und  ihnen  alle  die  Nachsidit 
bewilligen  können,  auf  die  sie  als  solche  Anspruch  machen  können. 
Aber  sie  wollen  mehr.  Sie  wollen  nicht  der  Propädeutik  angehören,  son- 
dern als  Grundsteine  der  WiBsenschaft,  als  Prämissen  von  Schlüssen 
dienen.  Und  bei  diesen  Ansprachen  kann  ihnen  die  Milde  der  Beurteilung 
nicht  gewährt  werden,  die  sie  als  Erläuterungen  verlangen  kdnnten. 
Übrigens  verfehlen  sie  auch  als  Erläuterungen  ihren  Zweck,  näm- 
lich siehw  zu  stellen,  daß  alle,  die  sieh  ihrer  bedienen,  nun  auch  mit 
den  erläuterten  Wörtern  denselben  Sinn  verbinden.  Man  läßt  sich  leicht 
dadureh  tauschen,  daß  die  Wörter  „Punkt^,  „Gerade''  usw.  schon  seit 
langer  Zeit  im  Gebrauche  sind.  Man  denke  sich  aber  einmal  statt  dieser 
ganz  neue,  eigens  zu  diesem  Zwecke  erfundene  Wörter  gesetzt,  mit  denen 
noch  kein  Sinn  verbunden  ist,  und  frage  sich  nun:  würde  jemand  die 
Hilbertschen  Axiome  und  Definitionen  in  dieser  Form  verstehen? 
Es  käme  dabei  auf  bloßes  Baten  hinaus.  Einige  würden  vielleicht  gar 
nichts  raten  können,  einige  dies  raten,  andere  das. 

Wenden  wir  uns  d&a.  eigentlichen  Definitionen  zul  Auch  sie  dienen 
der  gegenseitigen  Verständigung,  aber  sie  erreichen  diese  in  viel  voll- 
kommenerer Weise  als  die  Erläuterungen,  indem  sie  nichts  dem  Erraten 
überlassen,  auf  entgegenkommendes  Verständnis,  auf  guten  Willen 
nicht  zu  rechnen  brauchen.  Sie  setzen  natürlidi  die  Kenntnis  gewisser 
Ureleraente  und  ihrer  Zeichen  voraus.  Aus  solchen  Zeichen  setzt  die 
Definition  eine  Gruppe  von  Zeichen  rechtmäßig  zusammen,  sodaß  die 
Bedeutunc^  dieser  Gruj^pe  durch  die  Bedeutungen  der  benutzten  Zeiclien 
bestimmt  ist.  Kein  thc(uetisch  angeselieu  könnte  dies  genügen;  aiier 
solche  Zeichen gruppen  werden  oft  zu  unhandlich,  zu  zeitraubend  aus- 
zusprechen (n\vv  hinzuschreiben.  Mau  bedarf  für  sie  eines  einfachen 
Zeichens.  Und  dieses  neue  Zeichen  dem  durch  die  bekannten  Zeichen 
bestimmten  Inhalte  heiznleoren,  ist  die  Aufgabe  der  Detinition.  Nun 
kann  es  vorkuuiaien,  daB  dies  /eichen  (Wort)  nicht  durchaus  neu 
ist,  sondern  in  der  S]u-aciie  des  Lebens  oder  einer  der  eigentlich 
sjätematischen  vorhergehenden  wissenschaftlichen  Behandlung  schon 
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gebraucht  worden  ist.  In  der  Hegel  ist  dieser  Sprachgebrauch  für 
die  sfarange  Wissenschaft  zu  schwankend.  Aber  nehmen  wir  einmfll 
an,  er  genfige  in  einem  gegebenen  Falle  den  Rbrengsten  Anforderungen, 
so  konnte  man  denken,  daß  dann  ein»  Definition  onndtig  wäre. 
Und  wenn  die  Definition  gleich  der  Erlintenmg  nur  der  gegenseitigen 
Yeietindigong  und  der  Mitteilung  der  Wismiischaft  dienea  sollte, 
Bo  wäre  sie  in  diesem  Falle  in  der  Tat  fiberflüssig;  aber  jenes  ist 
nur  ein  lieiUiafig  gewonnener  Vorteil.  Die  eigentliche  Bedeutsam- 
keit der  Definition  liegt  in  dem  logischen  Aufbau  ans  den  Ui^ 
elementen.  Und  deshalb  wfirde  man  auf  sie  auch  in  einem  solchen  Falle 
nicht  yerzichten.  Die  Einsicht  in  den  logischen  Bau,  die  sie  gewahrt^ 
ist  nicht  nur  an  sich  wertroll,  sondern  auch  Bedingung  för  die  Ein- 
sicht in  die  logische  Terkettnng  der  Wshrheiten.  Die  Definition  ist 
ein  Bestandteil  des  Systems  der  Wissenschaft.  Sobald  die  in  ihr  ge* 
troffone  Festsetanng  angenommen  ist,  wird  das  erklSrte  Zeichen  ein 
bekanntes,  nnd  geht  der  erklirende  Sats  in  einen  behauptenden  fiber. 
Die  in  diesem  enthaltene  selbstverständliche  Wahrheit  wird  nun  im 
System  als  PrSmisse  von  Schlfissen  auftreten. 

Die  geistigen  TEtigkeiten,  die  zur  Aufstellung  einer  Definition 
fuhren,  können  doppelter  Art  sein;  zerlegend  oder  aufbauend,  Ihnlich 
der  Tätigkeit  des  Chemikers^  der  entweder  einen  gegebenen  Stoff  in 
seine  Elemente  zerlegt,  oder  gegebene  Elemente  sich  zu  einem  neuen 
Stoffe  verbinden  läßt.  In  beiden  Fällen  erfährt  man  die  Zasamnieu- 
setzung  eines  Stotfes.  So  kann  niaii  ;iuch  hier  durch  logischen  Auf- 
bau etwas  Neues  gewinnen  und  für  diejscs  ein  Zeichen  festsetzen. 

Aber  die  geistige  Arl)eit,  die  der  Aufstelluug  einer  Definition  vor- 
hergeht, erscheint  nicht  im  systemütischen  AuHjau  der  Mathematik, 
sondern  nur  ihr  Ergebnis:  die  Definition.  Und  so  ist  es  für  das 
System  der  Mathematik  auch  einerlei,  ob  diese  vorausgehende  Tätig- 
keit zerlegender  oder  aufbauender  Art  war,  ob  das  zu  Definierende 
schon  vorher  irj?endwie  gegeben  war,  oder  ol)  es  neu  «rewounen  wnrde. 
Denn  im  System  erscheint  kein  Zei'^l'.en  (Wort)  vor  der  Definition, 
die  es  einführt.  So  ist  für  das  System  jede  Definition  eine  Namen- 
gebung,  einerlei  auf  welchem  Wege  man  zu  ihr  gelang  ist. 

Es  ist  selbstverständlich,  daß  dasjenige,  dem  ein  Name  (Zeichen) 
gcp^eben  wird,  (iurch  die  Definition  bestimmt  sein  muß.  Ein  Wort 
ohne  bestimmte  Bedeutung  hat  für  die  Mathematik  keine  i3e- 
deutung. 

Ich  habe  nun  in  meinem  zweiten  Aufsatze  gezeigt,  daß  die  Defi- 
nitionen des  Henrn  Hilbert  ihr  Ziel  größtenteils  verfehlen,  wenn  man 
wenigstem  annimmt^  daß  sie  den  IfVörtem  j^Punkf ,,Gerade^,  „zwischen'' 
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Bedeutungen  zuweisen  sollen.    Herr  Korselt  ist  im  Grunde  meiner 
Meinung;  denn  er  sagt: 

„Die  Zeichen   einer   formalen  Theorie   haben  überhaupt  keine 

Bedeuttino;". 

Nun  hält  er  ofi'enbar  die  Hilbertsche  Tlu'orie  für  eine  formale. 
Also  kann  es  m  ihr  keine  Erklärungen  der  Zeichen  geben,  diireh  die 
diesen  Zeichen  Bedeutungen  gegeben  würden.  Wenn  es  demnacli,  wie 
ich  sage,  keinen  Begrili'  gibt,  der  (hirch  (He  Hilbertsche  Definition 
dem  Worte  „Punkt"  als  Bedeutung  gegeben  wird,  so  ist  das  gfüiz  im 
Einklänge  damit,  daß  dem  Worte  ,,Punkt''  nach  Herrn  Korselt  in 
einer  formalen  Theorie  überhaupt  keine  Bedeutung  zukommt  und  nach  • 
dem  Wesen  einer  formalen  Theorie  auch  nicht  zukommen  kann.  Im 
Einklänge  hiermit  sagt  Herr  Korselt: 

„Die  Forderung  an  eine  formale  Theorie,  daß  sie  ihren  nach  Art 
▼on  Eigennamen  oder  Begriffsnamen  gebildtten  >  Figuren <t(  (Namen), 
z.  B.  »Punkt«,  eine  bestimmte  Bedeutung  gehe,  ist  unzweckmäßig  uud 
unbillig'^ 

Hiermit  scheint  etwas  weniger  gesagt  zu  sein,  als  in  der  vorhin 
erwähnten  Stelle;  in  Wahrheit  aber  ist  es  dasselbe;  denn  ein  Zeichen 
ohne  bestimmte  Bedeutnng  ist  ein  Zeichen  ohne  Bedeutung.  Also 
ToUkommenes  EinTerstandnisI  Warum  streitet  Herr  Korselt  denn 
aber  gegen  mich,  z.  B.  gegen  mein  Taschenuhrbeispiel?  Wenn  das 
Wort  „Punkt"  bei  Herrn  Hilbert  keinen  Begriff  beieichnet,  ist  es 
selbstverstündlich,  daß  dieFrag^  ob  meine  Taschenuhr  ein  Punkt  sei,  nicht 
beantwortbar  ist.  Herr  Korselt  hätte  einfach  darauf  hinweisen  können, 
daß  es  im  Sinne  der  formalen  Theorie  auch  gamicht  der  Zweck  des 
Wortes  „Punkt"  sei,  etwas  zu  bedeuten.  Dann  hitte  er  freilich  sagen 
müssen,  was  denn  eigentUeh  der  Zweck  der  Hilbert  sehen  Erklärungen 
und  Definitionen  sei,  da  es  der,  dem  Zeichen  eine  Bedeutung  zu  geben, 
nicht  sein  kann.  Daß  die  Hilbert  sehen  Psendodefinitionen  den  schein- 
bar erklärten  Wörtern  „Punkf^,  „Gerade'',  „zvnschen"  usw.  keine 
Bedeutungen  geben,  dies  kann  nun  wohl  als  endgültig  festgestellt 
geltmi,  und  damit  ist  wenigstens  eins  der  von  mir  Twfolgten  Ziele 
erreicht.  Indem  er  mir  in  diesem  Endergebnis  zustimmt,  scheint 
Herr  Korselt  gegen  den  Weg,  auf  dem  ich  es  erreicht  habe,  Einwen- 
dungen zu  machen.  Dies  mag  belanglos  scheinen;  dennoch  wird  es 
nicht  überflüssig  sein,  dies  näher  zu  beleuchten. 

Ich  verhinge  von  tiner  DetiiuUun  des  Punkte?»,  daß  danach  müsse 
beurteilt  werden  können,  ob  ein  beliebiger  GeLrenstand,  z.  B.  meine 
Taschenuhr,  ein  Punkt  sei.  Herr  Korselt  ntiLiwrsteht  das  nun  so, 
als  ob  ich  verlangte,  die  Frage  müsse  aus  der  Definition  allein  ohne 
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Hilfe  von  W  ahniehmuugen  beantwortet  werden,  nnd  behauptet,  daß 
dies  nicht  möglich  sei.  Ganz  recht!  Ob  ein  gegebener  Stein  ein 
Diamant  sei,  kann  durch  die  bloße  Erklärung  des  Wortes  „Diamant" 
nicht  beantwortet  werden.  Aber  man  kann  von  der  Erklärung  ver- 
langen, daß  J5ie  objektiv  die  1  lage  entscheide,  sodaß  jeder,  der  den 
vorgelegten  Stein  genau  kennt,  danach  bestimmen  könne,  ob  er  ein 
Diamant  sei.  Wenn  es  also  nur  an  unserer  unvollkommenen  Kenntnis 
des  (regenstandes  liegt,  daß  wir  die  Frage  nicht  beantworten  können, 
80  hat  die  Erklärung  keine  Schuld.  Wenn  aber  bei  noch  so  voll- 
kommener Kenntnis  die  Frage  unbeantwortet  bleiben  muß,  ist  die  Er- 
klärung fehlerhaft,  und  das  ist  unser  Fall.  Dieselbe  Schwierigkeit, 
die  bei  der  l^Vage  entsteht,  ob  meine  Taschenahr  ein  Punkt  sei,  erhebt 
sich  bei  jedem  Gegenstande,  mag  dieser  nun  sinnlich  wahrnehmbar 
sein,  oder  nicht.  Nehmen  wir  z.  B.  die  Zahl  2  oder  selbst  einen 
Euklidischen  Pnnkt^  wir  stoßen  immer  auf  dasselbe  Hinderais,  daß  wir 
nämlich  schon  von  einem  andern  Gegenstande  wissen  müßten,  daß  er 
ein  Punkt  sei,  ehe  wir  auch  nur  beurteilen  könnten,  ob  die  Aussage 
des  ersten  Hilbertsehen  Axioms  zuträfe.  Und  über  dies  Hindernis 
hilft  keine  noch  so  Tollkommene  Krantnis  des  Tozgelegften  G^emstandes 
hinweg.  Wenn  ich  demnach  auch  mit  Herrn  Korselt  darin  fiberein- 
stimme, daß  die  bloBe  Definition  zur  Beantwortung  der  Frage  nicht 
genfigt,  ob  ein  Gegenstand  unter  den  definierten  Begriff  falle,  sondern 
daß  dazu  noch  eine  iigendwoher  gewonnene  genügende  Kenntnis  des 
Gegenstandes  gehört,  so  muß  ich  andrerseits  betonen,  daß  die  Toll- 
kommene Kenntnis  des  Gegenstandes  mit  der  Definition  zusammen 
dazu  genügen  muß.  In  unserm  Falle  nfitzt  die  Reparatur  der  IJhr 
nichts;  denn  der  Fehler  liegt  nicht  in  ihr,  sondern  in  der  Hilbertsehen 
Definition,  die  dem  grammatischen  Pirädikate  „ist  ein  Punkt''  weder 
einen  Sinn,  noch  eine  Bedeutung  verleiht^  sodaß  jeder  Satz  sinnlos  ist, 
der  dies  Pradikat  hat,  einerlei  was  das  Subjekt  ist. 

Ebenso  liegt  die  Sache  beim  zahlentheoretischen  Beispiele.  Die 
Gaußische  Definition  der  Zahlenkongmenz  erßlllt  ihren  Zweck,  weil 
sie  die  Bedeutung  des  Wortes  ,,kongnienf'  auf  die  bekannten  Bedeu- 
tungen der  Ausdrücke  „Differenz"  und  „eine  Zahl  geht  in  einer  Zahl 
auf"  zurückführt,  sie  aus  bekannten  Bausteinen  logisch  aufbaut.  W  üb 
ich  nun  an  der  Hilbertsehen  Erklärimf'  des  Wortes  „zwischen"  z.  B. 
vermisse,  ist  keineswegs  der  Iliiiwt-is  auf  ein  Modell,  eine  Wahrneh- 
mung, ßoiuierii  der  loj^ische  Aufbau.  „Eine  Zurückfüluuug  auf  Be- 
kanntes ist  liier  nicht  möglich"  höre  ich  antworten.  Nun,  dann  ist 
eine  Definition  nicht  möglich.  Man  wird  hier  dann  ein  Ureienient  an- 
erkennen und  sich  mit  einer  Erläuterung  begnügen  müssen,  die  aber 
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im  System  nicht  exscheinen  darf,  flondem  ihm  Torheigehen  mnß.  Im 
Systom  wird  man  dann  das  Wort  ,^wischen''  einÜAeh  als  bekannt 
YoranssetEen  mfissen,  wie  man  denn  flberhanpt  nm  die  Notwendigkeit 
nieht  hemmkommt,  W6rt«r  als  bekannt  ToranrnsoBetKen. 

Wenn  eino  Beziehung  richtig  definiert  ist,  so  muß  diese  Delinitioa 
zusammen  mit  hmliiuglicher  Kenntnis  gegebener  Gegenstände  genügen 
zu  entsclieiden,  ob  diese  Gegenstände  in  der  definierten  Beziehung 
7Aieinancler  stehen.  Diese  Kenntnis  spricht  sich  natürlich  in  Sätzen 
aus,  welche  die  Bekanntschaft  mit  dem  fraglichen  Beziehungszeichen 
nicht  voraussetzen,  also  weder  es  seihst  uoch  einen  Ausdruck  enthalten, 
der  mit  ihm  zu  erklaren  wäre.  Daß  aus  der  Definition  allein  die  Ent- 
scheidung zu  entnehmen  sei  ohne  Zuziehunt?  anderer  Sätze,  ]uihr>  ich 
nie  verlangt.  Wenn  Herr  Korselt  mich  widerlegen  will,  hat  er  ein- 
fach aus  meiner  Hilhertschen  ILustem  nachgebildeten  Detinition  der 
Zahleukon^ruenz  abzuleiten,  daß  2  der  9>  naeh  3  kongruent  ist,  und 
dabei  kann  er  alle  Sätze  der  Arithmetik  benutzen,  zu  deren  Verständ- 
nis die  Kenntnis  des  Wortes  „kongruent"  nicht  nötig  ist.  Er  nuig  es 
versuchen,  und  er  wird  sehen,  daß  es  nicht  geht.  Möge  Herr  Korselt 
Sätze  über  Punkte  auf  einer  Geraden  nehmen,  welche  er  wolle,  wenn 
sie  nur  die  Kenntnis  des  Wortes  „zwischen'*  nicht  voraussetzen,  und 
er  wird  nicht  imstande  sein,  aus  der  Hilbertsehen  Definition 
des  Zwischenüegens  mit  diesen  Sätzen  zu  beweisen,  daß  dieser 
oder  jener  von  drei  Punkten  ^er  Geraden  zwischen  den  beiden 
andern  liege. 

Legen  wir  dagegen  die  Ganßschc  Definition  der  Zahlenkongruens 
sugrunde,  so  bedürfen  wir  nnr  der  Sätse 

»8  -  2  »  3  +  3«   und   »3  geht  in  3  +  3  auf«, 

die  das  Zeichen  der  Kongruenz  nicht  enthalten,  noch  auch  seine 
Kenntnis  Toraussetzen,  um  zu  erkennen,  daß  2  nach  dem  Modul  3  der 

8  kongruent  ist. 

Wir  sahen,  daß  eine  Definition;  die  einem  Worte  eine  Bedeutung 
zuweisen  will,  diese  bestimmen  muß.  Das  lei?^tet  die  Hilbertsche 
Psendodefinition  nicht.  Es  gibt  keine  Beziehung,  die  nach  ihr  durch 
das  Wort  „zwischen"  zu  bezeichnen  wäre.  Und  hier  l)efinden  wir  uns 
wieder  ganz  im  l-iinklange  mit  Herrn  Korselt,  der  in  einer  formalen 
Theorie  diesem  Worte  überhaupt  keine  Bedeutung  zuerkennen  wilL 
Oder  kann  es  Tielleicht  yerschiedene  Bedeutungen  haben? 

Hiermit  kommen  wir  auf  die  Forderung  der  Eindeutigkeit  der 
Zeichen  zu  sprechen,  die,  wie  es  seheini^  von  manchen  neueren  Mathe- 
matikern mifiaohtet  wird,  im  Widersprach  zum  alten  Goethe,  der  zwar 
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kein  Mathematiker,  aber  doch  nicht  oiiiie  Verstand  war.  Dieser  sagt 
im  neunten  Buche  seiner  Diclitung'  und  Wahrheit: 

„Wie  sich  denn  alles  behaij[>ien  läßt,  wenn  man  sich  erlaubt,  die 
Worte  ganz  unbestimmt  bald  in  weiterm,  bald  in  engerm,  in  einem 
näher  oder  femer  verwandten  Sinne  zn  f?''branchen  und  nn/uwenden." 

In  der  Tat,  wenn  es  sich  darum  handelte,  sich  und  andere  zu 
töuBChen,  so  gäbe  es  kein  besseres  Mittel  dazu,  als  vieldeutige  Zeichen. 

Herr  Korselt  erklärt  es  für  unbedenklich  von  „dem  Satz 
(z.  B.  dem  Parallelenaxiom)  zu  sprechen,  wenn  a  in  allen  Geometrien 
denselben  oder  ähnlichen  Wortlaut  habe,  als  ob  es  auf  den  Sinn 
gamicht  ankäme.  Ich  hatte  Grunde  fOx  das  Gegenteil  angegeben; 
Herr  Korselt  kümmert  sich  nicht  um  sie,  sondern  stellt  ihnen  einfach 
seine  Autorität  entgegen.  Ob  diese  genügt?  Nun,  praktisch  ist  seine 
Redeweise  freilich,  wenn  es  gilt,  sich  einzabildeOi  das  gelte  auch  von 
den  Axiomen  im  fiiddidischen  SinnOi  was  man  Ton  den  Axiomen  in 
einem  modernen  Sinne  bewiesen  habe. 

Im  allgemeinen  bewegen  sich  denn  auch  die  Wissenschaften  in 
entgegengesetzter  Richtung.  Sie  suchen  ihre  Sprache  immer  genauer 
zu  machen,  indem  sie  Knnstausdrficke  mit  möglichster  Schärfe  aus- 
prägen, um  den  Schwankongen  des  gemeinen  Sprachgebrauchs  zu  ent- 
gehen. Nur  die  modernen  Mathematiker  scheinen  manchmal  in  der 
Vieldeutigkeit  ihre  Stärke  zu  suchen;  und  bequem  ist  sie  ja  auch  ent» 
schieden,  zu-  genialem  Fluge  einladend.  Und  doch  sind  die  Gefahren 
nicht  zu  yeikennen,  die  mit  ihr  fElr  die  Sicherheit  der  BeweisfShmng 
yerbunden  sind.  Sind  sie  so  für  nichts  zu  achten?  Man  sollte  denken, 
daß  die  Freunde  der  Vieldeutigkeit  der  Zeichen  zunächst  Vorsichts- 
maßregeln angäben  und  ausfOhrÜch  begrOndeten,  die  den  aus  der  Viel- 
deutigkeit entspringenden  Ge&hren  sicher  vorbengen  könnten.  Meines 
Wissens  ist  das  nicht  geschehen  und  wäre  auch  eine  unnütze  Arbeit; 
denn  der  Schein,  daß  eine  Vieldeutigkeit  der  Zeichen  notwendig  sei, 
entsteht  aus  unklarem  Denken  und  mangelhafter  logischer  Einsicht. 

Zunächst  kann  man  an  den  Gebranch  der  Buchstaben  in  der 
Mathematik  denken,  wenn  man  die  Vieldeutigkeit  der  Zeichen  yer- 
teidigen  will.  Aber  die  Buchstaben  sind  ganz  anderer  Art  als  die 
Zahlzeichen  »2«  >3«  usw.  oder  als  die  Beziehungszeiehen 
yie  sollen  garnitht  Zahlen,  oder  Begriffe,  oder  Beziehungen,  oder 
irgendwelche  Funktionen  bezeichnen,  sondern  sie  sollen  nur  andeuten, 
um  dem  Satze,  iu  dem  sie  vorkommen.  Allgemeinheit  des  Inhalts  zu 
verleihen.  Also  nur  im  Zusuiuijiciihange  eines  Satzes  haben  sie  eine 
gewisse  Aufgabe  zu  erfüllen,  hahen  sie  zum  Gediuikenau^-d rucke  bei- 
zutragen.    Aber  außer  diesem  Zuäummeuhauge  besagen  sie  nichts. 
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Es  ist  ganz  verkehrt  zu  meinen,  der  Satz  »(a  -f-  6)  •  c  =  a  •  c  +  6  • 
diücke  verscliiedene  Gedanken  aus,  unter  andern  auch  den  im  Satze 
»(2  3)  •  7  =  2  •  7  +  3  •  7  <;,  enthaltenen;  sondern  jener  erste  Satz  dj-ik'kt 
auch  nur  einen  einzijren  Gedanken  aus,  der  aber  verschieden  ist  von 
dem  des  zweiten  SatzeH  Ebenso  verkehrt  ist  es  zu  meinen,  der  Buch- 
stabe ^a^  beaeichue  bald  die  Zahl  2,  bald  oine  andere,  oder  trar  mehrere 
Zahlen  zup-leich.  Er  hat  hier  garuicht  deu  Zweciv,  gleicii  emem  Zahl- 
zeichen eine  Zahl  oder  sonst  etwas  zu  bezeichnen,  sondern  nur  die 
Aufgabe,  dem  Satze  *{a -\- h)  -  c  a  -  c  •\- h  •  r«  Allj^ememheit  des  In- 
halts zu  verleihen,  und  eben  die  Allgemeinheit  unterscheidet  dieeeii 
Öatz  von  dem  zweiten. 

Eine  andere  Gelegenheit,  wo  eine  Vieldentiijkeit  der  Zeichen  als 
notwendig  erscheinen  kann,  bieten  die  Begiifl'swörter.  Wenn  man 
meint^  das  Wort  „Planet"  bezeichne  bald  die  Erde,  bald  den  Jupiter, 
80  wird  man  es  ja  für  vieldeutig  halten.  Aber  in  Wahrheit  steht  ea 
zur  Erde  nicht  in  der  Beziehung  des  Zeichens  zum  Bezeichneten;  sondern 
es  bezeichnet  einen  Begriff,  und  unter  diesen  fallt  die  Erde.  Hier  ist 
keine  Vieldeutigkeit  zu  finden.  Nehmen  wir  einmal  au,  das  Wort 
planet"  wäre  unbekannt,  und  man  hätte  das  Bedürfnis,  den  ent- 
sprechenden Begriff  zu  l^ezeidbneiiy  so  könnte  man  vielleicht  auf  den 
Einfall  kommen,  den  Eigennamen  Jtfars"  dazu  zu  gebrauchen  und 
könnte  die  Forderung  unbillig  schelten,  daß  dem  Worte  ^tiastif*  eine 
bestimmte  Bedeutung  gegeben  werde;  es  müsse  diesem  Namen  ein 
mdglicbst  weiter  Deutungsbereich  offen  gehalten  werden.  Aber  als 
Begrifbwoit  würde  j,Maia"  ebenso  eindeutig  sein  mlissen,  wie  es  als 
üigemiame  gewesen  wäre.  Man  sage  nicht,  daß  es  als  Begriffbwort 
keine  bestimmte  Bedeutung  habe,  oder  daft  es  einoi  nnbesUmmtai 
Gegenstand  bedeute.  Jeder  Gegenstand  ist  bestimmt;  „unbestimmter 
Gegenstand''  ist  widerspmchsToU,  und  wo  dieser  Ausdruck  auftaucht, 
kann  man  ziemlich  sicher  sein,  daß  eigentlich  ein  Begriff  gemeint  ist 
Man  kann  nicht  sagen,  durch  den  Satz  »jr  >  0«  werde  dem  Buchstaben 
T^x<  ein  nnbestimmter  Gegenstand,  eine  unbestimmte  Zahl  als  Bedeutung 
zugewiesen;  Tielmehr  wird  hier  ein  Begriff  positkfe  Zahl  bezeichnet; 
aber  »rc«  wird  nicht  als  Zeichen  für  diesen  Begriff  eingeführt,  sondern 
yertritt  nur  die  Stelle  der  Eigennamen  (Zahlzeichen)  yon  Gegenständeut 
die  etwa  dem  Begriffe  subsumiert  werden.  Also  entsteht  d«r  Schein 
der  Vieldeutigkeit  nur  aus  der  mangelhaften  Au£GM8ung,  indem  Eigen- 
name und  B^rifiswort  nicht  scharf  genug  unterschieden  werden. 

Ähnliches  kann  eine  Stufe  höher  vorkommen,  indem  man  von 
einem  unbestimmten  Begriffe  oder  von  der  nicht  bestimmten  Bedeutung 
eines  Begriffswortes  spricht,  wo  eiu  Begriff  zweiter  »Stute  vorschwebt. 
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Dies  ist  auch  wohl  der  Fall,  wo  Herr  Korselt  die  Forderung  un- 
zweckmäßig und  unbillig  findet,  dem  Worte  „Punkt"  eine  bestimmte 
Bedeutung  zu  geben,  und  wo  er  den  Namen  einen  möglichst  weiten 
Dentnn^})ereich  offen  halten  will.  Er  meint  hiermit  oifenbar  nicht, 
dem  Worte  „l'uukt"  sdllo  ein  Begriff  mit  möglichst  weitem  Umfange 
zugeordnet  werden;  denn  em  solcher  ktiunte  trotzdem  und  müßte  sogar 
ein  völlig  bestimmter  sein;  sondern  ihm  schwebt  ein  Begriff  zweiter 
Stufe  vor,  in  den  ik  1  •  ii  dem  Euklidiscken  Begriffe  Punkt  noch  andere 
fnllcn  Dieser  Bejji;nt}  /weiter  ^>tufe  muß  freilich  ebenfalls  ein  völlig 
bestimmter  sein;  aber  er  verhält  sich  zu  den  in  ihn  fallenden  Begriffini 
erster  Stufe  älnilich  wie  ein  Begriff  erster  Stufe  zu  den  unter  lim 
fallenden  Gegenständen.  Die  Mannigfaltigkeit  dieser  Begriffe  erster 
Stufe  (Punktbegriffe)  erwägend  kommt  man  zu  der  Ansicht,  daß  hier 
eine  Unbestimmtheit  oder  Vieldeutigkeit  vorliege.  Dies  braucht  hier 
ebensowenig  der  Fall  zu  sein  wie  beim  Begriffe  erster  Stufe  JPrhnzahl 
deswegen,  weil  nii  ht  nur  die  2  imter  ihn  fällt,  sondern  auch  die  3. 

Die  Vieldeutigkeit  der  Zeichen  ist  in  keiner  Weise  nötig  nod 
folglich  ist  sie  vom  Übel.  Was  nur  mittels  Tieldentiger  Zeichen  be- 
wiesen werden  kann,  das  kann  nicht  bewiesen  werden. 

(Fortaetsuag  folgt.) 


Otto  Stolz. 

(.\u8zug  aus  dem  Naobrute  iui  XVIl  Jahrj?.  dtr  MonHtxhefte  für  Math.  xi.  Phrs. 
von  J.  A.  G meiner.    Mit  einem  Bilduiase  Stol/.'  uud  ciueiu  Verzeichnisse  seiner 

Publikationen.) 

Am  25.  Noyember  1905  wurde  in  Innsbrack  einer  der  hervor- 
ragendsten  Mathematiker  Österreichs,  dessen  Name  in  der  gesamten 
mathematischen  Welt  wohlbekannt  und  hochgeschätzt  ist^  Hofrat  Professor 
Dr.  Otto  Stolz  unter  allgemeiner  Trauer  zu  Gbabe  getragen. 

Otto  Stolz  wurde  am  3.  Juli  1842  zu  Hall  in  Tirol  ab  Sohn 
des  Hauswundarztes  und  nadimaligen  Direktors  der  dortige  Landes- 
Irrenanstalt  Dr.  Josef  Stolz  und  dessen  Gattin  Aloisia  geb.  Bapp, 
Tochter  des  bekannten  Verfassers  des  Geschichtswerkes  „Tirol  im 
Jahre  1809^,  des  Gubemialprokurators  Dr.  Josef  Rapp,  geboren. 
Sein  Vater,  der  schon  als  praktischer  Arzt  und  geschickter  Operateur 
eine  ausgebreitete  Tslugk«  it  entfaltet  hatte,  wandte  sich  später  haupt- 
sächlich der  Psycbiutrie  zu  und  erwarb  sich  durch  seine  Publikationen 

auf  diesem  Gebiete  einen  bleibemlcn  Ruf. 

JalurMbMtkli»  d.  n«tttsclMa  Hatfa»in.>V«oliaiiuug,  ZV.  Heft  fl.  21 
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Seine   Mittelschulstudien   begann   Otto  Stolz   am  Franziskaner 
Gymnasium  in  seiner  Vaterstadt  Hall.    Da  jedoch  dort  damals  nur  die 
unteren  Klassen  bestanden,  wandte  er  sich  schon  nach  Absolvierung 
des  3.  Kurses  nach  Innsbruck,  wo  er  seine  Studien  fortsetzte  und  im 
Jahre  1860  die  Maturitätsprüfimg  mit  Auszeichnung  ablegte.   Im  Herbste 
desselben  Jahres  bezog  er  daselbst  die  Uniyersität  und  hörte  an  der- 
selben sodann  durch  sechs  Semester  hindurch  vorzüglich  Vorlesungen 
über  Mathematik  bei  Baum- 
garten,  Physik  bei  Walten- 
hofen, Chemie  bei  Hlasiwetz 
und  Botanik  bei  Kerner.  Mit 
welchem  Eifer  er  sich  gleich 
Ton  Anfang  an  in  das  Studium 
der  Mathematik  vertiefte  und 
wie  rasch  er  sich  dank  seiner 
hervorragenden  Begabung  in 
dieser  Wis.senschaft,  die  sein 
Berufsfach  werden  sollte,  zu- 
recht fand,  ersehen  wir  daraus, 
daß  er  schon  im  zweiten  Uni- 
versitätsjahre  die  von  der  phi- 
losophischen Fakultät  für  das 
Studienjahr    1^?01 /G2  ausge- 
schriebene Preisaufgabe:  „Mjm 
gebe  einen  Abriß  der  Lehre 
von  den  singulären  Punkten, 
welche    bei    ebenen  algebra- 
ischen   Kurven  vorkommen" 
löste    und    für    diese  Arbeit 
den  Preis  von  210  Gulden  zu- 
erkannt erhielt. 

Im  Oktober  18G3  verließ  St(»lz  die  tirolische  Landeshauptstadt, 
um  an  der  Wiener  Universität  seine  Fach.studien  fortzusetzen.  Hier  be- 
schäftigte er  sich  außer  mit  der  Mathematik  insbesondere  auch  eingehend 
mit  Astronomie.  Er  hörte  die  Vorlesungen  von  Petzval  und  Littrow 
und  erwarb  sich  im  Oktober  1804  die  ])hilosophische  Doktonvürde. 
Im  Mai  1867  wurde  er  zum  Assistenten  der  Wiener  Universitäts- 
sternwarte bestellt,  und  iin  nämlichen  Jalire  habilitierte  er  sich  dort, 
nachdem  er  schon  im  Februar  eine  größere  Arbeit  über  die  Achsen 
der  Kurven  zweiter  Ordnung  vollendet  und  an  die  Akademie  der 
Wissenschaften  eingereicht  hatte,  für  das  Gesamtgebiet  der  Mathematik. 
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Als  l'i ivatdozent  hielt  er  daraufhin  Kollegien  al)  über  Differential-  und 
Integralrechnung,  Theorie  nud  Anwendung  der  Determmanten,  analytische 
Geometrie  des  Raumes  imd  der  Kegelschnitte,  sowie  auch  über  synthe- 
tische Geometrie.  Der  Erfolg  der  Tätigkeit,  welche  Stolz  in  dieser 
ersten  Zeit  seiner  akademischen  Laufbahn  entfaltet«,  und  die  Wert- 
schätznntr,  welcher  schon  seine  ersten  wisseiibt-haftlichen  Leistungen 
sich  crireuten,  finden  sich  trefflich  charakterisiert  im  39.  Bd.  von 
Wurzbachs  biographi5?chem  Lexikon.  Wir  entnelimen  denisellieu  die 
nachfolgende  Stelle,  die  uns  auch  über  den  nächsten  Zeitahsclmitt  aiia 
Stolz'  Leben  Aufschluß  gibt:  „Nachdem  er  i^Stolz)  als  Privatdozent 
eine  hervon-agende  Lehrbegabung  an  Im  Tag  gelegt,  sowie  durcli  die 
in  der  Zwischenzeit  in  den  Sitzuntj.sberichteu  der  kaiserlichen  Akademie 
der  VVisscnsehafteu  verotlentlichtcn  Abhandlungen:  «Über  die  Achsen 
der  Linien  zweiter  Ordnung  in  allgemeinen  trimetrischen  Punkt- 
koordinateil>  und  «Über  die  Kriterien  zur  Unterscheidung  der  Maxima 
und  Minima  von  Funktionen  mehrerer  Veränderlicher»  Beweise  eines 
seltenen  mathematischen  Talentes  geliefert  hatte,  erhielt  er  wiederholt 
Staatsreisestipendien  zu  dem  Zwecke,  auf  den  UniTersitäten  Berlin  and 
ööttingeiiy  an  welchen  die  neuere  Richtung  der  mathematischen  Forschung 
ihre  glänzendste  Vertretung  fand,  seine  höhere  Ausbildung  zu  fordern." 

In  Berlin,  wohin  sich  Stolz  im  Herbste  1869  begeben  hatte,  be- 
suchte er  durch  drei  Semester  die  Kollegien  von  Weierstraß,  Kammer 
und  Kronecker  und  nahm  während  dieser  Zeit  auch  an  dem  von  den 
beiden  ersteren  geleiteten  Seminare  lätigen  Anteil  Einen  überwUtigenden 
Eindrack  machten  auf  den  jnngen  Gelehrten,  wie  aus  mehzfiichen 
gelegentliidien  Äußerungen  Stolz'  hervorgeht^  Weier straß*  fiuktionen- 
theoretiBche  Vorlesungen,  wie  demi  Überhaupt  von  den  drei  genannten 
Meistern  der  mathematischen  Wissenschaft  W  ei  er  st  r  aß  auf  Stola 
offenbar  den  tiefstgehenden  und  nachhaltigsten  Einfluß  ausgeübt  hatta 
.  Während  seines  Aufenthaltes  in  Berlin  Teröffentlichte  Stolz  die  im 
16.  Bd.  der  Schlömilchscheu  Zeitschrift  erschienene  Abhandlung: 
„Über  eine  analytische  Entwicklung  der  Gmndformeln  der  sphärischen 
Trigonometrie  in  voller  Allgemeinheit 

Das  Sommersemester  1871  brachte  Stolz  in  Götttngen  zu,  wo 
er  Clebsch  und  Klein  hörte  und  seinen  bereits  gewonnenen  wissen- 
schaftlichen Gesichtskreis  um  manche  wertroUe  und  fruchtbare  Idee 
erweiterte.  Hier  schrieb  er  auch  die  im  4.  Bd.  der  mathematischen 
Annalen  publizierte  Abhandlung  über  „die  geometrische  Bedeutung  der 
komplexen  Elemente  in  der  analytischen  Geometrie.'' 

Nach  seiner  R&ckkehr  nach  Wien  nahm  Stolz  im  Herbste  1871 
seine  VortrSge  an  der  Universität  vor  sehr  zahlreicher  Hörerschaft  in 
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erweitertem  Umfange  wieder  ftttÜ  Im  cUuranffolgenden  Jahre,  JolL  1872, 
wurde  er  znm  aufierordentliclien  Professor  an  die  neu  errichtete  zweite 

raatheuiatische  Lehrkanzel  in  Innsbruck  berufen,  wo  er  sodann,  und 
zwar  seit  1876  als  Ordinarius,  bis  zu  seinem  Tode  wirkte.  Mehrere 
währeud  dieser  Zeit  uu  iliü  tr^augeiie  Kufo  (uach  Darmstadt  und  nach 
Wien)  lehnte  er  ab.  Im  Oktober  des  letztgenaunten  Jahres  vermählte 
er  sicli  mit  Fränlein  Paula  Meyer  aus  Innsbnick. 

In  Innsbruck  entfaltete  Stolz  eine  ebenso  erfolgreiche  wie  unermüd- 
liche, der  Wissenschaft  und  dem  akademischen  Lehramte  gewidmete 
Wirksamkeit.  Um  seiner  Lehrtätigkeit  einen  fTrcißeren  Eri'olg  yai  sichern, 
war  er  bald  nach  dem  Antritte  seiner  rrofessur  auf  die  Errichtung 
eines  mathematischen  Seminars  bedacht,  welches  denn  auch  mit  dem 
Wintersemester  1876/77  eriillnet  und  seiner  Leitung  iüm  rixcheu  wurde. 
In  seinen  Vorlesungen,  die  ein  reichhaltiges  Programm  autweibeu,  Ite- 
hnndelte  er  außer  den  bereits  (»])eu  genannten  Stoffen,  über  welche  er 
schon  als  i'rivatdo/eut  gcJesen  hatte,  die  (iel)iete:  Anwendung  der 
Infinitesimalreclinung  auf  di«'  analytische  (ieometrie  der  Ebene,  Theorie 
der  Raumkurven  und  Eläclien.  allgemeine  Arithmetik,  Funktionentlieorie, 
Doppelintegrale,  Differentialgleichungen,  Variationsrechnung,  algebraische 
Funktionen  und  deren  Integrale.  In  den  früheren  Jahren  hielt  er  überdies 
Kollegien  ab  über  Algebra,  elliptische  Funktionen,  sphärische  Trigono- 
metrie und  sphärische  Astronomie.  Seine  Vorträge  waren  sachlich 
Oberaus  fein  durclidacht  und  durchgearbeitet,  klar  und  bündig  in  der 
Definition  der  Begrilte,  ebenso  wie  in  der  Fassung  der  Lehrsätze  und 
Probleme,  streng  und  exakt  in  der  BeweisfQhruug.  Mit  der  größten 
Gewissenhaftigkeit  war  Stolz  stets  auch  darauf  bedacht,  seine  Hörer  mit 
den  neuesten  Erscheinungen  auf  den  von  ihm  vorgetr^;enen  Gebieten 
bekannt,  oder  &ll8  dieselben  seinem  eigenen  Lehrsjsteme  sich  nicht 
einfügen  ließen,  so  doch  auf  sie  aufmerksam  zu  machen.  Fl^erhaupt 
waren  seine  Vorlesungen  reich  an  Bemerkungen  Über  die  Literatur 
und  geschichtliche  Entwicklung  der  Mathematik,  worin  er  über  einen 
unerschöpflichen  WissensTorrat  verfügte.  Am  Schlüsse  seiner  am 
2.  Marz  1891  in  der  Aula  der  Universität  gehalteneu  Rektoratsrede 
l<*gte  Stolz  den  Studierenden  ans  Herz,  sich  behufs  Erwerbung  gründ- 
licher Kenntnisse  und  wissenschaftlicher  Bildung  an  die  Werke  der 
Meister  zu  wenden  oder,  falls  das  untunlich  sein  sollte,  sich  einen 
Führer  zu  wählen,  der  sie  zu  den  Quellen  und  Originalen  geleite;  und 
von  den  hierzu  berufenen  Führern  war  er  selbst  der  besten  einer. 

An  der  Universität  bekleidete  Stolz  zweimal,  nämlich  in  den 
Studienjahren  1877/78  und  1888^9,  das  Amt  des  Dekanes  der  philoso- 
phischen Fakultät  und  im  Studienjahre  1890  dl  die  Würde  des  Rektors. 
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Im  ProfeBsarenkollegium  genoß  er  nidit  nur  als  Gelehrter,  sondern  auch 
wegen  seines  durch  und  durch  edlen,  geraden  und  biederen  Charakters 
hohes  Ansehen.  Der  immer  sehr  ernste  Mann  mochte  wohl  dem  Fem- 
stehenden etwas  unnahbar  scheinen:  hatte  man  aber  Gelegenheit,  mit 
ihm  in  näheren  Verkehr  za  treten,  so  zeigte  er  sich;  immer  nach  seiner 
geraden  und  otfenen  Art,  ungemein  liebenswürdig,  wohlwollend  und 
hilfsbereit  und  dabei  war  er  Ton  einer  geradezu  rfihrenden  Anspruchs- 
•  losigkeit  Ebenso  gewissenhaft  wie  in  seinem  Berufe  war  er  auch  in 
seinem  PriTaileben,  ein  Muster  ernster  Lebensfllhmng  und  treuer 
PaichterftUlung. 

Als  Schriflstoller  auf  dem  Gebiete  der  Mathematik  war  Stolz 
unausgesetzt  in  hervorragender  Weise  tatig.  Außer  den  bekannten 
Lehrbüchern  schrieb  er  über  sechzig  mathematische  Abhandlungen, 
welche  zumeist  in  den  mathematischen  Annalen,  in  den  Sitzungsberichten 
der  Wiener  Akademie,  in  den  Monatoheffcen  fQr  Mathematik  und  Physik 
und  in  den  Berichten  des  naturwissenschaftlich- medizinischen  Vereins 
in  Innsbruck  erschienen.  Einzelne  Arbeiten  von  ihm  finden  sieh  noch 
in  der  Schlömilchschen  Zeitechrifty  in  den  Transactions  of  the  American 
mathematical  society,  im  Periodico  di  Id^tematica,  in  der  Zeitschrift  für 
österr.  Gymnasien,  in  den  Jahresberichten  der  Deutschen  Mathematiker^ 
yereiniguiig;  in  den  Acta  mathematica  und  in  den  Sitzungsberichten 
der  Münchner  Akademie.  Überdies  Veröffentlichte  Stolz  noch  im 
Sonderdrucke  einen  populären  Vortrag  Über  „die  Sonne"  (Innsbruck 
1S7G),  sowie  seine  Rektoratsrede  über  ,,Größen  und  Zahlen"  (Leipzig 
1H91),  in  welcher  er  einen  sehr  interessanten  tlberblick  über  die 
geschichtliche  Entwicklung  des  Größen-  und  Zableubegnö'es  von  Euklid 
bis  auf  die  Gegenwart  entwirft. 

Von  seinen  Lehrbüchtm  eiüi  hieuen  in  doji  .Jahren  und  ISHO 

die  beiden  Teile  der  ..Vorlesungen  über  alls^cMueine  Arithmetik';  die 
Jahre  1893,  l>ik'>  und  brachten  nacheinander  die  drei  Teile  der 

„Grundzüge  der  Differential ~  und  Integralrechnung". 

Ith  letztr^amannten  Jahre  brach  über  Stolz  und  seine  Fanülie  ein 
schweres  L'iiLjlück  herein.  Sein  älterer  Sohn  Friedrich,  der  nach 
Absolvierung  des  Gymufisiums  in  den  letzten  Juhten  in  Tirusbruek  und 
München  Naturw^is8eus»ehafteu  studierte  und  ^wh  auf  den»  Gebiete  der 
Kryptoganieniorschung  Timl«  tr<»t/.  stiuer  Jugend  bereits  einen  be- 
achtenswerten Platz  errung»  II  hatte,  tand  am  14.  August  1899  im 
Pitztale  durch  Absturz  über  eine  Felswand  seinen  frühzeitigen  Tod. 
Den  Schmerz  über  den  Yerhist  dieses  ihres  hoffnungsvollen  Sohnes 
vermochten  die  Eltern,  obwohl  noch  zwei  liebe  Kinder  sie  umgaben, 
durch  lange  Zeit  hindurch  kaum  zu  überwinden.   Stolz  selbst  fühlte 
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sich  infolge  dieses  Schioksalsschlapfes  derart  iiiedergebenj2;t,  daß  er  einen 
kurz  vorher  über  Anregung  des  Herrn  Tenbner  in  Leipzig  gefaßten 
riaii  zur  Abfassung  eines  neuen  Werkes,  das  den  Titel:  „Die  Grund- 
lagen der  Arithmetik"  erhalten  sollte,  momentan  wieder  aufgab.  Doch 
nach  und  nach  mochte  er  gerade  in  der  Beschäftigung  mit  seiner 
Wissenschaft  eine  wohltuende  Ablenkung  von  den  trüben  Gedanken, 
in  die  ihn  die  Trauer  um  F^einen  Sohn  versenkt  hatte,  finden,  und  so 
nahm  er  im  Herbste  dessellx-n  Jahres  den  früheren  Plan  in  etwas  rer- 
änderter  Gestalt  wieder  auf.  Da  nämlich  inzwischen  eine  neue  Auf- 
lage seiner  ^^Vorlesungen  über  allgemeine  Arithmetik^'  notwendig  ge* 
worden  war,  so  entsehloß  er  sich  jetzt,  diese?  ganze  W^erk  umzuarbeiten 
und  es  in  neuer  und  vermehrter  Gestalt  in  zwei  selbständigen  Bänden 
als  „Theoretisohe  Aritiunetik''  und  „Einleitung  in  die  Funktionen- 
iheorie^  herauszugeben.  Diese  Arbeit,  an  der  ich  auf  Einladung  Stolz' 
als  Mitarbeiter  teilnahm,  füllte  seine  letzten  Lebensjahre  völlig  aus,  und 
er  war  daran  unausgesetzt  i&tig,  bis  der  Druck  seines  letzten  Werkes, 
der  „Einleitung  in  die  Funktionentheorie^  gegen  Ende  August  1905 
endlich  fertig  gestellt  war.  Wenige  Wochen  sp&ter  warf  ihn  ein 
schweres  Leiden  au&  Krankenlager,  von  dem  er  sich  leider  nicht  mehr 
erheben  sollte.  Arteriensklerose  in  Verbindung  mit  einer  Neubildung 
in  den  inneren  Organen  fflhrte  am  23.  November  1905  seine  Auf- 
lösung herbei. 

Stolz  war  bis  kurz  vor  dem  Eintritte  des  Todes  bei  klarem  Be- 
wußtsein, und  noch  in  den  letzten  Tagen  verweilten  seine  Gedanken 
bei  der  Wissenschaft  Ihm  war  die  Beschäftigung  mit  der  Mathematik, 
der  er  vom  Beginn  seiner  Studienzeit  an  seine  ganze  Kraft  gewidmet 
hatte,  sozusagen  zur  zweiten  Natur  geworden.  Sein  sehr  ersprießliches 
und  verdienstvolles  Wirken  hatte  auch  mehr&ch  öffentliche  Anerkennung 
gefunden.  Loa  Jahre  1898  wurde  er  von  Sr.  Majestät  dem  Kaiser 
Franz  Josef  L  durch  Verleihung  des  Ordens  der  eisernen  Krone  III.  Klasse 
ausgezeichnet;  im  darauf  folj^enden  Jahre  fand  seine  Wahl  zum  wirk- 
lichen Mitöfliede  der  kaiserlichen  Akademie  der  Wissenschaften,  deren 
korrespondierendes  Mitglied  er  schou  seit  l-SOS  war,  t^tult.  Seit 
19(.)0  war  er  auch  korrespondierendes  Mitglied  drr  königlich  ))ayerisehen 
Akademie  der  Wissenschatieii  und  in  der  ukniliclu  u  I  jVensebaft  ir«diörte 
er  n<H'b  <ler  könicyl.  l»<ili mischen  Gesellsehaft  der  W  ihseu.st  hatten  in 
Prag'  an.  l'JU4  wurde  er  cndlieh  zum  k.  k.  Unfrnte  ernannt.  Welcher 
Wpitsrhützuug  slcli  Stolz  unter  den  Fadigeielirlen  erfreute,  zei^rt  nnter 
rmdereni  ein  Einbliek  in  die  Vusber  erschienen  flefte  der  „En/yklfipildte 
d''r  niatht'inati-i-hen  \N  issciisrhat'ten",  W"  Im  i  dt-n  i  ins<'lii;i<_>;t;^en  Artikeln 
au  sehr  zahlreichen  btelien  von  den  versebicdeusten  Autoren  auf  die 
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Stolzsehen  Büflier  und  Abhandlungen  hinj^ewiesen  ist.  Dieselbe  Hocb- 
scbiitzuug  seiner  'wissensclinftlichen  Leistungen  tindet  auch  in  den  von 
verschiedenen  Seiten  erfolgten  Besprechungen  Heiner  Werke,  sowie  in 
gelegentlichen  Urteilen  hervorragender  Fachmänner  ihren  Ausdruck. 

Während  ich  im  Vorstehenden  ein  Bild  von  dem  Leben  und 
Wirken  meines  hochverehrten  Lehrers  in  allgemeineu  Zügen  zu  ent- 
werfen trachtete,  will  icli  nun  noch  versuchen,  einen  kurzen  Überblick 
öter  die  Ergebnisse  seiner  wissenschaftlichen  Forsclmng  zu  geben. 
Seine  Arbeiten  gehören  zumeist  der  Arithmetik,  InHnitesim&lrechnnng 
nnd  f'unktionentheorie  son-ie  der  analytischen  Geometrie  an.  Dazn 
kommen  noch  ein  paar  Arbeiten  rein  geometrischen  Inhaltes  sowie 
einige  mit  vorwi^^rad  mathematisch  geschichtlichem  Charakter. 

Li  seiner  ersten  Publikation  (W.  S.  55)^)  bestimmt  Stolz  die 
Halbaohsen  eines  durch  die  allgemeine  Gleichung  2t.en  Grades  in  trime- 
trischen  Puuktkoordinaten  dargestellten  Kegelschnittes  als  Maximum 
nnd  Minimum  des  Radiusvektors^  welcher  das  Zentrum  desselben  mit 
,  einem  Korv-enpunkto  verbindet ,  und  gelangt  dabei  zu  Ausdrflcken  fttr 
die  Summe  und  das  Produkt  der  Quadrate  dieser  Halbachsen,  wie  sie 
für  -  den  Fall  rechtwinkliger  Eoordinat»!  schön  firftber  von  Fanre  ge- 
geben wurden.  Stolz  geht  aber  insbesondere  dadurch  Über  Faure 
hinaus,  daß  er  den  genannten  AtisdrÜcken  eine  Form  erteilt,  mittels 
welcher  sieb  die  Diskussion  der  allgemeinen  Gleichung  2ten  Grades  in 
sehr  einfacher  Weise  unmittelbar  zu  Ende  fSbren  lafli  In  seiner 
zweiten  geometrischen  Abhandlung  (Schldmilchsche  Zeiteobr.  16) 
leitet  er  die  Grundformeln  der  sphärischen  Trigonometrie  auf  analytischem 
Wege  her.  Hierbei  gewinnt  er  durchaus  eindeutige  nnd  ausnahmslos 
gültige  Formeln  dadurch,  daß  er  nicht  nur  die  in  Betracht  kommenden 
geometrischen  Großen  als  relative  Großen  nach  dem  Vorgänge  von 
Möbius  eindeutig  definiert,  sondern  auch  die  Grundbegriffe  der 
analytischen  Geometrie  einw  strengeren  Fassung  unterzieht.  Den 
nämlichen  auf  die  konsequente  DurchfQhmng  des  Prinzipes  der  Vor^ 
zeichen  hinzielenden  Gedanken  verfolgt  er  in  einer  späteren  Arbeit 
(M.  1)  hinsichtlich  der  beiden  Krümmungen  der  Raumkurven. 

Eine  seiner  ersten  Arlieiten  hat  Stolz,  wie  bereits  bemerkt  wurde, 
den  komplexen  Elementen  in  der  Geometrie  gewidmet  (Ann.  4 1:  sie 
betrifft  die  Frage  nach  der  geouictrischm  Bedeutung  dieser  Eltiucute. 
Diese  Fräste  hatte  v.  Staudt  in  seuien  ..Beitrügen  zur  Geometrie  der 
Lage"  ant  rein  geometrischem  Wege  beantwortet,  doch  hatten  seine 

1)  Im  foljfcnden  l>edt'utet:  W.  S.  =  Sitsungeberichto  der  Wiener  Akademie; 
M.  =  Moniit-Iict'tfi  f.  Math.  u.  Phys.;  Ann.  mathematische  Aunalen;  L  B.  ÖC- 
xichte  des  uaturw.-meUizinischeu  Vereinü  in  Iimdbruck. 
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Uutersucliuiigeii  bis  dahin  iii  der  uiialytiseLeii  Geometrie  nur  wenig 
Berücksichtigung  gefunden.  Stolz  unternimmt  es  nun,  die  v.  S t  a  u  d t  sehen 
Gedanken  nach  der  Methode  der  analytischen  Geometrie  durchzuführen, 
wobei  dieselben  an  Klarheit  und  Durchsichtigkeit  bedeutend  gewinnen 
und  znirleich  die  Übereinstimmung  des  Imaginären  in  dt-r  analytisrheii 
Geometrie  mit  dem  v.  Staudtschen  Imaginären  unmittelbar  nach- 
gewiesen wird. 

Uber  algebraische  Kurven  hat  Stolz  drei  wichtige  Abhandhmgen 
geschrieben  (  Ann.  S,  11  n.  15).  In  der  ersten  derselben  vervollständigt 
er  die  von  Plückcr  rrfMTohpTip  Darstellung  der  bei  den  algel>raischen 
Kurven  auftretenden  Singularitäten  und  bringt  sie  durch  kouse(iuente 
Benützung  der  von  Plüeker  selbst  gebrauchten  Diüerentialgleichungen 
zum  Abschlüsse,  indem  er  namentlich  die  1^'rage  nach  der  Gestalt  einer 
Kurve  in  der  Umgebung  eines  Doppelpunktes  vollständig  erledigt  und 
auch  die  bei  einem  i2-facheu  Punkte  möglichen  Fälle  angibt.  Die 
zweite  enthält  eine  ,,Qllgemeine  Theorie  der  Asymptoten  der  algebraischen 
Kurven".  Wahrend  Pliicker  die  Asymptoten  bis  einschließlich  zur 
4t en  Ordnung  hauptsächlich  mit  Hilfe  Ton  Kontinuitätsbetrachtungen 
entwickelt  hatte,  zeigt  hier  Stolz,  wie  man  auf  Grund  der  fundamen- 
talen Eigenschaften  der  algebraischen  Funktionen  von  der  Kurvengleichung 
aus  unmittelbar  zur  Aufstellung  der  Gleichungen  der  krummlinigen 
Asymptoten  beliebiger  Ordnung  gelangen  kann.  In  der  dritten  der 
erwähnten  Abhandlungen  gibt  Stolz  zunächst  eine  allgemeine  Definition 
der  M ultiplizitat  der  eigentlichen  und  imeigmtlichen  Schnittpunkte  zweier 
algebraiscben  Kurven,  wozu  er  die  Krön  eck  ersehe  Resolveute  benutzt, 
und  zeigt,  daß  die  Multiplizilat  eine  von  der  Wahl  des  Koordinaten- 
Systems  unabhingige  Größe  ist  Sodann  beantwortet  er  namentlich 
die  Frage,  wie  die  Multiplizitat  eines  eigentUchmi  Schnittpunktes  aus 
den  gegebenen  Kunrengleichungen  unmittelbar  bestimmt  werden  könne. 

Sehr  eingehend  hat  sich  Stolz  mit  den  Grundproblemen  der 
Integralgeometrie  sowohl  in  den  ^^GrundzOgen"  als  auch  in  mehreren 
seiner  Abhandlungen  befaßt;  insbesondere  kommt  er  bei  mehrfechen 
Gelegenheiten  auf  die  Rektifikation  zurück.  In  der  Abhandlung  über 
B.  Bolz  an  o  (Ann.  18),  in  welcher  er  die  Terdienste  dieses  Philosophen 
und  Mathematikers  um  die  Infinitesimalrechnung  einer  eingehenden 
Würdigung  anterzieht,  führt  er  uns  im  Anschlüsse  au  die  Darlegung 
von  Bolzanos  Auffassung  der  Rektifikation,  Komplanation  und  Kubatur 
die  Hauptmomente  in  der  geschichtlichen  Entwicklung  des  Rektifikations- 
P  roblems  vor.  Der  Erklärung  der  Bogenzahl  sowie  des  Inhaltes  eines 
krummen  Frächenstückes  sind  die  beiden  Aufsätze  im  3  Bd.  der 
„Transactions"  gewidmet.    Die  Abhandlung  im  35.  Bd.  der  „Münchner 
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Berichte"  enthalt  einen  sehr  ein&chen  Beweis  für  die  Rektifizierbarkeit 
der  regulären  Kurven,  weleher  sich  auf  die  komplexe  DarateUung  dieeer 
Surren  grOndet. 

Seine  Anffiissang  Ton  den  Ghiindlagen  der  Geometrie  hat  Stol% 
in  J.B.  15  ausgesprochen.  Da  die  Tatsache^  daß  neben  der  Enklidschea 
Geometrie  noch  andere  geometrische  Systeme  möglich  sind,  die  Geometrie 
aüf  das  Gebiet  der  ErfEihrung  Tarweist»  so  fordert  er  eine  solche  Formnlierung 
der  geometrischen  Axiome,  daß  dieselben  durch  Yersnche  geprOfk  und 
innerhalb  der  Grenaen  der  Beobachtnngsfehler  bestätigt  werden  können. 
Es  läßt  sich,  wie  Stolz  aueftthrlich  nachweist,  das  ganze  Lehrgebäude 
der  Euklidschen  Geometrie  gewinnen,  wenn  man  die  Axiome  der  Ge- 
raden, der  Ebene  und  des  Kreises  filr  einen  hinlänglich  kleinen  Teil 
des  Raumes  gelten  läßt  und  das  unkontrollierbare  elfte  Axiom  Euklids 
durch  die  Forderung  ersetzt,  daß  es  mindestens  ein  Dreieck  mit  der 
Winkelsumme  180°  oder,  was  damit  gleich  bedeuttnid  ist,  mindestens 
ein  ebenes  \  iercck  mit  vier  rechten  WinJvelii  gebe.  Weiter  hat  Stolz 
(J.  B.  Ann.  22  u.  29;  Theor.  Arithm.,  V.  u.  VI.  Absehn.)  die  Größen- 
vergk'ichuug  in  der  Geometrie  der  alten  Griechen,  sowie  das  Euklidsche 
Verttthren  der  Grüßcnbildung  kritisch  beleuchtet,  und  namentlich  die 
Bedeutung,  .welche  dem  Axiome  des  Arehimedes  in  der  Theorie  der 
absoluten  Größen  zukommt,  hervorcrehoben  und  klar  gestellt.  Die 
Euklidscheu  Prinzipien  der  Größenbildung  wendet  er  auch  :in  zur 
Herlcitung  mehrerer  Systeme  von  iinendlicli  kloin-u  Gr()ßen  (J.  B.  14; 
M,  5);  doch  schreibt  er  diesen  keine  besondere  i:jedeutun<»;  zu,  sondern  be- 
trachtet sie  lediglich  als  lelirreiehe  Anwendungen  der  genannten  Prinzipien- 

Die  The  orie  der  Kettenlniiche  verdankt  Stolz  die  wichtige,  zAierst 
in  J.  B.  1.")  mitgeteilte  und  in  ,,Allgem.  Arithui.  II"  bewiesene  all- 
gemeine  Kegel,  nach  welcinr  sich  die  Konvergenz  oder  Divergenz  eines 
jeden  rein  periodischen  Kettenbruches  und  im  Falle  der  Konvergenz 
auch  dessen  Grenzwert  bestimmen  läßt.  Derselben  stellt  er  in  J.  B.  17 
noch  einige  sehr  einfache  Divergenzkriterien  zur  Seite. 

Große  Aufmerksamkeit  hat  Stolz  auch  der  Reihentheorie  sowohl 
in  seinen  Lehrbüchern  als  auch  in  mehreren  Abhandlungen  zugewendet. 
Was  die  letzteren  anbetrifft,  so  enthalten  zunächst  die  lieiden  in  Pd.  20 
u.  29  der  j^chlorailchschen  Zeitschrift"  veröft'entlichten  Arbeiten 
mdirere  an  .\bel  sich  anschließende  Sätze  über  die  ganzen  Potenz- 
reihen.  In  VV.  S.  U5  u.  104  befaßt  sich  Stolz  mit  der  Umkehrung 
der  Potenzreihen  und  gelangt  dabei  zu  einem  wichtigen  Satze  über 
den  Konvergenzradius  der  uragekelirten  Reihe;  die  Abhandlung  in 
W.  S.  95,  p.  659  enthält  außerdem  eine  neue  Uerleitung  des  Grenz- 
wertes und  des  KonYergensradius  der  Lambert  sehen  Reihe.  In 
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Ann.  24  gibt  er  eine  ausführliche  Darstellung  der  fimdamentalen  Eigen- 
schaften der  Doppelreihen. 

Einige  kleinere  Arbeiten  von  Stolz  gehören  der  Theorie  der 
analytischen  Funktionen  au.  Von  diesen  sei  jene  in  J,  B.  17  erwähnt» 
welche  eine  genaue  Untersuchung  dar  Unstetigkeiten  der  Hanptzweige, 
sowie  der  weehelseitigen  Beziehnngw  der  Hauptwerte  der  yerschiedenen 
Kreisfdnktionen  bringt.  Die  Elemente  der  Theorie  der  monogenen 
analytischen  Funktionen  und  insbesondere  die  Ereisfunktionen  finden 
sich  ttberdies  im  VII.  n.  VIII.  Abschn.  der  ^^Einleitung  in  die  Funktionen* 
fheorie''  in  eingehender  Weise  daigestellt 

Zahlreiche  und  höchst  bedeutsame  Arbeiten  hat  Stolz  auf  dem 
Gebiete  der  Infinitesimalrechnung  TerSffentlichi  In  der  Differential- 
rechnung 7erdankt  man  ihm  zuerst  die  endgültige  Erledigung  der 
bekannten  Formel   filr   die  sogenannten  unbestimmten  Quotienten 

Um    ^•''^  =  liiu  ^        bei  einem  bestimmten  Grenz überiranffe  des  x  im 

Falle,  daß  /'(r)  und  <p  (x)  dabei  je  einen  unendlichen  Grenzwert  besitzen. 
In  Ann.  14  u.  15  leitet  er  auf  verschiedenen  Wegen  die  Bedingungen 
für  die  Gdltigkeit  dieser  Formel  her.  Am  ersteren  Orte  benutzt  er 
zwei  HilfiisEtze^  welche  auch  an  sich  von  Interesse  sind  und  in  der 
Theorie  der  EonTergenz  und  DiTcrgenz  der  unendlichen  Reihen  Torteil- 
hafte  Verwendung  finden;  sie  besagen,  daß  die  Gleichung 

lim    /  («)  _    lim         +  <  ^^ 

*  =  '  =        9  (a?-|-  A)  —    (tf)  > 

besteht,  wenn  der  Grenzwert  auf  der  rechten  Söite  vorlianUen  ist,  (p  [x) 
bei  wadiscndem  x  sich  stets  im  nämlichen  Sinne  ändert  und  entweder 
lim  (f  {  :r\  =  -|-  co  (—  oc)  ist  oder  aber  f  (x)  und  (p  \x)  zugleich  zur 
Null  k()iiv('rn;i«»ren. 

Si'hon  in  einer  seiner  ersten  Arbeiten  ( VV.  8.  58)  hatte  sich  Stolz, 
wie  bereits  benierlvt  wnrd»-,  mit  don  Evtromen  der  Fnnktionen  mehrerer 
Veränderlielier  befaßt  und  darin  eine  uUgeiiieine  Iveird  hei-L!;el*'ilet.  nach 
welcher  sieh  die  Maxinm  und  Minima  einer  Funktion  beliebig  vieler 
V(^r;ind(M-lirlien  Kestimmen  lassen,  weTiri  nur  niebt  alle  '/weiten  Ab- 
leitmiiien  derselben  an  dpu  betiell'enden  Stellen  7n<xlcich  ver>eli\vindpn. 
Die  im  Jabre  is'.K)  ersehienene  S e beet'tersehe  „Theorie  der  Maxinm 
und  Minima  einer  Funktion  von  zwei  Veränderliehen"  veranlaßte  ihn, 
sich  mit  diesem  Get^enstande  nmlinials  zu  beschäftigen,  zu  der  er  nun 
eine  firei  Abhandlungen  (W.  ,S.  9v»,  lOO  u.  10:^)  umfassende  äußerst 
wertvolle  Ergänzung  lieferte.  In  der  ersten  beweist  er  zunächst  den 
Scbeef ferschen  Fundamentalsatz  für  m  Veränderliche  und  sucht  die 
Scheeffersche  Methode  zur  Bestimmung  der  Extrema  auf  Funktionen 
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TOn  mehreren  Veianderliehen  auszudehnen,  wobei  er  für  den  Fall  dreier 
Yeränderlicher  zu  einem  TollsiÄndigen  Abschlüsse  gdlangt.  In  der 
zweiten  Abhandlung  gibt  Stolz  ein  neues  Verfahren  zur  Bestimmung 
der  Extrems  einer  Funktion  ssweier  Veränderlichen  und  tieag^  mgleieh, 
wie  sich  dasselbe  auf  Funktionen  von  mehr  ala  zwei  YerSnderlichen 
flbertiBgen  lasse.  Die  dritte  endlich  enthalt  eine  üntersuchnng  des 
Fallesi  daß  die  linken  Seiten  der  Gleichnngen,  za  denen  man  hei  der  Be- 
stimmung der  Extremen  gefahrt  wird,  einen  gemeinsamen  Teiler  «ent- 
halten. 

Grofie  Verdienste  hat  sieh  Stolz  noch  nm  die  Theorie  der  be- 
stimmten Integrale  erworben;  seine  Arbeiten  auf  diesem  Gebiete  um&ssen 
wohl  alle  grundlegenden  Fragen  der  bestimmten  Integralrechnung.  In 
Ann.  23  stellt  er  zwei  zum  bestimmten  Integrale  in  naher  Beziehung 
stehende  Grenzwerte  über  Punktmengen  auf,  welche  er  die  Intervall- 
gtenze,  bezw.  Fl&chengrenze  der  betreffenden  Punktmenge  nennt;  die- 
selben sind  mit  den  heute  als  auBere  Länge  einer  auf  einer  Geraden, 
bezw.  &uSere  FlSchenzahl  einer  auf  einer  Ebene  befindlichen  Punktmenge 
bekannten  Grenzwerten  identisch.  Die  Abhandlungen  M.  7  und  W.  S. 
107,  p.  736  bringen  zwei  neue  Formen  der  Bedingung  f{lr  die  Integrier- 
barkeit  einer  endlichen  Funktion  f  {x)  in  einem  endliehra  Intenralle. 
Ebenso  enthalt  die  Abhandlung  Ann.  26  eine  neue  Form  der  Integrier- 
barkeitsbediugnng  für  eine  Funktion  von  zwei  Veränderlichen.  Im  Anschluß 
daran  beweist  Stolz  noch  einen  Satz  über  die  Berechnung  eines  Doppel- 
integrals  durch  zwei  aufeinaii der  folgende  Integrationen.  Daselbst  macht 
er  uueh  auf  die  große  Bedeutung  aufmerksam,  welche  dem  HegriÜe  der 
gleich] naijigen  Konvcrgeuz  in  der  Integralrechnung  zukommt. 

Drei  wichtige  Abhandlungen  (W.  S.  107,  108;  M.  0)  hat  Stolz 
in  den  Jahren  189cS  und  1899  über  die  absolut  konvergenten  uneigeut- 
hchen  Integrale  verüil'entlicht.  In  denselben  stellt  er  der  von  De  la 
Vallee-Poussin  gegebenen  Tlieorie  dieser  Integrale  eine  zweite,  ebenso 
•allffemeine  und  in  ihren  Erj;eluiis.sen  mit  der  erstereu  durelmns  nber- 
einstimmende  Theorie  derselben  gegenüber.  Dieselbe  gründet  sich  hinsieht- 
licli  der  »  iufai  heu  Integrale  auf  die  allgemein  übliche  Canchysche 
Erklärung  und  auf  die  von  Harnnek  gegebene  Erweiterung  dt  r-flbpu, 
weicht'  b't'/tere  Stolz  strenger  gefaßt  und  in  ihren  Folgen  k« msctjufut 
durchgeführt  hat.  Einen  analogen  W  eg  schlägt  er  auch  bt  /.ÜLilii  h  der 
uueigeutlicheu  Doppelintegrale  ein.  Die  betreffenden  Untersuchungen 
fintlen  sich  auch  im  ii.  Teile  der  „Grnndzüge". 

Die  Ergebnisse  der  Stolzschen  Fni st  linugen  sind,  soweit  dieselben 
der  Arithmetik,  Funktionentheorie  oder  Inlinitesinnilrechnung  augehören, 
zum  größten  Teile  in  seinen  Lehrbüchern  niedergelegt.  In  den  letzteren 
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tritt  ims  auch  dort,  wo  er  bereits  Vorhandenes  gesammelt  hat,  in  der 
Art  der  Darstellung  des  Stottes  seine  kraftvolle  Eigenart  entg^en; 
deim  Stolz  hat  Überall  dem  von  ihm  hehaadelten  Gegenstaude  seinen 
eigenen  Geist  eingeprägt  und  insbesondere  gar  manche  Begriffe  und 
Sätz<^  strenger  gefaßt,  als  es  vor  ihm  geschehen  war.  Seine  Lehr- 
bücher haben  in  den  Fachkreisen  auch  allgemein  sehr  günstige  Auf- 
nahme und  Anerkennung  gefunden  und  ist  an  ihnen  namentlich  die 
KLirheit,  Einfachheit  und  große  Genauigkeit  in  der  Darstellung  des 
YorgefUhrten  Stoffes,  sowie  ihre  Reichhaltigkeit  an  literarischen  Nach- 
weisen Ton  den  Terschiedensten  Seiten  mit  Recht  rühmend  hervor- 
gehoben worden. 

Durch  seine  Werke  hat  sich  Stolz  selbst  das  beste  Denkmal ,  ein 
monnmentum  aere  perennins  geschaffen^  und  in  ihnen  wird  sein  Geist 
fortieben  und  uns  belehrend  weiter  begleiten,  wenn  atich  der  nnerbitt- 
liehe  Tod  ihn  selbst,  den  geliebten  Meister,  uns  aitrissen  hat  Ein 
zweites  Denkmal  hat  er  in  den  Herzen  seiner  Schüler  hinterlassen,  denen 
er  ein  ansgezeichueter  Lehrer,  ein  gewissenhafter  und  wohlmeinender 
Führer  und  Berater  war,  und  dankbar  werden  alle,  die  einst  seinen 
begeisterten  Worten  gelauscht,  ihm  ein  treues  Andenken,  toU  der 
höchsten  Verehrung,  bewahren.  Wer  aber  des  näheren  i)er3Önlichen 
Verkehres  mit  ihm  sich  erfreute,  der  betrauert  in  ihm  nicht  nur  den 
herrorragenden  Gelehrten  und  den  hochgeschätzten  Lehrer,  sondern  Tor 
aUem  den  edlen,  lieben  Menschen. 

Terzeiehnis  der  von  Otto  Stolz  verüITentliehten  Bücher  und  Abhandlungen. 

A   Loh  rJM'icher  '^Krscbieiu'u  bei  Teubuür  iti  Leipzig  . 
Vorlc-miL^en  iiImt  all^a'iiieini:'  Aritlimetik.    I.  Teil  1886,  II.  Teil  lH8t>. 
Gruiidzüge  der  Ditlerfiitial-  imd  lutvgrulfechliung.    I.  Teil  18Uil,  II.  Teil  18Ü6, 
III.  Teil  1899. 

Theoretitche  Arithmetik.   Von  0.  Stols  a.  J.  A.  Gmeiner.    I.  Abteilung  1900, 

II.  Abteilung  1U02. 

Einleitung  in  die  Fuuktionentheorie.    Von  0.  Stols  u.  J.  A.  Gmeiner.    I.  Ab- 
teilung 1Ü04,  II.  Abteilung  lOUd. 

B.  Im  Sonderdruck  erichienene  Vorträge. 

Die  Sonne.  Innsbmek  1876. 
Großen  und  Zahlen.  Leipzig  1891. 

C.  Abhandlungen  (P1«  l>eig«fttgten  ZaUeii  hcdenten  dl«  Jahrgftnge  od«r  Binde  der  belreffendon 

Berichte  oder  Zeitwbrffteu). 

In  den  Siizungsbeiichten  der  kais.  Akademie  der  WitieenBchaften 

in  Wien: 

Die  .Vcb^ieii  der  Linien  zweiter  Ordnung  in  allgemeinen  trimetrinchen  Puuktkoordinatcn. 

öö  (1867). 
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Bemerkung  sn  der  Abhandlung  des  Herrn  Prof.  Dr.  £.  Weiß:  Entwicklungen  snm 
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100  (ISUl),  102  (18U3). 
Cbor  den  Konvergeoskreis  der  vungekehrten  Beihe.  1(M  (189'>). 
Zwei  Orenswerte,  von  welchen  das  obere  Int^nd  ein  besonderer  Fall  ist.  106 
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ainierlichen.    107  (Iöl»8) 

Über  die  absulute  Konvergenz  der  uueigentUchen  bestimmten  Integrale.  (II.  Mit- 
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Ein  Sati  der  Integnügeomebrie.   IIS  (1908). 
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4  (1871). 
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über  unendliche  Doppelreihen.    24  (1884). 
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dadurch  sich  ergebenden  Grenzwerten,  dafi  einige  derselben  konstanten  Werten 
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Über  Verailgemeiiierung  tinca  Satzes  von  (,'auchy.    33  (1889). 
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Beweis  einiger  Sätze  über  Potenzreihen.    20  (1^75) 

Nachtrag  zur  Mitteilung:  „Beweis  einiger  Sätze  über  ruteuzreiheu''.    29  (18ij4;. 

In  den  Berichten  des  naturw.-med.  Vereins  in  Innsbruck: 

Bemerkungen  mr  Integralrechnung.  5,  6,  8. 
Bemerkungen  über  einen  Satz  des  Herrn  £.  Picard.  11. 

Zur  Theorie  der  elliptischen  Funktionen.  18. 

Ztir  Geometrie  der  .\lteti,  iii'^^Pi^ondere  über  ein  Axiom  des  Archimedes.  12. 

Div  unendlicli  klriueu  (tröLit.u.  14. 
Da«  letzte  Axiom  der  Geometrie.  15. 
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Zur  Theorie  der  Ranmkurven     1  (I890\ 
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Bemerkongen  mm  Aufaatse:  tJüa  ebenen  Vielecke  und  die  Winkel  mit  Einschlnfi 
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Über  die  Umformung  eines  nneigentlichen  Doppelintegraia  in  oin  zweimaliges 

Integral.    9  (1898). 
Zum  Exietenabeweis  für  das  komplexe  Integral.    U  (1900). 
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Das  Archiv  der  Mathematik  und  Physik, 
ein  Geleitwort  zu  den  ersten  zehn  Bftnden  der  dritten  Folge. 

Von  Paul  Stäckkl  in  HauuoTer. 

„Als  ich  IVinianer  in  Paderborn  war/'  cr/.ählte  mir  einmal  Weier- 
straß, j.lialf  ich  einem  der  Lehrer  bei  dem  Ordnen  der  Bibliothek  des 
(jymnasiums.  Dab^i  fand  ich  in  einem  Winkel  ciuen  Stoß  verstaubter 
Hefte,  die  noch  nicht  aufgeschnitten  waren;  ich  ])lätterte  darin  und  sah 
zu  meinem  Erstaunen,  daß  sie  merkwürdige  Dinge  enthielten:  es  waren 
die  ersten  Hefte  des  Crelleseheii  Journals  mit  den  schönen  Abhandiunsreu 
von  Steiner,  von  denen  auch  ein  Primauer  etwas  verstellen  konnte.'^  An 
äußerer  Ordnung  lassen  heute  die  Bibliotheken  der  (iymnasien  wohl 
nichts  zu  wünschen  übrig,  ob  aber  die  sauber  gebundenen  Bände  mehi: 
gelesen  werden?  Wenn  nicht,  wird  man  es  erklärlich  finden,  detm 
auch  für  einen  Mathematiker  Ton  Fach  i&t  das  Journal  für  reine 
und  angewandte  Mathematik  eine  zähe  Speise,  und  dasselbe  gilt  Yon 
den  Fa^journalon ,  die  im  Laufe  der  Zeit  zu  dem  ,,CreIle''  hinzu- 
gekommen sind.  Wer  sich  aus  ihnen  über  die  fortschreitende  Ent- 
wicklung der  Matheniatik  unterrichten  will,  hat  eine  harte  Arbeit  zu 
leisten,  eine  Arbeit,  die  die  Kräfte  eines  viel  beschäftigten  Gymnasial- 
lehrers in  der  Regel  übersteigen  wird,  und  doch  möchte  man  wünschen, 
daß  dieser  in  Fühlung  mit  seiner  Wissenschaft  bleibe. 

Die  hierin  liegende  Schwierigkeit^  die  wohl  bei  allen  Fächern  auf- 
tritt, sich  aber  bei  der  ezkluslYsten  aller  Wissenschaflen  am  meisten 
bemerklich  macht,  ist  schon  lange  empfunden  worden;  denn  bereits  im 
Jahre  1841  hat  sich  J.  A.  Grunert  in  der  Ankündigung  des  Ton  ihm 
begründeten  Arehiva  üer  Kathematik  and  Physik  folgendermaßen  ge- 
äuBert:  ^^aS  es  bei  dem  gegenwartigen  Zustande  der  Mathematik  und 
den  großen  Fortschritten,  welche  dieselbe  tSglich  machte  außerordentlich 
schwer  ist,  sich  nur  einigermaßen  auf  der  Höhe  der  Wissenschaft  zu  er- 
halten und  ihrem  raschen  Gange  zu  folgen:  darüber  dürfte  nur  eiW  Stimme 
sein.  .  .  .  Die  Ursachen  hierron  liegen  teils  in  der  Art  und  Weise,  wie 
die  neuen  Erfindungen  vorgetragen  werden,  indem  die  betrefifenden 
DarsteUungen  sich  oft  auf  eine  bedeutende  Anzahl  nicht  sehr  bekannter 
Sätze  ohne  weitere  Erläuterung  derselben  gründen,  die  dann  erst  aus 
andern  Schriften  mühsam  zusammengesucht  werden  müssen,  teils  aber 
auch,  und  zwar  ganz  vorzü^ch,  in  der  Schwierigkeit,  mit  welcher  die 
meisten  Schriften,  in  denen  die  neuen  Erfindungen  bekannt  gemacht 
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werden,  an  Tielen  Orten  zu  haben  sind,  so  da6  yiele  nene  Leistungen  in 
der  Wissenscliaft  einer  großen  AnzaM  tre£Plicher  Mathematiker,  wobei  ich 
Torziiglich  die  in  jetziger  Zeit  so  höchst  ehrenwerte  Klasse  der  Lehrer  der 
Mathematik  an  Gymnasien  and  Ljceen,  Militär-,  Gewerb-  nnd  polvtechni- 
scheu  Schulen  und  andern  höheren  Unterrichtsanstalten  im  Auge  habe, 
unbekannt  bleiben."  Demnach  sei  der  Hauptzwe^  der  nenen  mathe- 
matischoL  Zeitschrift,  „daß  alle  neueren  Erfindungen  von  Wichtigkeit,  die 
in  den  simtiichen  yerschiedenen  Teilen  der  Mathematik,  TOn  den  niedrigsten 
bis  m  den  höchsten  und  schwierigsten,  gemacht  werden,  in  zweckmäßiger, 
so  viel  als  irgend  möglich  nur  solche  Vorkenntnisse,  die  in  Rücksicht 
auf  die  Leser,  welche  ich  mir  nach  dem  Obigen  denke,  mit  dem  Namen 
allgemein  bekannter  bezeichnet  werden  dürfen,  in  Ansprueh  iiehmenLlen, 
überhaupt  also  so  elemeuiuren  Darstellungen,  wie  es  nur  irgend  die  Natur 
des  Gegenstandes  gestattet,  dem  größeren  mathematischen  Publikum  so 
bchlcunig  als  möglich  Tor  Augen  geführt  werden  sollen."  Auch  sollte 
„die  mit  der  Mathematik  so  eng  verschwisterte  Pliysik  in  den  Kreis 
der  Zeitschrift  hineingezogen  werden";  in  der  Tat  eutlialten  die  von 
Ornuert  1841  ))is  187!?  herausge^el)enen  5ii  Teile  eine  große  Anzahl 
von  Abhandlungen  aus  der  angewandten  Mathematik,  also  nicht  nur 
aus  der  Physik  im  enfz;tren  Sinne  des  Wortes,  sondern  «mch  aus  der 
Astronomie,  (ieodäsie.  Nautik,  Meteorolot^ie,  tecliuiseben  Mechanik  ubw. 
Dem  Zwecke  der  Orientierung  dienten  endlich  fortlaufende  Übersichten 
der  neu  erscheinenden  niatliematischen  und  jiliysikalisrhen  Literatur, 
„bei  wichtitrern  ^Verken  mit  kurzer  Angai)e  ilirer  Tendenz  und  ihres 
wesentlichen  Inhalts".  Erst  in  zweiter  Linie  sollte  das  Archiv  „den 
Mathematikern  und  Physikern  eine  Gelegenheit  zur  Bekanntmachung 
eigner  Arbeiten  darbieten,  wobei  aber  Betleißigiuig  möglichster  Kürze 
sehr  zu  wünschen  ist". 

Man  wird  Gronert  die  Anerkennung  nicht  versagen  dürfen,  daß  er 
sich  redliche  Mühe  gegeben  hat,  dieses  vortreffliche  Programm  durch- 
zuführen. Er  hat  eine  Menge  im  Auslande  erschienener  Aufsätze,  die 
ihm  für  seine  Leser  von  Wichtigkeit  zu  sein  schienen,  teils  übersetzt, 
teils  im  Auszuge  wiedei^egeben,  und  über  eine  erhebliche  Anzahl  von 
Gegenständen,  mit  denen  sich  die  Forsclnmg  damals  beschäftigte,  aus- 
führliche Berichte  verfaßt,  so,  um  einige  Themata  herauszugreifen,  über 
die  literale  und  die  numerische  Auflösung  algebraischer  Gleichungen, 
die  Theorie  der  Elimination,  die  Lehre  von  den  unendlichen  Reihen, 
die  neuere  Theorie  der  bestimmten  Integrale,  die  hyperbolischen 
Funktionen,  trimetrische  und  tetraedrische  Koordinaten,  die  Lehre  Ton 
den  Kegelschnitten,  die  F^hen  zweiter  Ordnung,  die  Differentialgeometrie 
der  Kurven  und  krummen  Flachen,  die  Mechanik  starrer  Korper. 
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Leider  fand  er  bei  diesen  Bestrebungen  fast  gar  keine  Unter- 
stütznng.  Nur  0.  Schlö  milch  hat  ihm  anfangs  zur  Heite  gestanden, 
und  ist  für  die  Verpflanzung  der  Cauchy sehen  Ideen  nach  Deutsch- 
land mit  Erfolg  tätig  gewesen;  das  hörte  aber  aof,  als  er  1856  seine 
eigene  Zeitschrift  begrändete.  Indem  Grunert  so  auf  sich  selbst  an- 
gewiesen war,  ist  es  gekommfflsiy  dafi  das  Archiv  sich  allmählich  in  ein 
Organ  für  die  Veröffentlichung  mathematischer  Abhandlungen  yer^ 
wandelte,  wie  es  die  andern  Fachjoumale  anch  waren.  Unter  diesen 
Abhandlungen  finden  sich  recht  wertvolle,  es  sei  nur  an  die  ausgezeichr 
neten  Untersnchnngen  von  Seydewitz  am  der  synthetischen  Geometrie 
und  an  die  schönen  Arbeit^!!  Ton  Imsclienetakij  über  partielle 
Differentialgleichimgen  erinnert^  im  allgemeinen  aber  waren  die  An- 
sprüche beim  Arehir  nicht  so  lioch  wie  anderswo.  SchließUek  war 
▼on  der  auf  dem  Titelblatte  Tersprochenen  ,|Rüoksicbt  auf  die  Bedürf- 
nisse der  Lehrer  an  deli  hSkeren  ünterriehtsanstalten"  etwas  nur  in 
den  Litararisclien  Belichten  m  verspüren,  in  denen  auch  Lehrbücher 
der  elementaren  Mathematik  und  Physik  angeseigt  wurden. 

Auch  R.  Hoppe,  der  das  ArehiT  Ton  1872  bis  1900  leitete^  hat 
diesen  Niedergang  nicht  aufeuhalfam  vermocht,  vielmehr  ist  unter  ihm 
auch  noch  die  Pflege  der  angewandten  Mathematik  erlahmt.  Wenn 
Hoppe  seiner  intransigentein  Sinnesart  nach  an  und  für  sich  su  einem 
Redakteur  wenig  geeignet  war,  so  machte  sich  das  au&  empfindlichste 
bei  einer  Zeitschrift  geltend,  deren  große  Au^be  es  gewesen  wäre, 
die  bedrohte  Yerblndimg  swiseheD  Universität  und  höherer  Schule  auf- 
recht zu  erhalten;  daß  sich  zwischen  beiden  eine  Zeit  lang  eine  so  tiefe 
Kluft  aufgetan  hat,  ist  wohl  zum  Teil  durch  den  Mangel  an  einer 
soklicn  vermittelnden  Stelle  verschuldet  worden.  Gewiß  ist  Hoppe, 
wie  sich  E.  Lampe  in  dem  Nachrufe  ausdrückt,  „für  das  Archiv  un- 
ermüdlich tütig  gewesen",  aber  diese  Tätigkeit  bestand  im  wesentlichen 
in  der  Abfassung  von  eigenen  Abhandlungen,  die  mit  den  Bedürf- 
nissen der  Lehrer  an  den  höheren  UnterrichtBanstaUen  nichts  zu  tun 
hatten,  und  von  Besprechungen,  die,  müde  ausgedrückt,  sehi*  einseitig 
waren. 

Mit  dem  neiu  ii  Jahrhundert  hat  für  das  Archiv  eine  neue  Ära 
b^onnen.  Den  Verlag  übernahm  die  um  die  mathematischen  Wissen- 
schaften so  verdiente  Firma  B.  G.  Teubiier  in  Leipzig,  mid  die 
Hedaktion  ging  in  die  Hände  von  E.  Lampe,  W.  b  ranz  Meyer  und 
E.  Jahnke  über,  die  sich  damit  einführten,  daß  sie  als  ihre  Absicht 
die  Rückkehr  zu  dem  alten  Grunert  Heben  Programm  bezeichneteu,  das 
freilich,  den  veränderten  Zeiten  entsprechend,  aus-  und  umjxestaltet 
werden  sollte.    Jetzt,  wo  die  ersten  zehn  Bände  der  dritten  Folge  des 
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ArchivB  vorliegen,  scheint  es  uigebraclit,  zu  Iragen,  in  welchem  Um- 
fimge  diese  Absicht  rerwirklicht  worden  ist,  und  welche  Stellang  das 
Arohiv  unter  den  maÜieimatischen  Zeitsefariflen  eimkimmi 

Was  konnte  und  durfte  die  Aufgabe  des  neuen  Archivs  sein,  wenn 
es  nicht  mit  andern  Journalen  in  KoUision  geraten,  wenn  es  eine  Zeit- 
schrift eigenartigen  Gepräges  werden  sollte?  Eine  fortlaufende  Btricbt- 
erütattuiig  über  die  matliematisclie  Literatur  gab  ^ieit  18()8  das  rlffltr- 
buch  über  die  Fortsdtritte  der  Mathematik,  und  für  die  Zeitschi  iften  war 
seit  18Ü3  die  lievne  srmrMrieik  hiiizugekonimen;  ferner  sind  zu  noimen 
die  seit  1801  der  Deutschen  Mathematiker -YrrcinKinug  erstiitteten  7^^- 
riclitr  und  das  große  Untenicbmen  der  Eve^ilhipädir  der  uiaihrmahscht  n 
Wissenschaften.  Während  die  anjjfewandte  Alatheuiatik  scliou  friilicr  in 
der  Schiöui i  1  (•  li-Cantoracheii  Zcitt^ebi itt  für  Mathematik  und  Physik 
bevor7,ngt  worden  war,  ist  diese  seit  19U1  unter  K.  Mehmke  und  C. 
Kunge  ein  8pezifis(  lies  „Organ  für  angewandte  Mathematik"  geworden. 
Freilich  war  gleichzeitig  ihre  1875  eingerichtete  Historisch -Literarische 
AbtciluJKjf  eingegangen,  aber  der  Geschichte  der  Mathematik  hat  sich 
die  seit  1*.mh>  erweiterte  BihlioÜicca  matJiemaiica  gewidmet,  und  die  Be- 
sprechung von  Werken  ans  der  angewandten  Mathematik  war  ein  in- 
tegrierender Bestandteil  der  Mehmke-Rungeschen  Zeitschrift  ge- 
worden. Endlich  waren  eigne  Zeitschriften  für  die  Behandlung  der 
pädagogischen,  den  Unterricht  an  den  h'dioren  Schulen  betreffenden 
Gegenstände  entstanden  und  für  die  oi^anisatorischen  Fragen  des  Hoch- 
Bchulunterrichts  hatten  seit  1902  die  Jakret^idUe  der  Deutsdteu 
MtUhematiker -Vereinigung  die  Führung  übernommen. 

So  blieb  dem  Ardiiv  als  Grundstock  die  Vcröff'entiicliung  von 
Oriffinalarbeitm,  aber  nicht  in  dem  Sinne,  daß  es,  wie  andre  Fach* 
Journale ,  einer  bestimmten  Richtung  der  mathematiBcheti  Forschung 
dienen  wollte^  sondern  daß  man  tou  mogUchst  vielen  Forschem  kleinere, 
nidit  allsu  schwer  Toratilndliche,  aber  doch  deren  Eigenart  charakteri- 
sierende Beitrage  zu  erhalten  suchte^  um  so  den  Lesern  einen  Einblick 
in  das  Leben  der  Mathematik  zu  gewahren.  Die  Redaktion  ist  hierfür 
mit  großem  Eifer  und  schdnem  Erfolge  tatig  gewesen,  denn  eine  er- 
hebliche Anzahl  tou  Mathematikern  des  In-  und  Auslandes  hat  zu  dea 
zehn  Bänden  Untersuchungen  aus  den  Terschiedensten  Gebieten  der 
Mathematik  beigesteuert. 

Besonders  willkommen  waren  solche  Artikel,  bei  denen  sich  die 
wissenschaftliche  Forschung  mit  dem  Unterricht  an  den  höheren  Schulen 
berührt  Ein  solcher  Gegenstand  ist  zum  Beispiel  die  neuere  Dreiecks- 
gt'ometrie,  die  übrigens  schon  in  dem  alten  Archiv  vertreten  gewesen 
war;  hat  doch  in  dem  neunten  Bande  E.  W.  Gr  ehe  die  gnmd  legende 
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Abhandlung  über  jenen  merknürdigen  Punkt  des  Dreiecks  veröffent- 
licbt,  den  später  E.  Leraoiue  wieder  entdeckte.  Über  Dreiei  ksireonu  trio 
sind  Arbeiten  von  C.  Casparv,  K.  (J vvojdzinski,  E.  Eckiiardt,  O. 
Gutscbe,  E.  Jahuke,  E.  Janisch,  Ö.  Majceu,  J.  Neu berg,  L.  Eipert 
anzuführen.  Dazu  kommen  Abbandlungen  von  W.  Franz,  Meyer  über 
den  ptolemäisclien  Satz  und  ilic  Höhen  des  Tetraeders,  von  R.  Lampe 
über  angenäherte  Wiukelteilungon,  von  H.  Oüiitschc,  E.  Lonioine, 
L.  Ripert  übor  Geometrographie;  mag  man  aucli  Lemoines  Bezeich- 
nung „Genanigkeitskoeftizienf*  bean  standen,  da  die  öeometrographie  der 
Präzisions -Mathematik  zuzurechnen  ist,  so  hat  doch  die  Fragestellung 
Lemoines  sehr  anregend  gewirkt,  und  für  den  Unterricht  an  den  höherea 
Schulen  ist  die  gelegentliche  Einflechtung  der  Öeometrographie  sehr  zu 
empfehlen:  „den  ziemlich  erstarrten  Formen  der  Elementar -Planimetrie 
gegenüber  besitzt  sie  den  lieiz  eines  neuen  Elements,  sie  gibt  dem  be- 
gabten Schüler  Gelegenheit,  hervorzutreten,  sie  bewirkt  zwanglos  und 
in  anregender  Form  eine  Wiederholung  der  firfiheren  Pensen'^  Endlich 
sind  auch  Fragen  aus  den  Grundlagen  der  Geometrie  Yon  CL  Hessen« 
berg,  P.  Milau,  E.  B.  Wilson  behandelt  worden. 

Da  die  mathematische  Seite  der  angewandten  Mathematik  durch 
die  Mehmke-Bnngesohe  Zeitschrift  yertreten  wird,  hat  sieh  das 
ArduT  der  andern  Seite  der  Anwendungem  angewandt  idbnlich  Fragen 
der  experimentellen  Physik  und  Technik.  Dm  hedmtd  eme  «oesen^ 
{ieft6  Bermdtßrung  der  lAteraiur,  denn  das  ArehiT  hält  die  Mitte 
zwischen  den  Zeitsdiriften,  die  ausschließlich  fttr  die  physikalische 
Forschung  bestimmt  sind,  wie  etwa  die  Annalen  der  Physik,  und  den 
auf  ein  größeres  Publikum  berechneten,  mehr  populären  und  didakti- 
schen Darstelluugen,  wie  sie  etwa  die  Naturwissenschaftliche  Rundschau 
bringt  Auch  hier  ist  ein  tflchtiger  Anfang  gemacht  worden,  da  hervor- 
ragende Physiker  und  Techniker  sich  zur  Mitwirkung  bereit  finden 
ließen;  u.  a.  haben  E.  Budde,  A.  Ebeling  und  F.  Dolezalek,  F.  Emde, 
0.  Fischer,  E.  Gehroke,  0.  Lummer,  W.  Nernst,  E.  Pringsheim, 
A.  Rotth,  E.  Riecke,  J.  £.  Sumec  Beträge  geliefert. 

Die  eben  genannten  Artikel  haben  zum  Teil  eine  mehr  beriditende 
Tendenz,  sie  dienen  dazu,  die  zweite  Aufgabe  des  Archivs  zu  erfüllen, 
für  die  Vrrhrrlfnitt/  der  lüsHltafe  der  mathematisch-physilcalischeti  Forschumj 
ZH  sorgen.  Diese  Aulgabe  bleibt  trotz  oder  vielmehr  neben  den  früher 
genannten  Unternehmungen  bestehen,  denn  das  Jahrbuch  der  Fort- 
achritte beschränkt  sich  auf  kur/e  l{eferute  über  die  einzelneu  Abliaml- 
lungen,  während  doch  auch  autitülniiclie,  ^u.suinnieüfa.sseiide  Berichte 
üln-r  die  Entwicklung^  einzelner  Disziplinen  während  kürzerer  oder 
längerer  Zeiträume  erwünscht  siudj  die  lierichte  der  Deutschen  Mathe* 
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matiker-Yerebigung,  so  aiUBgeceicknei  tie  sind^  wurden  doch  im  wesent- 
liehen  Yon  Foraeheni  fHx  Forscher  gwchxiehen,  nnd  die  Encyklopädie 
ist  einerseits  noch  nicht  fertig,  andreiseitB  werden  aber  die  fertigen 
Artikel  ron  den  Fortschritten  der  Wissenschaft  überholt.  Leider  scheint 
es  in  der  Mathematik  sehr  schwer  zu  sein,  solche  Berichte  zu  be- 
kommen, denn  die  zelin  Bände  enthalten  davon  nur  den  einen  Artikel 
von  G.  Yivanti  über  die  Gieichungeu  fänlten  Grades.  Die  Leiter  des 
Archivs  haben  es  un  Bemühungen  nicht  fehlen  lassen  und  wollen  jetzt 
selbst  in  die  Bresche  treten:  E.  Lampe  will  eine  einlache  Darstellung 
der  mechanischen  Quadraturen  liefern,  W.  Franz  Meyer  eine  Ein- 
führung in  die  Theorie  des  Kugelkitises  mit  Anwendungen  auf  die 
nichteuklidische  Geometrie  tjeben,  und  E.  Jahnke  hat  einen  Aifik»'l 
iibf^r  V  ektoren  mit  Anwendungen  auf  die  Mechanik  in  Aussicht  gestellt. 
Hüüen  wir,  daß  ihr  Hei  spiel  Nachahmung  findet 

Zur  Berichterstattunir  gehören  auch  die  Besprechuns^en.  Hier  war 
das  Archiv  in  der  günstigen  Lage,  einen  Teil  der  Autgabc  zu  über- 
nehmen, die  früher  der  Historisch-Literarischen  Ableitung  der  Schlö- 
milch-Cantorschen  Zeitschrift  obgelegen  hatte,  nämlich  die  Be- 
sprechung der  Werke  aus  der  reinen  Mathematik;  daneben  haben  die 
Besprechungen  der  elementaren  Lehrbücher  der  Mathematik  und  Physik 
ihren  Platz  behalten.  In  den  zehn  Bänden  hat  das  Archiv  außer  sehr 
zahlreichen  kürzeren  Anzeigen  eine  Beihe  ausführlicher  Kritiken  ge- 
bracht, die  den  Wert  Yon  selbständigen  Abhandlungen  besitzen.  Es 
läßt  sich  nicht  leugnen,  daß  diese  Kritiken  nicht  immer  den  Beifall 
der  Autoren  gefunden  haben  und  daß  es  zu  öfifentlichem  und  nichi* 
öflfentlichem  Widerspruch  gekommen  ist.  Man  wird  es  jedoch  als  einen  er- 
freulichenForfcBchiitt  zu  b^rüßen  haben,  daß  das  Archiv  auch  Besprechungen 
Aufiiahme  gewährt,  die  nicht  bloß  in  den  Tönen  des  Jjobes  erklingen. 
Gewifi  dürfen  wir  Mathenuktiker  stolz  darauf  sein,  daß  in  nnsem  Zeitschriften 
ein  Yomehmer  Ton  herrscht  nnd  daß  man,  von  den  Ansnahmen  ab- 
gesehen, die  die  Regel  bestätigen,  durch  das  Gewicht  der  Grflnde,  nicht 
durch  die  Wucht  der  Grobheit  zu  fiberzeugen  sucht.  Auf  der  andern 
Seite  ist  es  aber  ein  ungesunder  Zustand,  wenn  man  Tor  Unter  Höflich- 
keit kein  tadehides  Wort  su  sagen  wagt  und  wenn  auf  diese  Weise 
min^rwertige  Werke  es  zu  recht  anerkennenden  Besprechungen 
bringen.  Höge  also  die  Redaktion  des  Archivs  fortfahren,  sachkundige 
Kritiker  heranzuziehen,  auch  wenn  sie  eine  scharfe  Klinge  führen;  nur 
so  kann  sie  die  Besprechungen  auf  der  Höhe  halten,  die  diese  in  den 
ersten  zehn  binden  eingenommen  haben. 

In  engem  Zusammenhange  mit  der  Berichterstattung  stehen  auch 
der  Spredisaal  ßr  die  Encyklopädie  der  maOtemaiist^  Wissensdwfkti 
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und  die  Sitgungsberichte  der  Berliner  MaihenicUischeti  GeseUschctß,  die 
seit  dem  zweiten  Bande  als  Beigabe  za  dem  Archiv  erscheinen. 

Hiermit  ist  jVrloch  das  Prognunm  dea  neuen  Arohirs  noch  nicht 
erschöpft,  yielniehi:  ist  noch  eine  Einrichtm^  geachaffen  worden,  die 
besondere  Beachtung  verdient.  Wie  schon  erwähnt  wurde,  sind  für  die 
spezifischen  Fragen  des  Unteirichts  an  den  höheren  Schulen  und  auch 
fdr  die  organisaifconschen  Fragm  des  HocliKchulunterriehts  besondere 
Organe  vorhanden,  es  fehltp  uns  aber  in  Deutschland  an  einer  Zeit- 
schrifty  die  sich  wie  die  NouveUes  Annales  in  Frankreioh  und  das 
Giomale  <U  nuUcmoHehe  in  Italien  an  die  Stadieirenden  wendet  und 
auch  Studierende  zu  Mitarbeitern  hat  Um  diese  Lfleke  auszufallen, 
bringt  das  Archiv  in  jedem  Hefte  Anfigaben,  die  sich  fttr  Studierende 
eign^y  und  TerSffentlicht  die  Losungen,  die  sieh  durch  Originalität 
und  Eleganz  auszeichnen;  bis  jetzt  sind  etwa  150  solcher  Angaben  ge- 
stellt worden  und  haben,  wie  die  zaUreiehen  Losungen  zeigen,  Anklang 
gefunden.  Von  dieser  Einrichtung  darf  man  sich  eine  Ober  die  Uni- 
TersitSten  hinausgehende  Wirkung  Torsprechen;  denn  wenn  der  Stu- 
dierende auf  der  TJniTersitSI  das  ArehiT  kennen  und  schStzen  gelernt 
hal^  ist  zu  hoffen,  daß  er  auch  später,  im  Amte,  dies  Literesse  bewahren 
und  aus  dem  Archiv  wertvolle  Anregungen  f&r  seine  wissenschaftliche 
Ausbildung  entnehmen  wird,  die  doeh  bei  der  raschen  Entwicklung 
der  Wissenschaft  keineswegs  mit  den  wenigen  Jahren  des  Universitäts^ 
Studiums  beendet  ist 

Damit  diese  Wirkung  eintritt,  müBtsn  freQioh  die  Domnien  an  den 
Hochschulen  die  Studierenden  auf  das  Archiv  hinweisen  und  die  dann  ent- 
haltenen Aufgaben  gelegentlich  in  den  Übungen  zur  Sprache  bringen.  Ferner 
müßten  die  Studierenden  die  Möglichkeit  haben,  das  Archiv  zu  lesen,  dieses 
müßte  also  in  den  mathemiitischen  Instituten  aasliegen.  Ob  das  ge- 
schieht, ist  bei  den  geringen  Mitteln,  über  die  die  meisten  dieser  In- 
stitute verfügen,  recht  zweifelhaft,  und  es  wäre  daher  zu  wünschen, 
daß  die  Unterrichtsverwaltung  hilfreich  einträte;  ömd  doch,  als  Hoppe 
das  Archiv  leitete,  mehrere  Exemplare  von  der  Unterrichtsverwaltung 
an  Institute  überwiesen  ^voiilcn.  Endlich  müßte  das  angefangene  Werk 
ti>i  t;j^esetzt  und  dafür  jj;i'sorgt  werden,  daß  überall  auf  den  Biblio- 
theken der  hr)heren  Lehranstalten  das  Archiv  zu  finden  ist. 

Hoffen  wir,  daß  diese  Wünsche  in  Erfüllung  gehen,  daß  in  dem 
Arciiiv  und  seinem  Kreise  sich  ein  frisclies,  fröhliches  mathematisches 
Leben  entwickeln,  daß  das  Archiv,  wenn  wir  wieder  übor  zehn  neue 
Bände  zu  berichten  haixMi,  ein  überall  «jt^'^ti  p-esehenes,  uneutbeliriicbes 
Mitglied  der  Zeitschriftenfamilie  geworden  sein  möge. 
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BemerkoDg  zum  Aufsatz  des  Eerru  Mik&mi. 

Meine  Ton  Herrn  T.  Mikami  anf  Seite  358  dieses  Jaltresberichts  be- 
anstandete Behaiiptang  (Jalmdwricht,  Bd.  14,  B.  316;  Leipzig  1905),  daB 
Matsumura,  oder  nacli  Herrn  Mikatnis  verbesserter  Leseart  Muramatsu, 

einer  der  berühmten  17  Konin  gewesen  sei,  ist  aus  Herni  T.  Hayashis 
„A  brief  history  ot  the  Japauose  niathemakics"  (Nieuw  Arthief  voor  Wis- 
kunde,  tweede  reeks,  deäl  YII,  S.  330}  Amsterdam  190öj  entnommen 
worden.  Harzkr. 


Mitteilung  eil  und  Nachrichten. 

Geeignete  Miiteilungcn  wird  der  Herausgeber  stets  mit  größtem  Danke  entgegen- 
nehmen. 

L  Akademion.  Gbsellsoliaftm  Yerduu^^ungeii.  YorsaouiüaiigeiL 

VerifcndMniiigeil  im  FersonalbeBtande  der  Dentedieii  Hallieiiialifcer* 

Vereinigung.   Mai  1800. 

Neu  aufgettommen  als  Mitglieder: 

W.  C.  Brenke,  Lehrer  an  der  Harvard  Universitiit  in  Cambridge  (Mass.), 

Eustis  Street  35. 
Das  Progymnasinm  in  Berg^Qladbach. 

Gestorben: 

Kneschke,  B.,  S(^ulamtskandidat,  Bratmschweig. 

AdressenSndernngen: 
Bungers,  B.,  Oberlehrer  am  Gymnasium,  Strehlen  (Schlesien),  Gr.  Fischer- 
gasse  3/4. 

Jnng,  F.,  Privatdosent  an  der  Teohniscbea  Hochschule,  Wien  IV,  Mitter- 
steig 3  a. 

Berliner  Mathematische  Gesellschaft.  Sitzung  am  Mittwoch  den 
30.  3{ai  1906.  Sandor,  Beitrag  mr  Theone  des  Fachwerks;  Kötter, 
(  her  daü  Fouenultsehp  Pandel.  —  Sif:i(>i;f  am  Mithrtnh  ihn  21.  Juni  1906. 
Schafheitliu,  Zur  Theorie  der  Besseischen  Funktionen;  Kötter,  Uber 
eine  Zweirfiderwage. 

Breslau.  Mathematische  Sektion  der  Soblesisohen  Goseilschatt 
fär  TaterllttdlMlie  Knltnr.  Sitemg  dm  29.  Jfai  1906.  Fyrkoseh:  Über 
eine  Verallgemeinenuig  der  Alhazenschen  Aufgabe.  —  Landsberg:  Über 
AusdrQcke,  die  sowohl  differenzierbare  wie  stetige  undifferenzierbare  Funk* 
tionen  daranstellen  geebnet  sind. 

Mathematische  Sektion  der  Geaellaehafl  lata  in  Dreaden.  In  der 

Zeit  vom  1,  Juli  1005  bis  zum  30.  Juni  1906  wurden  folg«lde  Vortrüge 

gehalten:  12.  Oktober  1905.  Witting:  Ül^er  die  Hamburfjer  Vrrsamnihmg 
deutscher  IMiilologen  und  S( hulm  innor.  Heger:  Uber  Beziehungen  zwisclu  n 
Kreisen  auf  der  Kugel.  —  I  i.  Dazcmber  1905.   Krause  und  lleukc:  ijbcr 
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den  von  der  TTnterriehtskommission  an  die  Meraner  Naturforscher- Versamm- 
lung erstatteten  Bericht  zur  Reform  des  niatliemiitischen  Unterrichts  Heiner: 
Über  das  Parallelen axiom.  —  8.  Februar  1900.  Weiumeister:  Bestimmung 
der  karzeston  Dftmmenmg.  Heger:  Eonstraktioii  eines  KraiBes,  dar  drei 
gegebene  Eruse  untar  gegebenen  Winkeln  scbneidet.  —  16,  MS/rs  1906. 
Eranse:  Zur  Inteipolationstheorie.  —  21.  Juni  1906.  Naetscb:  Über 
eine  gewisse  swisohen  drei  Diffwentialausdrfioken  bestehende  identisohe 
Belation. 

MathematiBOhe  Gesellscliaff  in  Göttlngon.  l.Sifzioif/  am  I.Mai  1906. 
F.  Klein  berichtet  über  seine  in  Angelegenheiten  der  Herausgabe  der 
mathem.  ETi7Tl<lopiidie  untcrnouuueue  Puri-ser  Reise,  und  scliildeH  hierhei 
insbesoudtirc  die  verschiedene  Stellungnahme  der  einzelnen  traiizösischen  Ge- 
lehrten den  im  YII.  Bande  za  behandelnden  Fragen  philosophischen  Inhalts 
gegenüber.  —  Sitgmig  am  8,  Jüai  1906.  F.  Elein  tr&gt  vor  Uber  die 
Anome  dar  Geometrie.  Des  näheren  bespricht  der  Vortragende  seine  eigenen, 
die  projektive  Ornndlcgung  der  Nicht- Enklidisclien  Oeometrie  IjefretVcndon 
Arbeiten  aus  den  Jahren  J869 — 71,  und  geht  hierbei  auch  auf  ihre  Ent- 
stehungsgeschichte genauer  ein.  —  5.  SUzung  am  15.  Mai  1906.  Blich- 
feldt  referiert  über  seine  Untersuchungen  betreffend  die  Bestimmung  aller 
endli<^an  Gruppen  linearer  Substitutionen.  —  4.  Sitsftmy  am  21,  Mai  1906. 
P.  Koebe  berichtet  Aber  iMe  von  ihm  beztkglich  der  konformen  Abbildung 
durch  Vollkreise  begrenzter  fiebiete  aufeinander  erlangten  Resultate.  — 
5.  SUmng  am  28,  Mal  lUOfi.  C.  Caratheodory  trägt  Über  neuere  die 
Grundlagen  der  Mechanik  botreffende  Auseinandersetzungen  vor.  Der  Vor- 
tragende geht  insbesondere  nüher  auf  die  von  P.  Painleve  herausgearbeitete 
axiomatische  Grundlegung  eitt,  der  er  die  £.  Haehscbe  Anpassung  der  ein- 
fachsten Ansdeutong  der  gegebenen  Tatsachen  gegenttberatellt. 

Colorado  Mathematical  Society.  Unter  diesem  Namen  hat  sich  im 
Yorgangwen  November  eine  mathonatische  Qesellscfaaft  gebildet,  deren  erster 
Vorsitsendar  Frofl  J.  lA.  De  Long  ist  Die  Sitzungen  sollen  etwa  alle  sechs 
Wochen  in  Denver  stattönden. 

AatvonomUNALe  GesellMhaft.  Die  Jahresvevsammlung  der  Astrono- 
mischen Oeselisehaft  wird  am  13. — 15.  September  d.  J.  in  Jana  stattfinden. 

Soliweiaefflaolia  KataxfoNOheade  OemUnohaft.  Die  89.  Jahres- 
versammlung der  Schweiserisdien  Naturforschenden  Gesellschaft  wird  vom 
29.  Juli  bis  1.  August  d.  J.  in  St  Gallen  stattfinden. 


2.  Pieisaufgabon  and  ^dkrönte  FroisBchriftan. 

(Yacat} 

3.  HochsohalnaohriolLten. 

Teehmsoho  Hoohechule  zu  Haimover.  Am  25.  Mai  d.  J.  feierte 
die  Technische  Hochschule  zu  Hannover  ihr  75jaliriges  Bestehen.  Unter 
den  Ehrendoktoren»  die  bei  dieser  Gelegenheit  ernannt  wurden,  behndet  sich 
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auch  rrofeäuur  L.  Buriuester  in  München,  dessen  hervorrt^ende  Verdienste 
in  der  Eiaematik  und  Beleuchtimgslelire  damit  anerkaimt  weiden  BoUten. 
Der  Festroiirag  des  Geh.  Banxat  Professor  Stier  behandelte  die  Organisation 
der  teohniBdien  Arbeit.  —  Im  Anschluß  an  die  Feier  fand  olne  Konferenz 

der  Rektoren  der  Doiitschen  TcchiiLschen  Hochschulen  statt,  in  der  su 
schwebeudeu  Fra^i  ii  S^tollung  genommen  wurde. 

Oolumbia  Uuiveraität.  Die  Columbia  TTnivpi^jität  erhielt  vrni  l'iiiu 
Louise  T.  Hoyt  5000  Dollars  behufs  Begnindung  eines  mathematischen 
Preises  zum  Gedäcbtnib  an  John  D.  Van  Buren  jr.,  einen  Studierenden 
der  UniTerBitftt  im  Jahre  1908.  ______ 


4,  FwmalBMhiiohten. 

■mennimgeii,  AmMlolunuicen  usw.: 
Prof.  Br.  L.  Boltimann  in  Wien  ist  der  Preis  der  Peter  Wilhelm  Mflller- 

Stiff  ng  XU  Frankfurt  a.  M.  fllr  h4Iehste  Leistungen  auf  dem  Gebiet« 
der  Xaturwissenscimften,  bestehend  in  einer  goldenen  Medaille  und 
einem  Ehrensolde  von  9000  M.,  verliehen  worden. 

Professor  Dr.  Burmester  au  der  Tochuischen  Hochschule  in  München  wurde 
von  der  Technischen  Hochschule  in  Hannover  wegen  seiner  hervor- 
ragenden Verdienste  um  dieKinematit  ehrenhalber  sum  Dr.  Ing.  promoviert. 

Dr.  6.  Eberliard  wurde  zum  ständigen  Mitarbeiter  am  Astrophysikalisohen 
Observatorium  ernannt 

Dr.  8  Ep<!tecn  wurde  zum  ao.  Professor  der  Mathenuktik  an  der  Universitiit 
von  Colorado  ernannt. 

Dr.  N.  R.  George  wurde  zum  ao.  Professor  der  Mathematik  am  Massa- 
chusetts Institute  of  Technology  ernannt. 

Dr.  G.  N.  Haskin  wurde  zum  ao.  Rxifessor  der  Mathematik  an  der  Uni- 
Tersit&t  Ton  Illinois  ernannt. 

Professor  G.  A.  Miller  an  der  Stsinford  Universität  wurde  sum  ao.  Pro* 
fessor  der  Mathematik  an  der  Universität  von  Illinois  ernannt. 

Professor  J.  A.  Miller  an  der  Universität  von  Indiauiii  wurde  zum  o.  Pro- 
fessor der  Mathematik  an  der  Universität  von  Wisconsin  ernannt. 

Professor  Dr.  E.  Müller  an  der  Tedmisehen  Hochschule  ul  Wien  wurde 
sum  korreiqpondierenden  Mitgliede  der  K.  Akademie  der  Wissensokaften 
in  Wien  gewühlt. 

Dr.  J.  Stark,  Privatdozent  an  der  Universität  Göttingen,  ist  zum  Professor 
utvl  r)o/<>ntMn  der  I^sik  an  der  Technischen  Hochschule  zu  HannoTer 

eruaunt  worden. 

Dr.  E.  B.  Vau  Vleck,  Professor  au  der  Wesleyan  Universität,  wurde  zum 
Professor  der  Mathematik  an  der  UniTOrsitSt  wm  Wisconsin  ernannt. 

Professor  Dr.  F.  Sw  Woods  an  dem  Massachusetts  Institute  of  Technology 
wurde  snm  o.  Professor  der  Matiiematik  daselbst  beförd^. 

Habilitatioiien. 

Dr.  L.  Hanni  hat  sich  an  dar  üniyersitftt  Wien  als  FriTatdoseot  der  Mathe* 

matik  habilitiert. 

Dr.  F.  Jung,  Privatdo/ent  an  der  Dent.s.lien  Technischen  Hochschule  in 
Prag,  ist  als  Privatdo/ent  iür  allgemeine  Mechanik  an  die  Technische 
Hoehscbnle  zu  Wien  übergesiedelt. 
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5.  Vfirmisolitat. 

JnbelfUer  dM  Vereins  DratBoher  Ingeiiieiix«.  Der  Verein  Doutocher 

Ligenienre,  der  zur  Zeit  rund  20  000  Mitglieder  dhlty  beging  in  ^en  Tagen 
vom  10.  bis  14.  Juni  d.  J.  unter  solir  rcrrer  Beteilipimg  von  Mitgliedern, 
Gästen  und  Ehrengästen  die  Feier  seines  r>0 jährigen  Bestehens.  Bekanntlich 
hat  der  Verein  Deutscher  Ingenieure  von  Anfang  an  der  Reform  des  höheren 
Schulwesens  auf  dem  Gehiete  des  mathematischen  und  uaturwisseuschat'tlicheu 
Ünteniditä  groBe  Anfimerbiamkeit  zugewendet,  wie  dies  aueh  bei  der  Jubel* 
feier  wieder  denflieli  hervorCiat.  In  der  UnteixiiolitekwiDussion  der  GMeU"- 
schaft  Deutscher  Naturforscher  und  Ärzte  ist  der  Verein  dnroli  seines  Direktor, 
Gehctnun  Baurat  Dr.  Peters,  vertreten. 

Pranklin- Feier.  Die  200.  Wiederkehr  dos  Geburtstages  von  Ben- 
jamin FraTikliTi  i^i  vom  17.  bis  20.  April  von  der  American  Philo sophical 
Society  geteieii  worden;  vgl.  diesen  Jahresbericht  S.  227 — 228.  Fast  l.'SO 
Vertreter  gelehrter  Gesellüchafien  und  von  Universitäten  nahmen  an  der 
Feier  teil  Die  American  Mathematical  Society  war  durch  Professor  Hun- 
tington vertreten.  Unter  den  wissensohaftlichen  Mitteilungen  waren  tou 
mathematischein  Interesse  die  folgenden:  Darwin,  The  figure  and  stability 
of  a  liquid  satellite;  Royce,  The  present  position  of  the  problcm  concern- 
ing  the  ürst  principles  of  scieutitic  theorj;  Michelson,  Perm  aaaljsis; 
Loren tz,  On  positive  and  negative  electrons. 

Grabdeukinal  für  Weierstraß.  Das  (Irabdenkmal  für  Weierstraß 
(s.  diesen  Jahresbericht  S.  72)  ist  ausgefülirt  und  auf  dem  Öt.  Hedwigs^ 
Kirchhof,  Berlin  N.,  Liesenstrafie  8,  aufgestellt  worden.  Über  einem  Sockel 
aus  graublauem  bayrisdien  Syenit  erhebt  sieh  ein  3  m  hoher  Ob^k  aus 
poliertem  schwarzen  schwedischen  Granit,  auf  dessen  Vorderseite  unier 
einem  von  dem  Kirdienvorstande  vorgeschriebenen  Kreus  die  Worte 

KARL  WEIf^HSTKASS 
geb.  81.  Oktober  181Ö 

BQ  üstenfelde 
gest.  10.  Februar  1897 
zu  Berlin 

in  erhabner  Blockschrift  eingemeißelt  sind.  l>ie  (Jrabsfelle  liept  scbrilg  hinter 
dem  Wobnhauso  des  Kirchhofs-Iaspektors ,  fa»t  am  £ndu  des  ersten  hinter 
diMem  ^use  nach  rechts  abgehenden  Weges. 


Literariselies. 

1.  Notizen  und  Bespreeliimgöii. 

Franz  Ne\imnnns  Gesammelte  Werke.  Herausgegeben  von  seinen 
öchülern.  Zweiter  Band.  Mit  einem  Bildnis  Franz  Neumanns  aus  dem 
86.  Lebensjahr  in  Heliogravüre.  [XVI  u.  620  S.]  4^.  Leipzig,  B.  0.  Teubner. 

Elf  Jahre  erst  nach  dem  Tode  des  Altmeisters  der  mathematischen  Physik, 
dreißig  Jahre,  nachdem  der  damals  78jKhrige  seine  Lehrtätigkeit  eingestellt, 
ist  es  mUglkdi  geworden,  eine  Gesamtausgabe  seiner  wissensehaftli)  bon  Ab- 
handlungen erscheinen  zu  lassen.  Daß  unter  den  Gesamtausgaben  der  Werke 
herTorragender  Mathematiker  und  Physiker  die  Werke  Franz  Neumanns 
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bisher  fehlten,  ist  von  vielen  schmenilicli  bedauert.  Un^  wenn  diese  Lücke 
niiTiiTiphr  ausgefüllt  ist,  ausgefüllt,  ohne  daß  dem  Herausgeber  ir^'end  welche 
Uuterslüizuugen  seitens  einer  Akademie  oder  einer  gelehrten  Gesellschaft  zu 
Gebote  standen,  so  ist  das  vev  allem  der  rastlosen  Tfitigkeit  des  Herrn  Carl 
Nenmann  zu  danken,  der,  unterstützt  Ton  anderen  Schfllem  seines  Vaters, 
diesem  in  der  schön  ausgestatteten  Ausgabe  ein  bleibendes  Denknuil  er- 
richtet hat.  —  Von  dem  auf  drei  Bände  berechneten  Werke  ist  soeben  der 
zweite  Band  erschienen,  während  der  erste  nnd  dritte  später  folgen  sollen. 

Der  zweite?  Band,  bei  dessen  Herausgabe  neben  Herrn  C.  Neu  mann, 
dem  Leiter  des  Gauzeu,  die  Herren  K.  Dorn -Halle  a.  Ö.,  0.  E.  Meyer- 
Breslau,  G.  Pape,  firüher  in  Königsberg,  L.  Saal schüts' Königsberg,  W. 
Voigt -GSttingen,  P.  Volkmann-KOnigsberg,  K.  Von  der  Müh  11 -Basel, 
H.  Weber-Straßbnrg  sowie  der  Verfasser  dieses  Referats  tätig  gewesen 
sind,  entbUlt  F.  Neumanns  Arbeiten  über  Wärme,  über  Elastizität  sowie 
die  vor  1810  erschienenen  oiitischen  Arbeiten.  Die  sieben  ersten  Abhand- 
lungen l)etreffen  die  Wärme;  drei  dersell)en  sind  zuerst  in  Poggendoi-ffs 
Annaleu  erschienen:  Nr.  1,  Untersuchungen  über  die  speziüsche  Wärme  der 
liGnemlien,  1881;  Nr.  2,  Bestiinmung  der  spezifisch«!  W&rme  des  Wassers 
in  der  Nshe  des  Siedepunktes,  1881;  Nr.  6,  BeobacMungen  t!bet  die  spesi- 
fische  Wärme  verschiedener,  namenüicb  zusammengesetzter  Körpw,  1834. 
Zwei  weiter*^  Abbandhingen:  Nr.  'S,  Theoretische  Untersuchungen  über  die 
zur  Bestimmung  der  speziiiseben  Wiirme  dienende  Methode  der  Mischung^ 
Nr.  4,  Wie  man  durch  geeignete  Beobachtungen  den  absoluten  Wert  der 
iimeren  Loitungsfähigkcit  eines  homogenen  Körpers  zu  bestimmen  vermag, 
sind  hier  zum  ersten  Male  nadi  Nenmanns  hinterlassenen  HanuskriptttL 
mitgeteilt.  In  beiden  handelt  es  sich  um  die  Entwicklung  Ton  Formeln,  die 
in  der  Abhandlung  1  benutzt  sind,  ohne  daß  dort  ihre  vollstSndige  Ableitung 
angegeben  ist,  sowie  um  Erweiterung  der  in  1  vorkommenden  theoretischen 
Betrachtungen.  Nr.  5,  Commentatio  de  emendanda  formula,  per  quam 
calores  corjjorum  specifici  ex  experimentis  methodo  mixtionis  institutis 
computantur,  ist  1884  von  Neumann  als  Universitätsschrift  beim  Antritt 
seiner  ordentliehen  Professur  TerGff«itiicht.  Gerade  diese  Abhandlung,  die 
wohl  wenig  bekannt  geworden  ist,  ist  ganz  besonders  charaktoistisch  f&r 
die  Art  und  Weise,  wie  Neumnnn  die  Theorie  dem  Experiment  dienstbar 
zu  mnchen  gewußt,  und  für  die  Mühe  und  Sorgfjilt,  die  er  auf  die  eingehende 
Diskussion  der  Beoliachlungen  verwundet  bat.  I  ber  den  Wert  theoretischer 
Untersuchungen  tür  die  Beoliachtuugsmethode  spricht  sich  Neumanu  in  einem 
der  Abhandlung  5  beigefügten  Manuskript,  dss  hier  ebenfalls  zum  ersten 
Male  mitgeteilt  wird,  folgendennafien  aus: 

„Zwei  große  Vorteile  kann  man  bei  experimentellen  üntei-snehungen 
über  die  Wärme  aus  der  Theorie  ziehen.  Einerseits  nämlich  kann  man, 
auf  Grund  der  Theorie,  die  zweckmäßigste  Einrichtung  der  Versuche  im 
voraus  liestimnieu:  und  andererseits  kann  man  von  gewissen  Fehlern  (die 
von  Eiuliiissen  herrühren,  welche  sieb  im  Versuch  der  direkt>en  Beobachtung 
entziehen)  mitteb  der  Theorie  die  möglichen  Grenzen  angeben.  Selbsi- 
vcrstftndlich  wird  dabei  vorausgesetzt,  daß  man  über  die  Werte  der  in  der 
Theorie  enthaltenen  Konstanten  bereits  irgend  weldie  approzimatlTe  Kenni- 
nisse besitzt." 

yjbi  den  Phänomenen  der  Wänne  sind,  neben  andem  Elementen, 
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wesentlich  tätig  und  von  wesentlicliem  Einflufi:  die  innere  und  äußere 
WÄnueleitiingsfahigkeit  und  die  spoxifisohe  Wärme.  Dif»  passende  Einriehhmp 
des  Experiments  besteht  darin,  daß  mau  demjenigen  Element,  welches  näher 
studiert  werden  soll,  den  vorherrschenden  Effekt  zuteil  werden  läßt.  — 
Eine  völlige  Unabhängigkeit  von  den  übrigen  Elementen  ist  nicht  zu  er- 
reichen; aber  man  wird  bestrebt  seini  diese  stCrenden  Eänflilsse  mOglidist 
gering  zu  machen;  und  daeu  wird  es  nOtig  sein,  den  in  Bede  stehenden 
EflFekt  auf  theoretischem  Wege  durch  einen  beatinmiten  analytischen  Aus- 
druck darzustellen,  der  nähere  Auskunft  gibt  über  die  Abhängigkeit  des 
Effektes  von  allen  überhaupt  in  Betrucht  kommenden  Elementen." 

Die  Abhandlung  Nr.  7  endlich,  1802  in  den  Annales  de  chimie  et 
de  phjsique,  T.  66,  veröffentlicht,  betrifft  Keumanns  neue  Methode  zur 
BestimmiiTig  der  inneren  und  Sofieren  Wirme-Leituugsltlhigkeit.  Das  Wesen 
dieser  Methode  besteht  darin,  daß  nicht  der  station&re,  sondern  der  mit 
der  Zeit  variable  Zustand  beobachtet,  und  daß  gleichzeitig  der  absolute 
Wert  der  inneren  und  äußeren  Leitung??f?lhigk'»it  bestimmt  wird.  Voran- 
geschickt  ist  der  kurzen  Abhandlung  ein  Brief  Neumanns  an  "Radau  aus 
dem  Jahre  1862,  während  am  Schluß  ein  Aufsatz  vuu  Radau  abgedruckt 
ist,  der  1862  in  der  Zeitschrift  Cosmos  unter  dem  Titel:  „Sur  la  conductibilit^ 
caloxifiqne'*  TwQffentlidit  ist.  Rad  an  sucht  darin  einen  ÜberbEdc  ftber  das 
Wesen  und  die  Tragweite  der  Neumann  sehen  üntersuehnngeii  über  Wärme- 
leitung  und  ihr  Verhältnis  zu  den  Arbeiten  Angströms  zu  geben.  Er  be- 
spricht ferner  die  auf  Neumanns  Anregung  entstandenen  Arbeiten  von 
Schumann  und  Saalschütz,  sowie  Neumanns  Beobachtungen  der  Erd- 
temperatur. 

Waren  diese  Arbeiten  snr  Wicmelehre  wraentÜch  eaqperlmenteller  Hatnr, 
die  Theorie  nur  soweit  Terfolgend,  wie  es  die  direkte  Anwendung  auf 

die  Beol)a(  htimgen  erfordert,  so  folgt  als  Nr.  8  die  rein  theoretische  Arbeit 
über  die  doppelte  Strahlenbrechung  (Poggend.  Ann.  25,  1832).  In  dieser 
Arbeit  sind  zum  ersten  Male  die  Xavi ersehen  Hleichimgen  der  Elastizität 
auf  ki-i'jt^allinjsche  Medien  ausgedehnt,  und  ans  ihnen  sind  dann,  unter  ge- 
wissen Annahmen  über  die  sechs  iu  den  Itleichungen  auftretenden 
Konstanten,  die  Fresnelsoben  Oesetse  der  Doppelbrechung  theoretisch  ab* 
geleitet.  Gleichseitig  hatte  Oanchj  eine  andere  Ableitung  gegeben,  doch 
sind  damals  nur  die  Resultate  verOffentUdlt,  die  Entwicklungen  spUter. 
Eins  der  •\virlitigstcn  Resultate  in  Nonmanns  Arbeit  ist  das,  daß  die 
elastischen  (üri  -hTinL'eu  uui"  dann  auf  die  Fresn f  1  sehen  Geset/o  führen,  wenn 
man  die  Polari.'jatiünsehcne,  abweichend  von  Frebnel,  dettniert  als  die  durch 
die  Wellennormale  und  die  Sciiwmgimgsriehtung  gelegte  Ebene.  Beigefügt 
ist  der  Abbandliing  Kr.  8  ein  großer  Teil  der  fSrlftuterungcu,  die  der  Ter* 
fsaser  des  vorliegenden  Referats  seiner  Ausgabe  dieser  Abhandlung  in  den 
Klassikwn  der  exakten  Wissenschaften  (1896)  beigegeben  hatte. 

An  diese  Arheit  schließt  sich  eine  Reihe  weiterer,  die  in  Poggondoi'ffs 
Annalen  in  den  Jahren  1H32 — 1835  verötTentlicht  sind.  Von  ihnen  betrifft 
Nr.  9  die  Formeln  lür  die  elliptische  Polarisation  bei  der  Metallretloxion, 
nebst  Anwendung  auf  Beobachtungen,  Nr.  10  die  thermischen,  optischen 
und  kristallographischen  Achsen  des  Gipses,  Kr.  11  das  ElastuntStsmaß 
kristallinifloher  Substanzen,  Nr.  12  die  optischen  Aclisen  und  die  Farben 
sweiaehsiga:  Kristalle  im  polarisierten  Licht    Hier  wird  der  bis  dahin 
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schwankende  Begriff  der  optischen  Achsen  zweiachsiger  Ejdsialle  festgelegt 
und  gezeigt,  daß  man  darunter  die  Normalen  d«r  Ereisschnitte  der  ElasthititB^ 
flftche  SU  Terstehen  hat  Nr.  13  handelt  yon  den  optiadien  Eigenschaften 
der  zwei-  und  eingliedrigen  Kristalle. 

Die  umfangreichste,  mehr  als  ein  Drittel  dns  ganzen  Bandes  umfassende 
Abhandlung  ist  die  in  den  Abhandlungen  der  Berliner  Akademie  im  Jahre  1835 
erschienen  Arbeit  über  Reflexion  (Nr.  14).  Der  Titel  derselben  ist  „Theoretische 
Untersuchungen  der  Gesetze,  nach  welchen  das  Licht  an  der  Grenze  zweier 
ToUkommen  dnrclisichtigen  Medien  reflektiert  und  gebrochen  wird'';  in  den 
Separatabztlgen  lautet  der  Titel  sutreffender:  „Übw  den  EinfluB  der 
KHstallfliGhen  bei  der  Reflexion  des  Lichtes  und  tiber  die  Intensität  des 
gewShnlichen  und  ungewöhnlichen  Strahls".  Wie  in  Nr.  8,  handelt  es  sich 
mn  rein  theoretl-^ebe  Untersuchungen,  aber  während  Neumann  doH  bei 
Ableitung  der  Gesetze  der  doppelten  Strahlenbrechung  auf  die  allerersten 
Ursachen  der  Krscheinuug  zurückgreift,  wird  hier  (in  Nr.  14 j  ein  gewisser 
Kreis  von  einfachen  Vorstellungen  zugrunde  gelegt,  die  durch  die  Eifiihrung 
höehst  wabrsdieinlich  gemacht  sind.  Neumann  beginnti  nachdem  er  dnleitmd 
die  bisherigen  Untersuchungen  über  Iteflezion  an  nieht  kristallinischen  Medien 
besprochen,  mit  der  Aufstellung  der  Grundsätze,  auf  denen  seine  Reflexions- 
theorie iMTiiht  Vjv  läBt  dabei  die  longitudinale  Welle,  auf  die  die  Theorie 
der  duppeiteu  Strahlt  nl*T-echang  neben  den  beiden  transversalen  getührt  hatte, 
ganz  bei  Seite,  nimmt  dxc  Schwingung  als  genau  transversal  au  und  dehniert 
die  Polarisationsebene,  abweichend  vonFresnel,  ebenso  wie  in  der  Abhandlung 
Nr.  8.  Als  Grensbedingongen  führt  er,  cum  Teil  abwmelMnd  Ton  Fresne!, 
die  Gleichheit  aller  drei  Komponenten  der  Bewegung  für  Punkte  der  Grona- 
flficho  ein  und  nimmt  dazu  das  Prinzip  der  lebendigen  Kraft.  Auf  dieser 
Grundlage  behandelt  er  zuerst  die  Reflexion  an  der  'lenze  zweier  un- 
kristallinischen Medien  und  gelangt  genau  zu  den  Fresne  Ischen  Formeln, 
die  ihrerseits  duich  diu  i^rfahrung  bebtütigt  sind.  Dieselben  einfachen 
Prinäpien  rnehen  audi  aus  zur  Behandlung  der  BiistallreflexioB.  Nadi* 
einander  werden  die  Formebi  fttr  einachsige  und  sweiaohsige  Kristalle  ent- 
wickelt, und  swar  nicht  nur  für  den  Fall,  daß  das  aus  einem  unkristallintschen 
Medium  komraendc  Licht  an  einer  Kristalltiäche  reflektiert  wird,  sondern 
auch  für  den  Fall  der  Reflexion  im  Innern  des  Kristalls,  resp.  für  den  Aus- 
tritt des  Lichtes  aus  diesem.  Es  liegt  in  der  Natur  der  Sache,  daß  die 
Durchführung  der  Theorie  sehi-  umfangreiche  und  teilweise  schwer  über- 
gidiiliche  Rechnungen  erfordert.  Diese  Rechnungen  werden  überall  bis  zum 
letsten  Punkte  durchgeführt,  und  es  wird  eine  grofie  Ffllle  von  Einsel- 
resultaten  abgeleitet,  auf  die  einzugehen  hier  hier  zuweit  ffihren  würde. 
Ein  T'-il  d'T  Resultate  wird  an  vorhandenen  l^eobachtungen  geprüft  und 
mit  der  i.i  t  i I: t  ung  in  guter  Übereinstimmung  gefunden.  —  Diese  wichtige 
Arbeit  war  nicht  nur  die  erste,  welche  die  Ge.setze  der  Kristallreflexion 
streng  theoretisch  begründete}  sie  ist  auch  die  eingehendste,  die  überhaupt 
ftber  den  Gegenstand  voriumden  ist  Zu  ihrem  YersUndnis  ist  in  der  neuen 
Ausgabe  eine  grSBere  Reihe  von  Erlftutemngen  hinsugefligt,  die  größtenteils 
von  V.  Neu  mann  heri-ührcn,  einige  auch  TOm  Verfasser  dieses  Referats. 
Übrigen«?  sind  auch  den  andern  Abhandlungen  dies«^=  I^nndos,  wo  es  nötig 
schien,  erläuternde  Bemerkungen  beigefügt,  nirgends  aber  so  zahlreiche  wio 
in  Nr.  14.  —  Am  gohluü  von  2ir.  1-1  sind  auch  die  auf  die  Piiohtätsfrage 
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zwischen  NevmaDii  uud  Mae  CuUagh  bezüglichen  Verüfifentlichimgeii  ab- 
gedruckt. 

Die  zwei  letzten  Abhandlimgen  des  Bandes  sind  als  Ergänzangen  zu 
Nr.  14  anzotelieii.  Nr.  15  lieirifit  «in  photometriBdus  V^aLren,  die  In* 
tensität  der  ordentliehen  und  aufierordentlichen  Strahlen,  sowie  die  des 

reflektierten  Lichtes  zu  bestinunen.  Daran  selilioßt  sicli  eiriH  stronge  Ab- 
leitung der  Fresnclschen  Formeln  fttr  du  f  i  tale  Hetiexion.  Nr  I  B  oudlich 
enthält  eine  Hei  he  systematischer  Beobachtungen  Uber  den  EiufluB  der 
Kristallflächeu  aut  das  reflektierte  Licht. 

0ie  s&mtlichen  Abhandlungen  dieses  Bandes  dürften  nicht  allein  historisches 
Intereaae  gewiliren;  wer  rie  eingehend  studiert,  wird  aus  ihnen  reiche  An- 
rufung aueh  heute  nodi  erfahren. 

Halle  a.  8.,  Mai  1906.  A.  Wjumxux. 

Dr.  Otto  Bienuann,  o.  ö.  Professor  der  Mathematik  an  der  deutschen 
teehmsehan  Hochschule  in  BrQnn:  Vozleeiuigeii  über  maUiematieolie 
miMniiiCtmetliodeiL  YI  u.  226  8.  35  i^goreo  im  Text  Bnuinsdiweig, 
IHeweg  n.  8ohn,  1905. 

Sedis  Studienjahre  hat  der  Verf.  Vorlesungen  über  diesen  Gegenstand 
gehalten.  Sein  Buch  bietet  eine  glftekUdie  Auswahl  aus  der  FüUe  des 
Stoffes,  'Ifr  unter  den  Begriff  der  N;lliPnni|n^Tnethoden  fällt,  und  ist  für  jeden 
verständlich,  der  die  Anfangsgründe  der  lufinitesimalredmung  und  der  ana- 
lytischeu  Geometrie  beherrscht. 

Das  Bechnen  mit  genauen  und  ungenauen  Zahlen  bildet  den  An&ng. 
Bei  der  Ifultiplikaiion  und  Division  wird  auch  die  Fonriersdie  Methode 
auseinaiideigesetzt.  Der  zweite  Abschnitt  beschäftigt  sich  mit  der  Aus- 
wertung unendlicher  Reihen,  wie  sie  in  der  hOheren  Analjsia  auftreten. 
Als  Beispiele  dienen  die  Berechnung  der  Tjogarithmen  und  die  der  Wunsein 
von  ganzen  Zahlen.  Die  näherungsweise  Auflösung  von  Gleichungen  ist  äm 
Thema  des  dritten  Abschnitts.  Nach  Erörterung  der  graphischen  Darstellung 
«Amt  Punktion  wird  gezeigt,  wie  man  die  Wundn  einer  qnadxmtischeii 
Gleichung  durch  den  Schnitt  einer  Geraden  mit  der  festen  PUrabel  y-^os* 
findet,  die  Wurzeln  einer  Gleichung  dritten  und  vierten  Grades  durch  den 
Schnitt  der  Parabel  y  =  mit  einer  gewissen  Hyperbel  und  die  Wurxeln 
einer  Gleichung  n-ten  Grades  durch  den  Schnitt  der  beiden  Kurven 
|f  =  af«-»^   a^jpy^_i,jy  +  fl^as»-t_|_  [-«„  — 0. 

Auch  die  Hehmkesdie  Ifetbode  xur  graphisch«!  AoflÖsiiiig  von  Gleichungen 
wird  ausfBhrlieh  dargelegt  und  suletst  die  Eonsbuktion  der  LOsungen  eines 

Systems  von  Gleichungen,  insbesondere  von  linearen,  vorgeführt.  Dann 
folgt  die  rechnerische  Bestimmung  der  Wurzeln  einer  algebraischen  Gleichung 
mittels  der  Ne\vtnnsrh«^n  Nftherungsmcthodo  und  nach  dorn  auf  Grund 
die<:pr  Methode  angegebenen  Verfahren  von  Horner.  Es  wird  noch  gesagt, 
wie  man  die  Newtunsche  Methode  auf  Gieichuugssjsteme  ausdehnen  kann, 
und  schließlich  werden  hun  die  transxendenten  Gleichungen  besprochen. 

Der  vierte  und  längste  Abschnitt  des  Buches  bezieht  sidi  auf  die  Inter- 
polations-  und  Differenzenrechnung.  Die  Interpolation  durch  ganze  rationale 
Funktionen  (Formeln  von  Lagrange  und  Newton)  wird  audi  im  Falle 
sweier  Veränderlicher  durchgeführt,  worüber  der  Verf.  wie  Aber  so  viele 
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andere  Fragen  aus  dem  Geluet  der  ÜTHhoningsmethoden  selbst  gearbeitet 
bat  (vgl.  Bd.  14  der  Monatsbefte  IQr  Maffaematik  und  Pbysik).    Bei  der 

laterpolation  durch  trigonometrische  Ausdrücke  wird  auch  einiges  über 
die  harmonischen  Analysatoren  berichtet  und  der  Ai)parat  von  Henrici 
unter  BtnfÜLmn«^  einer  st]i»'m;\f ischeu  Abbildung  erlllutert  Von  den  zahl- 
reichen MVtlioden  /ur  reihuerischen  "Rest  imnmiig  der  Koeffizienten  der 
Näheruugsluuktiüu  widiuet  der  Vert.  nur  der  liungeschen  (Zeitöcliritt  lür 
Mathematik  und  Physik,  Bd.  48)  eine  eingebende  Auseinandersetaung.  Der 
fttnfte  Abschnitt  seigt,  wie  man  die  Inteipolationsreehnung  rar  nBherungs- 
weisen  Quadratur  und  Kubatur  verwendet.    Am  Schluß  dieses  Abschnitts 

kommt  die  nftherungs weise  Integration  der  DlSisrentialgleichnng      =  f{x,  y) 

aur  Sprache.  Dann  folgt  die  Beschreibung  einiger  mathematischer  Instrumente, 
2.  B.-  des  Bechenschiebers  und  des  A  ms  1  ersehen  Polarplanimeters.  £in 
Nachtrag  bringt  etwas  Über  Au^gleic^wigsrechnung. 

Zalilroiche  Beispiele,  die  der  Verf.  jedesmal  sorgraltig  und  genau  durch- 
führt, siud  in  die  Darstellung  eingefügt  und  erleichtern  das  Verständnis 
dieses  vortretl  liehen  Buches. 

Bonn,  April  1906.  G.  Kowai^ewsju. 

fiermamiBninn,  Beziehungen  des  Du  Boift-fieymoudsohen  Mittel- 
wertaatzes  zur  Ovaltheorie.    Eine  mathematische  Studie.  Berlin, 

Georg  Reimer,  1905.    X  u.  135  S. 

Den  AiiRrrnngspunkt  dieser  Untersuchungen  bildet  das  bekannte  Abelsche 
Lemma  über  Ausdrücke  von  der  Fonn 

*o«o  +  fi«!  H  +  «na.. 

£s  sagt  aus,  daß  ein  solcher  Ausdruck  unter  den  Bedingungen 

-H"< «01  «0  +  ö„  •  •    «0  +  «1  H  \ra^<K 

zwischen  den  Greuzüii  (qU  und  l^^K  liegt. 

Dieser  Satz  wird  hier  in  der  Weise  verallgemeinert,  daß  mau  die 
tirSfien  a^,  a^,  •  •  •,  als  komplexe  Zahlen  (mit  zwei  oder  auch  mehr  als 
zwei  unabhängigen  Einheiten)  betrachtet^  wShrend  die  «  nach  wie  vor  reell 

bleil  (  :i    md   di  ii   an>r»'f,fe])i  ii('ii  Ungleichungen  genügen.     Versinnlicbt  man 
die  komplexen  Zalileu  durch  die  Funkte  eines  kartesisrlicn  Kanmes,  80  läßt 
sich  die  Vernllgcmeinerung  des  Abelscheu  Satzes  so  aussprechen: 
Gehören  die  Punkte 

«0»  «0  +  «i>    '  f  «0  +  »1  +  •  •  •  + 
dem  Eigebiet  (S  an,  so  liegt 

in  dem  Eigebiet  t^^y  welches  aus  @  dadurch  entsteht,  dafi  man  alle 
H  adieu  Vektoren  mit  ^  multiplizirat  (Dilatation  ▼<mi .  Anfangspunkt  aus  im 

VerliUltnis  l  :  f^V 

Ein  Ei-  oder  Ovalpebiet  ist  ein  ( ali^n-<?Hilns.scner)  Bereich,  der  die  Eigen- 
schaft hat,  daß  man  vuu  jedem  seiner  l'unkU*  zu  jedem  andern  in  gerader 
Strecke  gelangen  kauu,  ohne  den  Bereich  zu  verlassen.    Solche  Bereiche 
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hat  Herr  Brunn  schon  in  seiner  Dissertation  (Über  Ovale  und  Eiflßchen, 
Mflndben,  1887)  stadiert.  In.  amnen.  sp&teron  Arbeiten  über  diesen  Gegen- 
stand barOhite  er  sieb  dann  a.  T.  mit  Minkowski,  der  die  Eigebiete  für 
die  Zahlentheorie  verwertete.  • 

Um  die  oben  angogebeno  Verallgemeinerung  des  Abfischen  Lemmas 
auf  einen  möglichst  genauen  Ausdruck  zu  bringen,  hat  man  für  @  das 
engste  Eigebiet  einzuset'/en,  welches  die  Punkte  a„,  «o+'^i'  "  »  öo+^^i  +  — ^^'n 
enthält.  Dem  Gebiet  ^^^^  gehört  dann,  wie  der  Brunnsche  Satz  aussagt, 
der  Punkt  i^a^  -{-  f  i     h  •  •  •  +  Wann  liegt  der  Punkt  anf  der 

Begrenzung  von  r^lS  ?  Herr  Brunn  gibt  die  notwendigen  nnd  hinreichenden 
Bedingungen  für  das  Eintreten  dieses  besonderen  Falles  an.  Die  dabei  be- 
nutzten HilfshffrachtiTngen  sind  auch  an  und  für  sich  von  Interesse. 

Sieht  man  von  der  Voraussetzung  ab,  daß  die  s  positiv  und  mit 
wachsendem  index  nicht  zunehmend  üind,  und  fordert  nur,  daß  sie  eine 
monotone  Folge  bilden,  so  entsteht  ein  Satz,  bei  dessen  Formulierung  Herr 
Brunn  sieb  des  Begriiffs  „Punktsummengebiet^  bediente  Addiert  man  auf 
alle  möglichen  Arten  einen  Punkt  a  des  Bereiches  %  und  einen  Punkt  6 
des  Bereiches  9,  so  entsteht  „das  Ponktsummengebiet  aus  ^  und 
Herr  Brunn  bezeielmot  es  mit  -f  Sind  ?(  und  35  Eigebiete,  so  ist 
auch  ^  -j-  Ö  ein  sokhes;  überhaupt  ist  -|-  f*®  Eigeliiet,  wenn  l 
und  ^  beliebige  reelle  Zahlen  bedeuten.  Der  angekündigte  Satz  sagt  nun 
aus,  daß  der  Punkt  f«a^  +  fittj  +  •  •  •  +        dem  Eigebiet 

angehSrt  Auch  hier  untersucht  der  Vttrfasser  genau,  wann  der  Punkt  auf 

der  Begrenzung  des  Eigebiets  liegt. 

Im  zweiten  Abschnitt  ^^ird  sozusagen  ft  unendlich  groß  angenommen, 
d.  b.  es  werden  uuendlicho  lieiheu  von  der  Form 

befrnehtet,  wo  die  a  wieder  komplexe  Zahb  ii  (mit  irgend  einer  Anzahl  von 
Einheiten)  und  die  «  positiv  sind  und  den  Bedingungen  ^  ^  ^  ^  *  '  * 
genügen.    Wenn  ,     t  ^  _i_        .  « \ 

existiert,  so  kon^ <i giert  die  Ix'ti-iichtete  R»'ibe  und  der  ihrer  Suninic  ent- 
sprechende Punkt  liegt  iu  dem  Eigebiet  (q^,  wobei  daä  engste  die 
Punkte 

0^,  <io  +  Ol»     +  Ol  +      *  *  • 

enthaltende  Eigebiet  isi    Nimmt  man  nur  an,  daß  die  t  eine  monotone 

Folge  bilden  imd  nicht  nach  +  oder  —  oo  konvergieren,  80  zeigt 
sich,  daß  der  Punkt  t^a^  +       +  H —  *  dem  Eigebiet 

angehdrt  Auch  diesmal  wird  eingdieod  untersudit,  wann  der  Punkt  auf 
die  Bsgrenzung  des  Eigebiets  fällt. 

Im  dritten  Abschnitt  kommt  der  Gegenstand  zur  Sprache,  den  dfHf 
Titel  der  Schrift  ankündigt.  Es  ist  bekannt,  daß  der  Mittelwertsatz  von 
Bounet,  du  Bois-Reymouil ,  Weierstrab  aufs  engste  mit  dem  Abelschen 
Lemma  zusammenhängt.    Dies  führt  dazu,  eine  Verallgemeinerung  dieses 
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Miitelwertsatzes  zu  suchen,  die  in  derselben  Beziehung  zu  der  Brnnudien 
Verallgemeinenmg  des  Abelsdum  Lemmas  stellt.  Der  Verfasser  besdhrttnkt 
sich  hierbei  auf  die  Ebene.  Es  sei  f  eine  Hilforeriinderiiche,  die  das  Inter- 
TaJl  (i^,  f)  dnrohlSaft,  und 

sei  ehi  stetiger  und  rektifizierbarer  KurveubogSD.   Femer  sei  f{x^  ff)  %{t) 

eine  positive  Funkiion,  die  nie  /uninunt,  wenn  t  von  tQ  nai'b  t'  geht^ 
g(T^  ff,  })  eine  komplexe  Funktion  von  ;r  und  if  derart,  daU  die  im  folgenden 
auftretenden  integrale  einen  Öinn  haben.    Dann  gilt  die  Formel 

WO  «j  ^  0,  «j  -f  «2  "  ^  ^"'^  ^0  ^  ^  ^  's  ^  '  •  <l'6se  Formel  ans 
den  Resultaten  des  ersten  Abschnitts  zu  gewinnen,  tniiB  man  nocb  zeigen, 
daß  das  engste  £igebiet,  welches  den  stetigen  Kurvenbogen 

ist 

i'^lg^x,  y,  i)dg 

enthalt,  von  den  Sehnen  des  Bogens  erzeugt  wird.*) 

Für  den  Fall,  daß  man  /*(ar,  y)  nur  als  reell  und  längs  des  Tntetjrations- 
weges  monoton  voraussetzt,  stellt  Herr  Brunn  folgende  Formel  auf: 

(2)  f  fgäg  -  (z(0  -  x(0)  («/^^^^  +  ^/ ^^') 

t^ip  i  =  l„  imlp 


wo  nr,  ß^Oj  ci  -\-  ß  1  ist  und  Z^,,  fy,  in  (Jq^  t')  liegen.  Man  kann 
aber  direkt  aus  (l)  eiiu'  viel  «'irjfachere  Formel  gewinnen.  Unter  den  hier  ge- 
machten Voranssetzuiigen  genügt  nämlich  die  Funktion  (xi^  )  —  f)'{xQ')  —  z('o)) 
der  Bedingung,  lüugs  des  Integrationsweges  positiv  und  nie  zunehmend  zu 
sein.  Man  darf  sie  also  an  SteUe  TOn  f  in  Formel  (1)  einsetsen.  Dann 
erii&lt  man  aber: 

(2')  J fgdß  =  X  W  [<^ßä0  +  jdz'^ 

An  Stelle  der  vier  Größen  fj,  i^,  hat  man  hier  nur  zwei.  Referent 
hat  unabhängig  von  Herrn  Brunn  und  vor  dem  Ersebeinen  der  vorliegenden 

1)  Einen  Beweis  dieses  Satzes  hat  Referent  schon  vor  Herrn  Brunn  in  einem 
Auff^at/.  iu  Hd.  117  des  Crelleschen  Journals  gegelMn  (ä.  869).  Kr  ist  reproduziert 
in  tid.  14  dieses  JahxesbehchtB  (S.  85  tf.). 
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Shulio,  (leren  Vorrede  xim  Weihnachten  1904  gesthrieljon  ist,  eine  etwas 
anders  lautende  Verallgemeinerung  des  WeierstraUschen  Mitt^Iwertsatzes 
auf  der  Breslauer  Naturforsoherveraammluug  vorgeüagen  (vgl.  diesen  Jahres- 
bericht, Bd.  XIY,  S.  85  ff.).  Diese  YerallgemeineruQg  l&ßt  sich  durch  folgende 
Formel  ansdrCLcken: 

t  f 

üt  eine  komplexe  Fanktion  TOn  t  Ist  d«r  Brannsehe  Integrationsweg 
««»qp(<)  4-t^(0  beschaffen,  daß  (p(f)^  stetige  Ableitungen  haben,  so  folgt 
ans  (3),  wenn  man  y(<)=^(a:,  y,  i)(q>'{t)-\-itl/(ty)  setzt,  sofort  die  Formel  (2'). 

Es  wäre  aber  falsrb,  die  Aufstellung  der  l'ormeln  (l)  und  (2)  (und 
uQch  zweier  anderer  NM  al'  femeinorungen  des  Bonnetschen  und  des  Weier- 
ätraßscheu  Satzes)  als  das  Hauptergebnis  der  Brunn  sehen  Arbeit  zu  be- 
traditen.  Der  sdbtwierige  T«l  sdner  Untecsadmngen  föngt  erst  «n  nach 
AnfsteUung  dieser  Formeln  and  besieht  sich  aof  das  MRaadprobletn",  wie 
er  es  kury.  nennt.  Wir  wissen,  daß  die  linke  Seite  der  Formel  (l)  einen 
Punkt  des  £igebietes  darstellt,  welches  man  erhält,  wenn  man  rechts  die 
Grüßen  a^,      and  ^,      unter  Beacbtong  der  Bedingungen 

Tsriimren  Mfit   Wann  fUllt  der  Punkt  auf  den  Band  von  Ü?  Die  analoge 

Frage  kann  man  bei  (2)  stellen.  Herr  Brann  erledigt  sie  mit  aller  nor 
wünschenswerten  Gründlichkeit. 

Bonn,  April  1906.  0.  Kowalewski. 

H.  Potneai^,  Membre  de  l'Institttt,  der  Wert  der  Wlsaenaoliaft 

Autorisierte  deutsche  Ausgabe  von  E.  Weber.  Mit  Anmerkungen  von 
H.  Weber  in  Straßborg  i  E.    240  S.    8.    Leipzig  190C,  B.  G.  Teubner. 

Allen  denen,  die  in  Deutschland  der  Entwicklung  der  mathematischen 
und  physikaliaehen  Wissenschaft  und  ihrer  stet.<  enger  werdt  ndm  Btviebung 
zur  Philosophie  und  zu  den  Geistreswissönsehaften  Interesse  eutgegeiibringf-n, 
wird  das  Krscheinen  einer  deutschen  Ausgabe  von  dem  neuesten  Werk  des 
geistvollen  Franzosen  willkommen  sein,  der  selbst  anter  den  Ftfrderfflm  der 
Wissensehaft  anter  den  yordexsten  steht,  wfthrend  er  andererseits  mit 
ScharfUnn  den  Quellen  nnd  logischen  Bedingungen  der  nienschlichen  Er- 
kenntnis nachspült.  Das  TOrliegande  Werk  hat  ähnliche  Ziele  wie  das 
gleichfalls  in  deulsi  ber  Übersetzung  ersebienene  Werk  desselben  Verfassers 
„Wissenschaft  und  Ilyi)<>thes(''',  l)ielet  aber  ein  für  sieh  abgesehlDSseiifS  Gan/.e, 
dessen  Verständnis  durch  die  meisterhafte  iSprache  und  die  kunstvolle  Dar- 
stellang  auch  dem  Laien  zugänglich  ist  Der  Verfosser  gibt  im  ersten 
Teil  eine  Darlegong  seiner  Anschauung^,  wie  in  uns  die  Vorstellangen 
TOD  Raum  und  Zeit  entstuiden  sein  künntea.  Der  zweite  Teil  enthält  eine 
Darstellung  des  gegenwärtigen  Standes  der  Physik  und  der  besonders  dnreh 
die  neuen  Untersuchungen  über  Elektrizität  iiervorgerufenen  Kiiais,  in  der 

JsIwMlMdcbt  d.  üautMbeu  ll»tb«iii.-Ver«iiiiguag.  X  V.  Uefi  6.  83 
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die  früher  fiir  vollständig  ^^esichert  c^chaltenen  Prinzipien  ina  Wanken  ge- 
raten sindf  und  die  merkwürdigerweise  auf  die  philosophischen  Anschauungen 
der  Zeit  zurückgewirkt  haben.  Auch  der  Laie  wird  sich  aus  dieser  Dar- 
stellung eine  riolitige  YoTSteUiiitg  toh  dem  Inhalt  dar  Fragen,  mn  die  ee 
aoh  dabei  handelt,  bilden  können.  Der  dritte  Teil  endlich  mfindet  wieder 
in  den  Ausgangspunkt  ein  und  kehrt  zu  der  durch  den  Titel  des  Werket 
gestplUpT)  Frago  nach  dem  Wert  der  Wissenschaft  zurück,  indem  er  das 
VerhiÜtnis  der  Wissenschaft  zur  Wirklichkeit  einer  Uutersuchimg  unterwirft. 
Die  der  deutschen  Ausgabe  beigefügten  Anmerkungen  haben  teils  den  Zweck, 
Einzelheiten,  die  dem  deatidien  Leser  vielleicht  weniger  zur  Hand  sind,  zu 
erUutem,  teils  die  behandielten  Fragen  nodi  ans  (anem.  etwas  anderen  Qe- 
nehtsponkt  so.  betrs^diten. 

Straßburg  iE.  H.  Wbbir. 

Otto  FiacJier,  Dr.  phü.  et  med.,  Professor  au  der  Universität  Leipzig. 
Theoretiflolie  Onmdlagen  für  ein«  Mgalianft  der  lebenden  XOiper 
mit  speaiellen  Anwendungen  auf  den  Meneehen  sowie  auf  einige 

Bewegungprorgängo  an  Maschinen.    (A.  u.  d.  T.:  B.  G.  Teubners 

Sammlung  von  Lehrbüchern  auf  dem  Gebiete  der  mathematischen  Wissen- 
sehaften mit  Einschluß  ihrer  Anwendungen  '^  "Mit  67  Textfigurea  und 
4  Tafeln.    [X  u.  372  S.j   gr.  8.    Leipzig  mn\,  Jl  0  Teubner. 

Durch  seine  Arbeiten  über  die  Mechanik  der  lubfudeu  Körper  sah 
sieb  der  Verfasser  genötigt,  unter  anderen  zunächst  allgemeine  Unter- 
snohungen  Aber  die  Kinetik  ron  6elenks78temen  mit  beliebigen  FreiheitB- 
grsden  aasnstellen:  denn  die  sahlreiehen  Arbeiten,  welche  ftbw  die  Kinetik 

der  bei  den  Maschinen  TOrwendeten  Getriebe  vorlagen,  konnten  der  Unter- 
suchung der  allgemeinen  «-gliedrigen  Gelenksystemo  verhältnismäßig  wenig 
nüt/cn,  da  sie  sich  nur  mit  einem  ganz  speziellen  Falle,  dem  der  /.waug- 
liiuHgen  Gelenksjsicme,  beschäftigen.  Das  vorliegeudi'  Hut-h  gibt  nun  eine 
zusammenfassende  Darstellung  der  Untersuchungen  des  Vertassei-s  über  die 
Kinetik  der  Oelenksysteme  nnd  zeigt  an  einer  großen  Reihe  von  An- 
wendungen auf  die  Bewegung«-  und  GleicbgewichtsxustSnde  des  Hensehen, 
daß  dieselben  die  allgemeine  Grundlage  für  eine  Mechanik  der  lebenden 
Körper  bilden  können.  Um  den  Umfang  des  Buches  nicht  über  ein  ge- 
wisses Maß  zu  vergröliern,  ist  tlahei  aUcs,  was  sich  nicht  auf  die  Ivinetik, 
sondern  nur  auf  die  Kinematik  der  urgauischeu  GeieukK  uud  Gelenksysteme 
bezieht,  außer  Betracht  geblieben.  Infolgedessen  haben  z.  B.  die  eingeben- 
den Untersuchungen  über  spezielle  Gelenke  des  mensehlicben  Körpers, 
welche  Yon  dem  Verfasser  zum  Teil  noch  gemeinsam  mit  W.  Braune  an- 
gestellt  worden  sind,  in  dem  Buch  keine  Berücksichtigung  gefund*  n,  da  sie 
in  keinem  dirnkten  Zusammenhang  mit  den  hier  mitgeteilten  I  ii  otischen 
Problemen  stehen.  So  blieb  denn  nach  Ausscheidung  der  „K^uemutik 
organischer  Gelenke  und  Gelenksysteme*^  welche  demnächst  als  besonderes 
Buch  erscheinen  wird,  ein  in  sich  geschlossenes  Gebiet  übrig,  das  die  all- 
gemeine Kinetik  und  Statik  der  organischen  Gelenksjnsteme  umfaßt  Da 
die  ganze  tiexisohe  Organisation  in  erster  Linie  die  Gliederbewegungen  des 
lebenden  Kdrpeis  zum  Zwecke  hat,  80  ist  das  Torliegende  Bucb  zunttchst 
den  Medizinern,  insbesondere  den  Physiologen  und  Anatomen,  sowie  auch 
den  Zoologen  gewidmet.    £s  ist  daher  in  demselben  der  Versuch  gemacht, 
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die  mathematischen  AWoi+nncreii  so  elementar  zn  haltfm  und  die  Resultate 
derselben  in  so  anschaulicher  Weise  darzustellen  und  z\x  deuten,  daß  sie 
auch  dem  Nichtmathematiker  leicht  verständlich  sein  werden.  Das  Buch 
ist  aber  in  gleicher  Weim  ftLr  den  Mathematiker  und  Physiker  von  Fach 
bestiiimit  Es  soll  Uumb  idiian  Einbliok  gewShmi  in  die  Anfgabeo,  weldhe 
d&t  BewegnngipliyBiologie  der  Mechanik  stellt,  und  in  die  Methoden,  nach 
denen  die  letzteren  diese  Aufgabe  zu  lösen  imstande  ist.  Schlicfilicb  dürfte 
das  Buch  a^ifh  das  Interesse  der  "Vertreter  der  technischen  Mechanik  errp^^en. 
Die  angetülirten  Beispiele  werden  zeigen,  daü  die  neuen  Methoden  tatsächlich 
iUr  die  Lösung  mancher  Probleme  der  technischen  Mechanik  von  einigem 
Nutsen  sein  können« 

Leipzig.  Otto  Fiächbr. 

L.  Krüger,  Abteilungsvorst^her  im  K'önigl.  Geodätischen  Institut  zu 
Potsdam  Zur  Ausgleichung  der  Widersprüche  in  den  Winkel- 
bedln^uugsgieiciLungen  trigouomotrlBoher  lietse.  ^Veröffentlichung  des 
Königl.  PtonB.  GeodStisehen  Institnts.  Neu»  Folge  Nr.  25.)  [II  u.  34  &] 
4.   Leipsig  1906t  B.  0.  Teubner. 

Wenn  mt  Ausgleichung  eines  trigonometriscb«i  Ketses  Biehtnngs- 
verhesserungen  erfordi  rli  h  sind,  80  lassen  sich  ans  den  Nonnalgleicliungen 
die  Korrelaten  der  Winkelbedingnngsgleichungen  im  allgemeinen  nicht  in 
einfacherer  Weiso  als  mittels  des  Gaußschen  Algorithmus  eliminieren.  Es 
gibt  jedoch  viele  iuiUe,  in  denen  man  schneller  und  leifhtfr  zum  Ziele  ge- 
langt*, wenigstens  wird  man  sehr  liiinhg  die  JJarsteiluiig  der  ivorroiaten 
der  zu  den  Winkelgleichungen  gehörigen  Nonnalglsiehungen  auf  die  Auf- 
Iteong  wtmge^  Qleiehnngeii  surückfBhren  kOnneo.  Man  leri^  die  Netsfigur 
in  der  Weise,  daß  man  auf  ilnre  Teile  die  Aufldsong  der  Normalgleichungen 
spezieller  einfacher  Formen  von  Dreiecksnetzen  anwenden  kann.  Als  eine 
solche  Form  dient  das  Zentriilsystom  mit  einer  Öeitengleichunc:  Für  dieses 
werden  zuerst  die  Nonnalgleicbungeu  aufgelöst,  die  den  Wiukelglcichungen 
entsprechen,  in  denen  die  Bicbtimgsverbossenmgen  zunächst  mit  verschiedenen 
Oewiehten  angenommen  werden.  Hieran  schlieSt  sich  die  AuflQsvng  s&mt- 
lieher  Nonnalgleichiingen  des  Zentral^stems  nebst  Berechnung  des  mittieren 
Feuers  einer  Bichtungsbeobachtung  und  Beriimmung  des  Gewichts  einer 
Funktion  der  Verbesserungen.  Sind  die  Gewichte  einander  gleieh,  so  kommt 
mau  zu  sehr  einfachen  Formeln.  Aus  der  Auflösung  der  Normalgleichungen 
für  das  Zentralsjstem  lassen  sich  nun  leicht  die  Formeln  für  die  Korrelaten 
bei  einer  einfach  /.usanomenhängenden  Dreieckskette  ableiten,  die  hier  als 
zweite  Gnuidform  benntst  ?nrd.  Als  dritte  Form  ist  noch  eine  Kette  von 
Yieroeken  mit  Diagonalrichtungen  gewSblt  worden,  für  die  sich  die  Korre- 
laten der  aus  den  Winkelgleichungen  entspringenden  Normalgleiehongen 
leicht  durch  die  Widersprüche  ausdrücken  lassen,  wenn  die  Richtungs- 
verbesserungen gleiche  Gewichte  haben.  Die  Anwendung  dieser  Auflösungen 
wird  an  einigen  Beispielen  gezeigt.  So  werden  die  zu  den  VVinkelgieichungen 
gehörigen  Normalgleiebungen  aofgelOsi  bei  idnw  Dr^eokskette  und  bei 
einem  Zentrslsystem  mit  Diagonalrichtungen,  bei  Netzen,  die  ans  zwei  und 
drei  Zentralsystemen  bestehen,  ferner  bei  einer  aus  einer  Kettn  von  Drei- 
ecken und  einem  Zentralsjstem  zusammengesetzten  Figur  und  endlich  noch 
bei  ^ner  Kette  von  Vierecken,  in  denen  aufier  den  Yierecksdiagonalen  auch 
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andere  "Vfrbindnnpslinion  beoburhtet  sind.  Sind  die  Netzfi^niren  nicht  sehr 
ftusgcdehiit,  so  kann  uiau  häufig  mit  Vorteil  mittels  des  angegebenen  Ver- 
fahrens die  sogenaante  Schleiennacbersche  Methode  dtf  WinkelaiisgleiclHuig 
auf  die  Ansgleiehimg  yon  Biehtongsbeohachtmigeii  flbertngen.  Besonders 
angebracht  ist  jedoch  diese  Auflösung  der  den  Winkelgldehmigen  ent- 
sprechenden NomialgleichungeTi,  wenn  di«  Bedingr»ngsgleichungen  des  Netzes 
abwechselnd  in  zwei  Gruppen,  den  Winkelgleichungen  und  den  zu  diesem 
Zwecke  unigetonnten  Heitengleichungen,  ausgeglichen  werden,  oder  wenn 
mau  sich  des  Anuäheruugs Verfahrens  bedient,  bei  dem  zuerst  nur  die 
Winkelgleichmigen  und  darauf  die  8eit«igleichiuigcn  ausgeglichen  werden, 
wobei  die  letateren  bekanntUeh  duich  Oleichsetsung  der  gegenseitigen 
Biohtnngsverbessemngen  su  vereSnfaehen  und. 

Potsdam.  L.  EnOaBB. 

A«i»o.Tai  of  Mathemattoa.  In  die  Redaktion  der  Annds  of  Mathematics 
tritt  vom  nftchsten  Bande  ab  (Oktober  d.  J.)  Professor  0.  A.  Bliss  ein, 
und  zwar  an  die  Stelle  Ton  Professor  H.  8.  White,  der  ausgetreten  ist. 


2.  Bnohersohaii. 

DaniHiy  G,,  II  sistema  di  coordinate  nelP  onuio  grafico  dei  treni;  studio  geometrieo> 

analitico.   21  p.   Padova  1906. 
Faftblnier,  C«,  Th^rie  et  pratiqne  des  approximationB  numädquM.  VI,  92  p. 

Paris  1906.    Fr  3  — . 
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Beiträge  zur  frage  des  Uaterriclito 
in  angewandter  Hatiiematik  an  der  Umyersitfti 

Von  F.  T.  Dalwiok  in  Marboig. 
I. 

Dnrdi^  die  preußischen  Examensbestimmmigen  Tom  Jalire  1898  iBt 
da«  Wort  j^angewandto  If athematak''  als  gememiame  Besmefanimg  einer 
Eeihe  von  matbematisehen  ftUsfaem  gesehaflfon  worden  in  ganz  andereidi 
Sinn,  als  man  den  Anadraok  früher  verwendete.  (Vgl  z.  B.  den  Titel 
des  Orelleschen  Journals  und  die  Bemerkongen  Ton  Guido  Hauck 
in  seiner  naehgalassenen  AbhandluDg  in  der  Hoffmannsdien  Zeitsehiift 
1905,  Seite  149). 

Nach  den  Bestimmungen  um&Bt  die  „angewandte  Mathematik^' 
folgende  FSoher:  Darstellende  G^metrie,  die  matbemaHschen  Meihoden 
der  technischen  Mechanik,  insbesondere  die  graphische  Stati^  Geod&sio, 
und  als  Hilftwissensobaft  daau  die  Wahrscheinlichkeitsrechnung.  Baß 
die  Astronomie  nicht  aufgezahlt  ist,  hat  einzelne  befremdet,  ist  aber 
bedingt  durch  das  Fehlen  Ton  Sternwarten  an  vielen  Hochschalen  und 
auch  dadurch;  daß  bei  gründlicher  Behandlung  das  Studium  der  Astro- 
nomie zu  umfangreich  würde.  Ausgewählte  Kapitel,  etwa  die  Grund- 
lagen der  astronomischen  Zeit-  und  Ortsbestimmung,  sollte  ein  Student 
der  angewandten  Matbcnuitik  schon  kennen  lernen.  —  Weiter  sind 
nicht  ausdrücklich  genannt  die  Lehre  von  den  Kartenprojektionen,  das 
numerische  Rechnen  und  die  nicht  geodätischen  Anwendungen  der 
Wahrscheinlichkeitsrechnnng. 

Es  ist  natürlich,  daß  Studenten,  welche  an  Uealanstalten  unter- 
richten wollen,  in  ihrem  Studien  gang  die  angewandte  Mathematik 
stärker  berücksichtigen  werden.  Doch  möchte  ich  nicht,  daß  die 
Studenten  von  den  ersten  Semestern  an  geradezu  hingedrängt  werden 
auf  eine  geschäftsmäßige  Einrichtung  des  Studiums  in  Rücksicht  auf 
das  Examen  und  die  Anstellung.  Demnach  muß  ich  mich  gegen  eine 
offizielle  Verbindung  der  reinen  und  angewandten  Mathematik  iür  die 
Kandidaten  erklären,  welche  auf  der  Oberstufe  von  Kealanstalteu  Mathe- 

JahffMlNiriflbt  d.  Dentteb«a  Matbem. -Y  «nialgtutg.  XY.  Heft  7.  24 
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matik  unterrichten  wollen.  Daß  man  bei  sonst  gkiolier  Tüchtigkeit 
Kandidaten  solcher  besserer  Vorbildung  lieber  anstellt,  halte  ich  für 
berechtigt;  aber  die  Ausschließung  der  anderen  von  der  Anstellung 
wfirde  ich  für  nicht  richtifr  halten. 

Fflr  die  angewandte  Mathematik  gibt  es  im  Gegensatz  zu  den 
meisten  Fächern  nur  ein  Zeugnis  erster  Stufe.  Es  wäre  meines  £r^  * 
achtens  anch  ganz  falschy  bei  P^fnng  ans  allen  den  Torgeschri ebenen 
Gebieten  und  bei  Forderung  geringerer  Kenntnisse  eine  Fakultas  zweiter 
Stufe  zu  geben.  Dagegen  wQxde  ich  es  gern  sehen,  wenn  man  eine 
Fakultas  zweiter  Stofe  in  angewandter  Mathematik  zuließe  auf  Chrund 
etiler  der  beiden  Hauptgmppen  der  jetzt  Terbundenen  Gebiete:  entweder 
der  darstellenden  Gbometrie  mit  PerapekÜTe  und  graphischer  Statik, 
oder  der  niederen  und  höheren  Geodäsie  mit  Wahrseheinlichkeits- 
reehnung  und  etwa  noch  mit  astronomischer  Zeitbestimmung  und 
mathematischer  Kartographie.  Dabei  müfite  es  sich  um  tüchtiges 
kennenlernen  dieser  Gebiete  handeln,  dennoch  würde  der  Zeitaufwand 
mckt  gröfier  sein,  als  fttr  eine  biologische  oder  chemisch-mineralogische 
Nebenfakultas,  und  die  aufgewandte  Zeit  kirne  in  hohem  Maße  der 
rein  mathematischen  Ausbildung  des  Studierenden  zugute. 

In  §  11  der  Prüfungsordnung  steht  allerdings,  daß  in  philoso- 
phischer Propädeutik,  im  Hebräischen  und  in  angewandter  Mathematik 
mit  Rücksicht  auf  ihre  Stellung  im  Lehrplan  die  Lehrbefähigimg  nur 
für  die  erste  Stufe  erteilt  wird.  Aber  es  folgt  dann  sofort  die  Definition 
dar  beiden  Lehrbefahigungeu  für  Zoologie  und  Botenik,  welches  Fadi 
auch  nicht  in  allen  fassen  Tertreten  ist  Ein  prinzipiellee  Bedoiken 
gegen  Zulassung  einer  Fakultas  zweiter  Stufe  in  angewandter  Mathe- 
matik bei  der  bevorstehenden  Änderung  oder  Ergänzimg  der  Prüfungs- 
ordnung scheint  demnach  nicht  vorzidiegen.  Tüchtige  Kenntnisse  in 
einem  Teil  der  augewuiidten  Matluinatik  würden  unbedingt  auch  dem 
mathematischen  Unterricht  in  mittl*  ren  Klassen  nützen;  meine  stärksten 
mathematischen  Erinnerungen  aus  diesen  Klassen  bestätigen  mir  das. 
Außerdem  glaube  ich,  daß  durch  Zulassung  eines  Zeuirnisses  zweiter 
Stufe  in  angewandter  Mathematik  eine  gerechtere  B<'urteilung  der 
Leistungen  mancher  Kandidaten  ermöglicht  würde.  Jetzt  ist  die 
richtifje  Grenze  zwischen  der  Erteilung  der  vollen  Fakultas  und  der 
\  erweigerung  jeder  Fakultas  oft  st  lnver  zu  ziehen,  wenn  der  Kandidat 
in  einem  Teil  der  Fücher  recht  tüclitiir,  in  einem  Fach  recht  schwach  ist. 

Der  VorschhiL''.  vr»n  den  jetzt  unter  dem  Titel  ,,angewandt*'  ^lathe- 
niutik'"  vereiiiiLfteii  (trhieten  für  das  F]xanien  nur  einen  Teil  zu  fordern, 
ist  nicht  neu.  Herr  Stäekel  hat  ihn  in  seinem  zweiten  Bericht  gi-tuaeht 
(.Jahresbericht  XIII,  S.  iJ13— 341,  spezieU  ö.  328ff.>   Doch  ist  da  nur 
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▼on  dem  Hauptfach  angewandte  Mathematik  die  Rede^  während  ich 
glaube,  daß  jede  Hälfte  dea  jetzigen  Faches  sich  im  Unterricht  bo 
abgrenzen  läßt  nnd  mit  Vorteil  so  abgegrenzt  wird,  daß  aie  etwa  einem 
anderen  Neben&eh  entspricht.  Noch  hat  man  ja  überhaupt  an  manchen 
Steilem  mit  dem  Vorurteil  au  kämpfen,  welchea  die  angewandte  Mathe- 
matik als  nicht  wiasenachaflilich,  als  nicht  an  die  ünivereitat  gehörig 
betrachtet;  auch  begegnet  man  noch  der  Anaicht;  die  angewandte 
Mathematik  bestehe  aus  drei  Vorlesungen  mit  etwas  Übungen  (nSadich 
darstellender  Geometrie,  graphischer  Statik  und  GeodSsie)  und  sei 
demnach  durchaus  unbillig  einem  Hanpt&ch  gleich  geachtei  Mit 
dieser  letzten  Ansicht  r&umt  man  am  besten  auf  dadurch,  daß  man 
das  Fach  recht  vielseitig  yeriaitt;  ich  z.  B.  bin  schon  auf  etwa  acht 
Vorlesungen  oder  Ton  Vorlesungen  unabhängige  Übungen  aus  ange- 
wandter Mathematik  gekommen  und  h5re  mit  dieser  Zahl  keineswegs 
auf.  Wie  es  in  dieser  Hinsicht  an  den  anderen  kleinen  Hochschulen 
steht,  weiß  ich  nicht.  Jeden&lls  aber  möchte  ich  nicht  eine  Halbiemng 
der  Ansprüche  unter  Beibehaltung  des  Umstandes,  daß  es  nur  eine 
Fakultas  erster  Stufe  gibt;  denn  das  würde  dem  Fach,  welches  um 
seine  Vollwertigkeit  noch  zu  kämpfen  hat,  schaden. 

Die  Beeinträchtigung  des  mathematischen  Studiums  durch  natur- 
wissenscliaftlicbe  Nebpnfärlier  (^neben  der  selbstverständlich  mit  der  Mathe- 
ijiiiiuiv  verbimdeneii  i'ii  vsik )  braucht  kaum  noch  hervorgehoben  zu  werden; 
Bestrebungen  zur  Trennung  der  mathematisch- physikalischen  und  der 
bif)htgisch- chemischen  IVtcher  sind  in  Preußen  schon  lange  vorhanden. 
Durch  Schaffimg  einer  nicht  offiziell  jedem  Mathematiker  vorgeschriebenen 
Fakultas  zweiter  Stufe  in  angewandter  Mathematik  ließe  sich  in  dieser 
Hinsicht  viel  nützen.  Da})ei  käme  die  oben  vorgescklageue  Wahl  zw  ischen 
darstellender  Geometrie  mit  graidiiselier  Statik  und  andererseits  Geo<läsie 
mit  den  verw^andten  Gebieten  den  )»p<onderen  Aulagen  eines  Stmli  iuen 
zweckmäßig  entgegen.  Ein  solches  ^'ebeulach  würde  von  Studenten 
mehr  gewählt  werden,  als  das  jetzige  Hauptfach  „angewandte  Mathe- 
matik", und  es  würde  elien?!)  wie  dieses  zur  Entlastung  von  fem- 
liegeiulen  Nebeniäckcm  und  zur  gründlichen  Abrundung  des  mathe- 
matischen Studiums  beitragen. 

In  Bayern,  wo  die  Trennung  der  mathematisch- pliysi kaiischen  von 
den  biologisch-chemischen  Fächern  längst  besteht,  wird  von  jedem. 
Mathematiker  Kenntnis  der  darstellenden  Geometrie  verlangt.  Für 
Ihrenßen  scheint  mir  das  nicht  nachahmenswert.  loh  glaube,  man  darf 
nicht  den  Umfang  der  Prüfungsanf orderungen  in  reiner  Mathematik 
durch  Zufügung  der  darsteH enden  Geometrie  erhöhen,  oder  zugunsten 
der  darstellenden  Geometrie  die  anderen  Anforderungen  erniedrigen. 
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Andererseits  zähle  ich  die  darstellende  Geonii'tri»'  durchaus  zur  reineu 
Miithenmtik  imd  lialtp  sie  wegen  des  großen  Wertes  der  Erziehung 
zum  rinscliaulu  heii  räiimlichen  Denken  für  sehr  wiehti»?  auch  für  solche 
Oberlehrer,  die  durch  die  Art  ihrer  Schule  ni»^  in  djf>  La'je  koniuif-n, 
darstellende  Geometrie  zu  unterrichten.  Schon  der  stereometrische 
Unterricht  erfordert  tüchtige  Raumanschauung,  die  bloße  Beschäftigung 
mit  Kavalierperspektiye  reicht  für  den  Lehrer  dazu  jedenfalLs  nicht 
aas.  Das  Studium  der  darstellenden  Geometrie  wäre  innerhalb  der 
beide»  erstem  Stadiensemester  keine  besondere  Belastung  des  Stad^tea 
der  reinen  Mathematik,  da  dieser  doch  neben  Infinitesimalreehmuigy 
analytischer  Geometrie  und  Experimentalpkjsik  nur  ausnahmsweise  ein 
aaderes  mathematisches  Kolleg  hören  sollte.^)  Aach  wären  darstellend* 
geometrische  Schulung  und  gute  Baumanschauung  für  allen  weiteren 
geometrischen  Unterricht  (der  einen  wesentlichen  Teil  des  Studiums 
bilden  muß)  von  Vorteil.  Aber  eine  offizielle  Nebenfakultas  in  dar- 
stellender Geometrie  neben  der  reinen  Mathematik  und  der  Physik  möchte 
ich  trotzdem  nicht  anregen.  Dem  Studenten  muß  einige  Bewegnngs- 
ireiheit  in  der  Wahl  seiner  Nebenföeber  bleiben. 

Im  wesentliehen  handelt  es  sich  bei  richtiger  Vertretung  der 
sogenannten  „angewandten  Mathematik^'  doch  £ut  nur  um  rein  mathe- 
matische üntersudiungeni  man  muß  sie  nur  richtig  herauszuschälen 
wissen;  es  muß  im  UniTersitatsunterricht  eben  das  Technische  an- 
gemessen zurücktreten.  Das  ist  mir  bisher  in  den  YerSffentlidiungen 
sur  angewandten  Matihematik  sn  wenig  betont  worden.  .Die  starken 
mathematischen  Zusammenhange  der  darstellenden  Geometrie  mit  der 
neueren  Geometrie,  die  große  Anregung,  welche  diese  aus  der  darstellenden 
Geometrie  in  der  Mongeschen  und  Ponceletschen  Schule  empfangen 
hat,  sind  nicht  fiberaU  genügend  bekannt,  noch  weniger  bekannt  scheint 
mir  der  Einfluß  der  Geodäsie  auf  die  Gaußsche  FUMshentheorie  zu  sein. 


1)  lob  stehe  dnrchaiu  auf  d«m  Standpunkt  des  GOttinger  Stadienplanea,  der 
in  semem  matiiematucheii  Teil  unprOnglich  von  Klein  und  H.  Weber  Tofikfit 
und  fOt  die  Studienplftne  einiger  anderer  Hochschulen  Torbildlicb  geworden  ist 
Das  Hören  einer  geringen  Zahl  mathematischer  Stunden,  starke  Hausarbeit  und 
ernsthafte  Beteiligung  an  Übnnppn  und  Seminaren  sind  mir  ■wesentlich  und  -vrerden 
oft  von  Studenten  in  jungen  und  mittleren  Semestern  unterschStzf  —  Während 
der  Korrektur  linde  die  Mitteilung  des  Herrn  von  Lilieuthal  im  Maiheft  dieses 
Jahresberichte  und  frene  mich  der  starken  Betonon^^  der  „lelbstaadigen  Aua- 
arbeitnng  des  Gehörten  auf  Gnind  eigener  trfthrend  der  Yorlesong  gemachter  Auf- 
xeichnungen.**  Damit  spreche  ich  mich  natflrlich  nicht  gegen  die  Gdttinger  Sitte, 
zur  Erlcichtorung  der  Ausarboitunfr  oin  gutes  Kolloght-ft  im  Seminar  auszulegen, 
au«  Zum  ^'edaukenioson  Abschreiben  wird  es  ja  höclisteus  von  solchen  benutzt 
werden,  die  ohne  sein  YorhaudeuBeiu  auch  uichtt»  lernen  würden. 
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Soll  der  Untemdit  in  der  ,|aiigeirajidtoii  Mathematik^  sur  wirk- 
lichen Erg&nztuig  und  Forderung  dee  rein  mathematischen  Studiums 
dienen,  dann  braucht  er  freilich  tüchtige  Vertreter,  und  ee  iat  schon 
TOn  Anfang  an  darauf  hingewiesen  worden,  dafi  die  Prfifnngsordnung 
Yon  1898  solche  nicht  aus  der  Erde  stampüdn  könne.  Dementsprechend 
geben  die  Stückelschen  Berichte  Aulschluß,  wie  an  den  meisten  Hoch- 
schulen erst  ganz  allmählich  die  einseinen  Fächer  Tertreten  werden 
konnten.  So  ist  es  auch,  rein  persdnlich  betrachtet,  ganz  berechtigt, 
daß  einer  oder  der  andere  bei  Übernahme  des  Lehraufbrages  sich  Be- 
freiung TOn  der  Geodfisie  ausbedungen  hat  Es  wird  sich  ja  darin 
sicher  nur  um  einen  Übergangszustwnd  handehi,  soweit  nicht  ein 
Astronom  das  Fach  rertritt  Denn  ein  Lehrer  der  Land-  oder  Forst* 
Wissenschaft  kann  bei  größter  Tfichtigkeit  doch  keinen  wisseEuschafOich« 
mafhonatisciien  Unterricht  erteilen,  nicht  einmsl  in  niederer  Gfeodasie. 
Näher  gehe  ich  auf  die  AnforderuDgen,  die  nach  meiner  Ansicht  an 
den  geodätischen  TJniveraitatsunterricht  zu  stellen  sind,  erat  spfttw  ein. 
Gerade  die  (Geodäsie  scheint  im  jetzigen  UniTersitatBunterricht  der 
„angewandten  Mathematik"  das  Stiefkind  zü  sein,  deshalb  will  ich 
ilir  auch  in  den  folgenden  Ausführungen  über  die  einzebien  Gebiete 
die  längste  Besprechung  widmen. 

Neben  der  Ausgestaituug  des  Unterrichtes  in  der  angewandten 
Mathematik  nach  der  rein  mathematischen  Seite  ist  zu  fordern,  uaü 
der  Umfang  der  verschiedenen  Gebiete  zusammen  etwa  dieselben  An- 
forderungen an  Zeit  und  Ail)eits kraft  des  Studenten  «teilt,  wie  ein 
anderes  Hauptfaf'h.  Übrigens  stehe  ieh  durchaus  auf  dem  schon  von 
anderer  Seite  betonten  Staudpunkt  der  Kompensation.  Ich  ha})e  stets 
in  den  Prüfungen  weitergehende  Kenntnisse  in  einem  der  üehiete  zum 
Ani^irlpioh  geringerer  Kenntnisse  in  einem  der  übrigen  gelten  lassen. 
Da>  mußte  ich  auch  schon  dadurch,  daß  in  den  ersten  Jahren  des 
neuen  i-  aclies  mehrfach  Kandidaten  zur  Prüfung  kamen,  die  noch  nicht 
Gelegenheit  gehabt  hatten,  die  sänitliclien  Gebiete  in  Vorlesungen  und 
Übungen  kennen  zu  lenien.  So  waren  sie  öfter  auf  Privatstudium 
angewiesen,  was  bei  der  bisher  vorhandenen  Literatur,  welche  den  Be- 
dürfnissen des  Universitäteunterrichtes  natürlich  nicht  angepaßt  ist, 
Schwierigkeiten  macht. 

Die  Möglichkeit  zu  solcher  Kompenmtion  liegt  in  den  recht  all- 
gemein gehaltenen  ExaraensTorschriften;  ee  ist  dem  Dozenten  für  den 
Unterricht  und  die  Prüfung  viel  freier  Baum  gelassen.  Im  Korreferat 
hat  Hauck  sich  darüber  ausgesprochen,  in  wieweit  man  Grenxen  fUr 
die  Auegestaltung  des  Unterrichts  ziehen  soUe,  innerhalb  deren  Be- 
wegungsfreiheit bleiben  muB.  (Jahresbericht  Vlll  S.  115).  Er  denkt  an 
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ein  endgültiges  Progranini,  welclips  erst  nach  mehrjährigen  Erfahrungen 
auf  Omud  eines  gCL^'  iiseitigen  Meiiiiingstiustauschef?  der  h»4<Mligten 
Dozenten  zu  Stand  Iv  iiumt.  Mir  ist  ein  vöUig  freies  Sehallen  des 
Lehrprogrammes  auf  der  jetzigen  (Tnuidlage  durchaus  erwünscht,  wenn 
auch  dadurch  starke  ITuterschiede  zwischen  den  einzelnen  Hochschulen 
bedingt  sind.    Im  Grunde  ist  es  ja  in  der  reinen  Mathematik  ebenso. 

Was  ich  also  im  folgenden  biete,  soll  gar  kein  allgemeines  Pro- 
gramm sein,  sondern  soll  eine  brauchbare  und  zum  großem  Teil  in 
langen  Jahren  erprobte  Abgrenzung^  und  Anordnung  des  Stoffes  sein. 
Vollständig  habe  ich  dieses  Programm  in  meinen  Vorlesungen  imd 
Übungen  noch  nicht  durchgeführt  Denn  meine  starke  Beteiligung  au 
den  Vorlesungen  aus  reiner  Mathematik  war  an  der  kleinen  Hochschule 
fast  aasnahmsloB  ein  dringendes  Bedürhiis  und  mir  selbst  erwünscht. 

Ausdrücklich  will  ich  noch  sagen,  daß  sich  fttr  mich  der  Kolleg- 
um&ng  und  die  Ansprache  im  Examen  nicht  decken;  das  EoUeg  ist 
mir  gar  nicht  in  erster  Linie  Examensvorbereitung;  ebensowenig  denke 
ich  in  Um&ng  und  Abgrenzung  der  Examensanforderungen  an  den 
Nutzen  fär  die  Schule.  Gegenteilige  Ansiditen  sind  allerdings  laut 
geworden^  aber  an  der  TJniTersitat  haben  nur  die  rein  wissenschaftlichen 
Bflcksiehten  den  Aussehlag  zu  geben. 

n. 

Die  darsumende  Geometrie  nünmt  in  der  angewandten  Mathematik 
eine  wichtige  Stelle  ein.  Als  das  Hauptfach  des  Gebietes  betrachte 
ich  sie  allerdings  nidit;  ich  halte  sie  für  wichtiger  als  die  graphische 
Statik,  aber  nur  für  gleichwichtig  mit  der  Geodäsie.  Selbstrentandlich 
ist,  daß  an  der  TJniTersitilt  die  darstellende  Geometrie  ohne  die  Rück- 
sichten auf  die  Praxis  betrieben  wird,  welche  an  einer  technischen 
Hochschule  stark  hiBnrortreten.  Man  wird  zwar  auch  eine  gewisse 
praktische  Fertigkeit  anstreben  und  auf  genaues  und  schönes  Zeichnen 
Wert  legen  müssen,  aber  die  Hauptsache  sind  doch  die  Methoden  und 
ihr  mathematischer  Gehalt.  Auch  braudit  man  im  behandelten  Stott' 
nicht  die  Ausführlichkeit,  wie  an  einer  technischen  Hochschu^  deshalb 
kann  man  mit  wesentlich  geringerer  Zeit  auskommen.  Darüber  hat 
sich  schon  Hauck  im  Korreferat  ausgesprochen  (Jahresbericht  VITT, 
S.  115,  Anmerkung),  er  gab  dort  den  Zeitaufwand  für  seine  Vorlesungen 
und  Übungen  in  Tübingen  und  in  Charlottenburg. 

Ich  tra^e  die  Methode  der  Orthogunuljtrojektion  mit  Grund-  und 
AutriÜ  so  vor,  daLi  ieh  einschließlich  der  Übungen  5 — G  Woehenstunden 
in  einem  Semester  verwende.  Eine  regeimüßige  Verteilung  der  Stunden 
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auf  Vorlesungen  und  Tljuugen  führe  ich  nicht  während  des  ganzen 
Semesters  durch,  ich  richte  mich  dabei  nach  dem  Bedürfiiis.  Natürlich 
läßt  sich  bei  so  geringer  Stundenzahl  nicht  alles  mit  Ausführlichkeit 
erledigen.  Über  Punkte,  Geraden  und  Ebenen  bringe  ich  nur  die 
wesenÜiclisteiL  Aufgaben  und  gehe  dann  rasch  zur  Behandlung  von 
Körpern  über;  denn  ich  ündt,  daß  hierdardi  die  Raumanschaaimg  mehr 
geschult  und  das  Interesse  mehr  geweckt  wird.  Ich  höre  auch  nicht 
etwa  bei  den  ebenflächigen  Körpern  auf.  Kreiskegel  und  Kreiszylinder, 
ihre  ebenen  Schnitte  und  Durchdringungen  bieten  mathematisch  so  viel 
Schönee,  daß  ich  keinesfalls  darauf  verzichten  möchte.  Die  Schrauben- 
linie, die  einfachsten  mit  ihr  zusammenhingenden  geradlinigen  Flächen, 
femer  die  geradlinigen  Flächen  2.  Ordnung  verdienen  ebenfalls  naJbere 
Bebandlung,  nur  gehe  ich  darauf  manchmal  ans  Zeitmangel  im  ersten 
danteilend -geometrischen  EoUeg  nicht  ein,  sondern  bringe  dies  in 
Übnngen  im  Anschlufi  an  andere  Vorlesungen.  —  Eine  sdiarfe  Trennung 
zwischen  den  ebenflächigen  imd  den  krummflachigeu  Körpern  m  machen, 
liegt  mir  fem,  in  diesen  Fragen  dar  Stoffimordnung  gibt  es  eben  keine 
allgemeinen  Regeln,  die  peraSnliche  Eigenart  des  Dosenten  mnB  den 
Ausschlag  geben.  Ebenso  stelle  ich  die  Affinität  nicht  an  die  Spitze 
des  Kollegs  ftber  die  Mongesche  Orihogonalprojektion.  Ich  fOhre  die 
perspektiye  AffinitKt  erst  da  ein,  wo  sie  sich  Yon  selbst  bietet,  nimlich 
wenn  ich  die  Umlegung  einer  ebenen  Figur  in  eine  Plrojelctionsebene 
durch  Drehung  um  die  betreffende  Ebenenspur  bringe.  Nach  Abschluß 
der  Betrachtungen  ttber  Punkte^  Geraden  und  Ebenen  behandle  ich 
dann  die  allgemeine  Perspektive  Affiniföt  in  dem  Umfang,  wie  sie 
weiterhin  fOtr  das  Kolleg  n5tig  ist  Spater  schiebe  ich  an  geeigneter 
Stelle  die  Behandlung  der  Ellipse  mittels  der  Affinität  zum  Kreis  ein. 
Die  allgemeine  (nicht  Perspektive)  Affinität  bespreche  ich  nicht,  d.  h. 
nicht  in  dieser  Vorlesung.  Abgesehen  von  den  genannten  Betrachtungen 
über  Perspektive  Affinität  und  abgesehen  von  einer  kurzen  Behandlung 
der  2ientralkollineation  bei  den  ebenen  Schnitten  der  Pyramide  und  des 
Kegels,  sehe  ich  in  diesem  ersten  Kolleg  aus  der  darstellenden  Geometrie 
von  jeder  Verquickuug  mit  der  projektiven  (ieometrie  ab. 

Als  ich  zum  ersten  Male  darst-ellende  Geometrie  las  (1898,  vor 
Erhiß  der  neuen  Prüfungsordnung")  fing  ich  mit  der  Besprechung  der 
Orthogoiml-Projektion  auf  einr  Ebene  an,  brachte  die  Grundaufgaben 
über  Punkte,  Geraden  utkI  Ebenen,  die  Hauptaufgaben  über  Dreikante 
und  einige  geeignete  Körper.infgaben.  Ich  arbeitete  mit  Grundriß  und 
Umlecrungeu,  aucli  mit  getrennter  Zeichnung  von  Figuren,  die  in  all- 
gemeinen oder  vertikalen  Hilfsebeuen  liegen.  Damit  läßt  sich  viel 
Schönes  machen  {jci.  Hauck).    Auch  auf  die  kotierte  Projektion  ging 
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ich  kurz  ein,  dann  erst  tarn  ich  zur  Mongeschen  Methode.  Es  ist 
ja  sicher,  daß  durch  solche  Stoffanordnung  die  Schwierigkeiten  etwas 
abgeschwächt  werden,  welche  die  Raumanschaunng  des  Lernenden  bei 
der  Mon ^eschen  DarstplluTi«?  anfangs  immer  findet.  Aber  mir  war 
doch  der  Zeitaufwand  zu  groti,  es  wurde  der  Mongeschen  Methode  zu 
viel  Zeit  entzogen.  Deshalb  beginne  ich  jetzt  das  erste  Ko]Um^  über 
darstellende  Geometrie  mit  der  Mongeschen  Methode  und  bringe  nur 
beiläufig  an  geeigneten  Stellen  das  Arbeiten  ohne  Aufriß  und  einen 
kurzen  Abriß  der  kotierten  Projektion. 

An  diese  Behandlung  der  Mongeschen  Methode  achließe  ich  im 
folgenden  Semester  ein  Kolleg  über  Parallelperspektiye  und  Zentral- 
penpektive  an  (mit  Übungen  4-stündig).  Die  recht  wichtige  Parallel- 
perspektiye  (EsTalierperspektivc)  läßt  sich  uemlich  kurz  erledigen, 
weil  bei  dem  Burmeste rächen  Umlegnngsyer&lireii  yi^es  entsprechend 
iit  zu  den  Betrachtungen  des  yorhergehenden  Semesters.  Es  sind  im 
wesentliehen  nur  ChrOnde  der  Zeiteinteilung^  die  mich  dazu  führen,  die 
ParaUelperspektiTe  erst  im  zweiten  Semester  zu  bringen.  Sie  wird 
dann  spater  yiel  m  Skizzen  yerwendet,  zur  Veranschaulichung  gnmd- 
legender  Raomfigaien  bei  der  Perspektim  Wenn  idi  analTtische 
Geometrie  des  Baumes  lese  und  nicht  zugleich  darstellende  Oeometrie, 
dann  schalte  ich  meist  einige  Stunden  Aber  Parallelperspektive  ein,  in 
Rficksicht  auf  die  ausgiebige  Verwendung  im^  EoUeg. 

Die  allgemeine  schiefe  Axonometrie  und  den  Pohlkeschen  Satz 
herflhre  ich  nur  beiläufig;  die  orthogonale  Axonometrie  bringe  ich 
ganz  kurz,  ißk  gebe  nur  einen  Tdl  der  graphischen  Behandlung  und 
einiges  nach  Weisbach,  wobei  ich  auf  den  Anhang  von  Schldmilchs 
Baumgeometrie  Terweiae.  Die  Überl^enheit  der  orthogonalen  Axono- 
metrie im  Erreichen  schöner  Bilder  ist  unbestreitbar.  Die  Durch* 
fBhrung  der  Konstruktion  ist  recht  einlach,  wenn  das  Objekt  durch 
Grund  und  Aufriß  oder  durch  Koordinaten  gegeben  ist,  und  wenn  man 
alle  technischen  Hilfbmittel  kennt  und  znr  Hand  hat.  Aber  das  un- 
mittelbare Konstruieren  in  den  axonometrischen  Zeichnungen,  wie  man 
es  für  mathematische  Skizzen  oft  brauchen  würde,  ist  doch  zu  um- 
stSndlich  trotz  aller  neueren  VerOffieatllchungoi.  Darin  bleibt  die 
schiefe  Pardlelperspektiye  unbedingt  fiberlegen^  und  darum  ist  es  nötig, 
diese  recht  gründlich  zu  nehmen.  Für  die  orthogonale  Axonometrie 
bleibt  (bei  mir  wenigstens)  nur  geringe  Zeit  übrig.  An  der  ninlerischeu 
und  freien  Terspektive  habe  ich  auch  weit  stärkeres  luaiheiuatisches 
Interesse. 

Auf  die  malerische  Perspektive  verwende  ich  etwa  das  halbe 
Semester.   Dabei  bringe  ich  im  Kolleg  und  besonders  in  den  Übungen 
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eine  Reihe  architektonischer  Aufgaben*)  und  arbeite  oft  echon  den 
späterm  Unterflnchnngen  über  freie  Perspektive  vor.  Dann  gehe  ich 
im  Zueammenhang  auf  die  grundlegenden  Aufgaben  der  freien  Perspek- 
tive ein.  Hiermit  das  Kolleg  zu  beginnen,  vermeide  ich  wegen  der 
Schwierigkeiten  Ukr  die  Ausehanung.  Darauf  folgen  allgemeine  Unt^ 
euehnngen  über  ZentralkoUineation  ebener  Figoren  im  Raum  und  in 
einer  Ebene  mit  Anwendungen.  Hierbei  und  eohon  früher  ist  Qelegen- 
heit^  Sätze  der  projektiyen  Geometrie  «u  verwenden.  NötigenfiUs  ent> 
wickle  ich  sie  zuerst^  denn  grdBere  Yorkenntnisse  fehlen  dm  Zuhörern 
meist.  Ich  will  aber  an  dieser  Stelle  gar  nicht  einen  abgerundeten 
'Oberblick  über  die  projektive  Geometrie  geben,  wozu  auch  die  Zeit 
fehlen  würde.  Ich  gehe  nur  so  weit»  daß  ieh  die  perspektiTe  Abbildung 
des  Kreises  in  der  Ebene  vollständig  und  gut  behandeln  kann.  Die 
Abhaltung  einer  besonderen  Vorlesung  über  projektive  Geometrie  neben 
der  Vorlesung  über  Perspektive  oder  als  Fortsetzung  derselben  ist 
erwünscht,  aber  in  Marburg  nicht  immer  durdiiführbar.  Die  letzten 
Wochen  des  Kollegs  verwende  ich  auf  die  Relie^erspektive  und  die 
Photogrammetrie.  In  beiden  Kapiteln  fksse  ich  mich  ziemlich  kurz; 
von  der  Photogrammetrie  brauchen  nur  bestimmte  Teile  behandelt  zu 
werden,  weil  manches  in  der  geodätischen  Vorlesung  seinen  natüriiehen 
Platz  ündei 

Schon  bei  der  Axonometrie  sprach  ieli  aus,  daß  ick  mich  nicht 
scheue,  die  iuchiiunp;  in  darcstellend- geometrische  Betrachtungen  hin- 
einzuziehen, wo  sie  mir  von  Vorteil  scheint.  Das  gilt  auch  fttr  die 
Perspektive.  Dort  treten  mir  bei  der  ebenen  Abbildung  des  Raumes 
und  hei  der  Reliefpei^pektive  in  den  Problemen  die  Formeln  oft  deutlich 
entge^jen,  manchmal  so,  daß  sie  geradezu  verlocken,  mit  dem  Kechen- 
schieher  zu  arbeiten.-)  Im  Kolleg  la.s.se  ich  die  Formeln  stärker  zurück- 
treten. ('Ich.  deuke  übrigens  in  solchen  Dingen  in  erster  Linie  immer  in 
inhomogenen  Koordinaten.  Auch  in  ])iidagogi scher  Hinsicht  habe  ich 
diesen  Standpunkt:  in  meiner  zAveisemestngen  Vorlesung  über  analvtisclie 
O^'omctrie  der  Ebene  und  des  Haumes  kommen  die  homogenen  i\oor- 
dinaten  erst  spiit  zur  Geltung,  die  algebraische  Kunst  tritt  hinter  dem 
(leometrischen  zurück.  Tch  weiß ,  daß  ich  damit  etwas  abseits  stehe, 
auch  die  neueren  Veröffentlichungen  von  Lehrbüchern  der  analytischen 
Geometrie  zeigen  e&  Hier  sind  eben  verschiedene  Standpunkte  gleich- 


1)  vgL  Hauek,  Jahreiberieht  Tm,  8,  Iii  Mitt«. 

2  z.  B.  zum  Enats  von  Konstruktionen,  die  wegen  oasngSaglicher  Ponkte 
sebweifilUig  werden  oder  tn  viel  Linien  anf  das  Papier  bringen. 
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III. 

Zum  PHifungsgebiet  in  der  angewandten  Mathematik  gehören  wmter 
äie  mathemaUsehm  Methoden  der  tedinischm  Mechaniky  imiitesonden 

die  graphische  Statik.  Die  Fassung  ist  mit  Absicht  sehr  unbestimmt 
gehalten.  Wie  weit  der  Begriff  sich  fassen  läßt,  sieht  man  in  Güttingen. 
Dabei  ist  allerdings  zu  bedenken,  daß  die  Studenten  in  mittleren  und 
höheren  Semestern  nicht  entternt  Gelegenheit  hiiben,  alle  diese  Spezial- 
gebiete kennen  zu  lernen.  Studiuni  und  rrtiiuug  beschruukeii  sich  von 
selbst,  ganz  wie  in  der  n  inen  .Matht-matik. 

In  Marburg  gebe  ich  der  techiusehen  Me^-hanik  die  eui^ste  Fassunij. 
Die  graphische  Statik  steht  im  Mittelpuidit.  Ergänzt  wird  si»'  durch 
reine  Statik,  iiu  Sinne  von  Poinsot  und  Möbius,  aber  zum  Teil  nudir 
analytisch  j^efnßt  Diese  Statik  bietet  dem  Mathematiker  so  viel,  daß 
ich  ungern  darauf  Ter7ichten  würde.  Dem  theoretischen  Physiker  liegt 
manches  fem,  und  er  hält  sich  aus  Interesse  und  Zeitmangel  mehr  an 
die  Dynamik.  In  der  reinen  Statik  berücksichtige  ich  auch  den  Raum 
ausgiebig,  nur  kann  ich  in  Marburg  nach  der  projektiven  Seite  (z.  B. 
Nullsystem)  meist  nicht  weit  gehen.  In  der  graphischen  Statilc  be- 
schränke ich  mich  fast  ganz  auf  die  Ebene.  Nach  einem  kurzen  Ein- 
leitnugsabechnitt  komme  ich  rasch  zum  Seilpolygon  und  der  ganzen  damit 
zusammenhangenden  Gruppe  von  Untersuchungen.  Naturlich  findet  auch 
der  Übergang  zur  Seilkurve  nnit  graphischer  und  analytischer  Behand^ 
lung)  Platz.  Von  der  Theorie  des  ebenen  statisch  bestimmten  Fach  Werkes 
lasse  ich  einige  höhere  Kapitel  fort^  andererseits  gehe  ich  stellenweise 
Über  das  Graphische  hinaus  und  meide  die  Rechnung  nieht.  Femer 
gehe  ich  noch  auf  Fragen  ein,  die  in  das  Gebiet  gehören,  was  der 
Techniker  Featigkeitslelire  nenni  leli  bringe  einfache  BUUe  des  statisch 
unbestimmten  Faehwerks  und  die  ein£iohe  Theorie  des  geraden  gebogenen 
Balkens.  Dabei  hebe  ich  die  Hypothesen,  welche  dem  Ansatz  zugrunde 
liegen,  stark  herror.  Kflnftig  denke  ich  die  allgemeinen  Untersuchungen 
Ton  Maxwell,  Mohr  und  Castigliano  in  kurzem  Abriß  zu  bringen, 
ebenso  in  der  Statik  der  starren  Systeme  die  Momente  beweglicher 
Lasten.  Durch  diese  Erweiterung  des  Umfangs  wird  die  Vorlesung 
künftig  zwei  Semester  umfassen,  oder  ich  werde  bei  den  einzehien 
Wiederholungen  des  Kollegs  abwechselnd  die  rerschiedenen  höheren 
Gebiete  in  vorschiedenem  Mafie  berücksichtige,  um  bald  das  eine,  bald 
das  andere  in  größerem  Umfang  zu  bringen. 

In  der  historischen  Entwicklung  der  graphischen  Statik  hat  die 
synthetische  Geometrie  eine  sjroße  Kolle  gespielt.  Vieles  hat  mau 
heute  anders  herzuleiten  gelernt,  .schon  bei  Bauschinger  hat  sich  das 
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wäbreud  der  Abfassimg  seinos  Buches  ganz  von  selbst  gemacht.  Die 
moderne  Darstellungsweise  ist  för  techniBche  Hochschulen  unbedingt 
vorzoziehen.  Der  Mathemutiker  an  der  Universität  hat  das  Recht» 
vieles  aus  dem  mathematisch  Schönen  der  älteren  Behandlung  heraus- 
zuholen, soweit  die  Vorkenntnisse  der  Zuhörer  es  erlauboi. 

Kinma^  habe  ich  mehrfaeh  gdeaen,  jedoch  immer  als  rein 
mathematischeB  Kolleg  bdiandelt  und  nicht  fOrs  Examen  gefordert 
Ich  beschrankte  mich  auf  einleitende  allgemeine  Untersuchungen  und 
auf  genauere  Untersuchung  der  zyklischen  Kurven,  ferner  auf  die  eine 
Art  der  kinematischen  Krflmmungstheorie.  Die  kinematische  Behand- 
lung der  Beschleunigungen  und  die  damit  zusammenhängende  kine- 
matisdie  Krümmungstheorie  brachte  ich  nicht. 

IV. 

Über  das  Zeichnen  in  der  darstdlenden  Geometrie  und  prapkiadien 
Statik  hat  Hauck  sich  ausgesprodien,  ebenso  hat  Herr  Krazer  einige 
Angaben  gemacht  Ich  besitze  keinen  vollen  ÜberbL'dk  Uber  die  ein- 
zelnen Hochschulen  und  will  hier  nur  die  folgende  Zusammenstellung 
geben.  Herr  Burmester  ließ  in  Dresden  und  Mflndien  die  Studenten 
bestimmte  Blätter  mit  vorgeschriebenen  zahlreichen  und  kleinen  Figuren 
zeichueu  und  hängte  dazu  Musterblatter  aus.  So  war  dem  Studenten 
die  EinteihiULT  des  Blattes  gegeben,  und  er  konnte  (niclit  genau  aber 
annähemil)  die  üresrebenen  Stücke  der  eiuzehien  Figuren  kopieren  uud 
kam  so  last  immer  zu  iiiinsti^eii  Laiben.  Neuerdings  ist  Jlerr  Burmester 
dazu  üi)ergegangen,  iigurcu  und  Erkläi'ung  der  Konstruktionen  auto- 
graphiert  auszu^f^ben.  Lithographierte  Skizzen  mit  kurzen  Angaben 
der  Gnmdzüge  der  Konstruktion  sind  für  die  Hanrnh  ersclien  Studenten 
im  Buchliaiidel.  Ich  durfte  mir  mehrere  Tage  in  Karlsruhe  den  Unterricht 
der  Ht-rrcn  Schur  und  Schillin <r  unsfhen  (Alüra  1808)  und  mehrere 
Wochen  lang  (1899)  den  Haucksclien  Unterricht.  Daiiir  ist  der  frühe 
Kollegschluß  an  der  Universitität  sehr  günstig.  Nachdem  Herr  Kruzer 
über  Karlsruhe  schon  berichtete,  will  ich  nur  sagen,  daß  Herr 
Schilling  in  Perf'pekfive  tmd  graphischer  Statik  verkleinerte  Dat^n 
auf  lithographierten  Blättern  ohne  Text  ausgab,  wahrend  liauck  in 
darstellender  Geometrie  yt)rwiegend  in  Anlehnung  an  die  IJandski/.zen 
zeichnen  ließ,  welche  die  Zuhörer  im  Kolleg  machten.  Dazu  waren  in 
den  Zeichensülen  einzelne  Figuren  ausgehängt,  nicht  alljährlich  die- 
selben. Die  Studenten  trafen  fürs  Zeichnen  selbst  eine  Auswahl  unter 
dem  gegebenen  Material.  In  graphischer  Statik  dagegen  gab  Hauck 
Obnngeblatter  (z,  T.  mit  zahlreichen  Figuren  zur  Auswahl)  herauSi  mit 
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genauer  Festlegung  wesentlicher  Punkte,  im  übrigen  aber  in  freier 
Federzeichnung. 

Im  Großbetriebe  einer  technischen  Hochschule  ist  die  Ausgabe 
Ton  Zeichnungsvorlagen  oder  die  Wiedergabe  der  Tafelskizzen  des 
Dozenten  wesentlich.')  Man  kann  nicht  in  den  Übungen  jedem  ein- 
zelnen behilflich  sein,  ernte  Walil  der  gegebenen  Stücke  zu  treffen. 
Bei  der  geringen  Zahl  der  Teilnehmer  in  Marburg  mache  ich  mir  die 
Mühe  persönlicher  Hilfe  bei  jedem  einzelnen:  ich  weiß,  daß  dabei  am 
meisten  gelernt  wird:  Die  Herren  sollen  später  in  dieser  Richtung  zu 
einitrer  Selbständigkeit  koranien,  oltwohl  ihnen  zu  graphischer  Arbeit 
nur  geringe  Zeit  zur  Verfügung  steht.  Sie  dürfen  deshalb  nicht  bloß 
Figuren  mit  ihnen  gegebenen  gut^n  Daten  kennen  lerneUj  sondern  sie 
müssen  oft  mit  Selbstgewahlten,  also  gelegentlich  schlechten,  Daten  an- 
fangen und  mit  angemessener  Beihilfe  des  Dozenten  gute  daraus  machen. 
Ich  lasse  nur  teilweise  zeichnen,  was  ich  im  Kolleg  bringe,  dazu  gebe  ich 
weitere  Aufgaben.  Dabei  lasse  ich  meist  jeden  wäldeo,  was  er  zeidmeii 
wilL  Ich  sehe  nur  darauf,  daß  die  Figuren  des  einzelnen  günstig  aus 
den  ymchicd'Micn  Gebieten  ausgewählt  sind,  und  daß  wenige  dasselbe 
zeichnen.  Hierdurch  erhält  jeder  Teilnehmer,  weim  er  nur  die  Figuren 
der  anderen  gründlich  ansieht,  einen  Überblick  über  ein  verhältnis- 
mäßig großes  Zeichnungsmaterial,  und  ihm  ist  die  Möglichkeit  geboten, 
sieh  in  fremde  Zeichnungen  hineinzudenken. 

Trotz  geringer  Zahl  von  tlbungsstunden  läßt  sich  so  ein  gutes 
mathematisches  Yersiandnis  und  einige  Zeichentechnik  erreichen.  Zum 
Schdnzeichnen,  wie  ich  es  bei  Herrn  Schilling  in  Göttingen  sah,  bringe 
ich  die  Studenten  weniger.  Im  Ausziehen  lasse  ich  jed^  freie  Hand. 
Wer  in  der  darstellenden  Geometrie  oder  graphischen  Statik  einen  Yorteil 
im  farbigen  Ausziehen  sieht  —  auch  bei  bestimmten  Arten  von  HUi^- 
linien,  die  man  dann  nicht  strichelt  —  mag  es  bei  mir  tun.  Mancher 
findet  wirklich,  daß  ihm  so  die  Gedanken  deutlicher  heraustreten.  Freilich 
sieht  der  Zeichnende  nicht  immer  früh  genug,  ob  ein  Blatt  zu  bunt 
wild;  und  solche  Blätter  kommen  Tor,  weil  auch  außerhalb  meiner 
Übungsstnnden  gezeichnet  wird.  Ich  wende  für  mich  &rbige  Hilfslinien 
in  mäßigen  Grenzen  an.  —  Dagegen  lege  ich  großen  Wert  auf  Exakt- 
heit der  Ausführung,  z.  B.  Sicherung  der  einzebien  Punktbestimmung, 
wenn  sich  zunächst  ein  schlechter  Schnitt  ergibt  Ich  lasse  mathematisch 

1)  So  habe  ich  ak  Burmeeters  einziger  Assiateut  z.  B.  das  erste  seiner 
zehn  Blätter  ^mit  24  Figuren)  in  mehr  ak  zweihundert  Exemplan'ii  korrigiert. 
Darin  erhält  man  schließlich  einen  pehr  >irheren  Blick  und  gvoiie  Sclintll'-rkrit, 
aber  die  Korrektur  wiire  nicht  zu  bewältigen,  wenn  BclV"tiiuUige  Konstiuktious- 
gedanken  der  Zuhörer  anders  als  sehr  vereinzelt  TorkAuieu. 
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richtige,  aber  techiii.scli  verfehlte  Konstruktionen  meiden;  bei  mir  dürfte 
keiner  eine  Ellipse  aus  konstanter  Brennstrahlensumme  zeichnen.  — 
Oben  sprach  ich  schon  ans,  daß  für  mich  die  darstellende  Geometrie 
nicht  bei  den  ebentiächigeu  Körpern  aufhört,  und  ich  will  noch  zufügen, 
daß  ich  das  richtige  Zeichnen  aller  Kurven  2.  Ordnung  gründlich 
lehre.  ^)  Das  tue  ich  aaoh.  in  dem  KoUeg  äber  aualytlBdie  Geometrie  der 
Kegelsehnitte. 

V. 

Über  die  Geodäsie  hat  gich  zuerst  0.  Hauck  in  seinem  Mfliachner 
Korreforat  (Jahresberiehi  der  Matiiematiker-Yereiiiigung  VIII;  108 — 110 
oben)  ausgesprochen.  ZnnSchst  ist  der  erzieheriBcfae  Wert  des  Faches, 
die  Wichtigkeit  der  Ansbildung  des  Sinnes  f&r  PrSsision  herror^ 
gehoben.  Anßerdem  ist  die  Verschmelzung  des  theoretischen  nnd 
pFsktischcn  Teiles  sls  wesentlich  bezeichnet  nnd  damit  die  Mnder* 
Wertigkeit  einer  Eathedeigeodasie  betont.  Weiter  folgen  Angaben  fiber 
höhere  Oeodasie  nnd  numerisches  Bechnen. 

In  ahnlichem  Sinne  hat  Herr  Wellstein  sich  in  einem  Straßburger 
Vortrag  geäußert,  von  dem  hier  besonders  die  letzte  Seite  zu  beachten 
ist  (Jahresbericht  XI,  Seite  1*18 — 202).  Das  numerische  Kechnen  wird 
im  Anschluß  an  die  Straßburger  Verhältnisse  mehr  als  selbständiges 
Fach  hervorgehoben,  im  Gegensatz  zu  Hauck. 

Kurz  zuvor  gab  Herr  Stäckel  seinen  Bericht  übe.  die  Entwicklung 
des  Uiiterrichtsbetriebes  in  der  angewandten  Mathematik  an  den  deutschen 
Universitäten  (^Jahresbericht  XI,  Seite  2G — ^l).  Er  machte  darin  über 
den  geodätischen  Unterricht  an  einer  Reihe  von  Hochschulen  nähere 
Anq:aben  (Seite  35,  2.  Hälfte),  die  deutlich  erkennen  lassen,  wieviel 
damal-  noch  anzustreben  war.  Aus  dem  zweiten  Stäckelschen  Bericht 
(Jahresbericht  XHI,  Seite  313 — 341)  sind  ftlr  die  Geodäsie  besonders 
Seite  327  Mitte  —  328  unten.  Seite  330  und  These  3  zu  neunen.'j 

In  seinem  lieidelberirer  Vortrai^  i  Jahres})encht  Xlll,  Seit«' T)!  7  523> 
spricht  Herr  Gutzmer  auf  Seite  5lM  Mitte  nur  kurz  von  der  Geodäsie. 

Herr  Holzmüller  hat  im  Jahresbericht  XIV  auf  Seite  249  —  274 
ausführliche  Bemerkungen  über  den  Unterricht  und  die  Lehramtsprüfung 
in  der  angewandten  Mathematik  verölFeutlicht.   Die  letzten  1%  Seiten 

1)  Die  Krümmungtikreiae  der  Scheitel  lasse  ich  benutzen.  Je  mehr  ich  selbst 
zeichne,  um  so  wichtiger  ist  mir  dad. 

t)  Aua  diesen  Becichtam  hOimte  man  sehlieBen,  da8  in  Marbnig  die  Qeodftsie 
vor  1902  aiiTerfaratMi  war.  Heß  und  ich  haben  abct  von  Anfang  an  die  aftmt- 

lichen  F&cher  vertreten,  z.  T.  freilich  in  umfangreichen  Vorlesungen  mit  dettt 
Titel  „Ausgewählte  Kapitel  atis  der  an^ewamltt'u  .Mathematik.'^  Das  mußte  zur 
Nichterwähnung  dea  Marburger  geodätischen  Unteniohts  führeo. 
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betreffesi  die  Geodäsie  und  ihre  HOfswissenseliaftefl.  In  Bücksiefat  auf 
die  relativ  geringe  Yerwendung  dieser  Stadien  für  die  spatere  Praxis 
des  akademisch  gebildeten  Lehrers  möchte  er,  dafi  die  AnsprtLohe  im 
Examen  —  nnd  wohl  auch  das  in  den  Vorlesungen  Gebotene  —  recht 
eingeschränkt  würden.  Durch  Literaturangaben  wird  dies  naher 
charakterisiert 

Dieser  Überblick  über  das  Wichtigste,  was  bisher  über  den  geo- 
dätischen Universitatsunterricht  f&r  Kandidaten  der  angewandten  Mathe- 
matik geschrieben  wurde,  zeigt,  dafi  die  Ansichten  noch  stark  voneinander 

abweiches. 

Ich  möchte  —  im  Sinne  Haucks  —  die  Geodäsie  an  der  Universität 
durchaus  wissenschaftlich  behandelt  sehen,  ohne  \'cruachlässigung  der 
praktischen  Seile.  Sie  ganz  dem  Vertreter  der  Land-  oder  Forstwirtschaft 
zu  überlassen,  ist  wohl  ein  erträglicher  Ubergaugszustand.  Doch  schon 
in  der  niederen  Geodäsie  wird  nur  der  Mathematiker  oder  Astronom 
dem  Untenicht  den  Gehalt  geben  können,  der  an  der  Universität  für 
die  Ausbildung  von  Mathematikern  wimscliennwert  ist.  Der  Unterricht 
in  höherer  Geodäsie  darf  meiner  Ansicht  nach  uiclit  weirfidlen  oder  durch 
ein  rein  mathematisches  Kollet;  über  Wahrscheiniichkeilsrechnung  l  ohne 
pfpodatische  Anwendungen")  ersetzt  werden.  Vielfach  wird  ilie  (Jeodäsie 
dem  Astronomen  nähei-  liegen  als  dem  Mathematiker.  Aber  auch  an 
Orten,  wo  ein  Astronom  die  Geodäsie  vertreten  könnte,  würde  ick  sie 
lieber  in  Tländen  des  Vertreters  der  übrigen  angewandten  Mathematik 
sehen.  Naclidem  einmal  so  verscliiedenartige  Gebiete  im  Kxamen  ver- 
einigt sind,  muß  der  Examinator  sie  ausreicliend  beherrschen;  dazu 
gehört  mindestens  so  viel,  als  zum  Halten  einer  guten  Vorlesung.  Ich 
halte  den  Vertreter  der  angewandten  Mathematik  für  den  gegebenen 
Prüfenden.^)  Allerdings  muß  der  Vertreter  der  Geodäsie  praktische 
Interessen  und  praktisches  Können  haben.  So  besteht  die  von  Herrn 
Stäckel  (XI,  ß6)  hervorgeliobene  Schwierigkeit,  geeignete  Lehrkraft« 
für  die  technische  Mechanik  zu  finden,  ebenso  in  hohem  Maße  für  die 
Geodäsie, 

Im  Folgenden  gehe  ich  näher  auf  die  Disposition  meiner  Vorlesung 
und  Übungen  über  Geodäsie  ein,  um  ein  ausführlidies  Beispiel  eines 
gangbaren  und  größtenteils  erprobten  Weges  zu  geben.  Ich  bemerke 
dazu,  daß  ich  früher  niedere  und  höhere  G^däsie  in  zwei  getrennten 
Vorlesungen  las,  und  daß  ich  im  Sommersemester  1906  beides  vereinige. 
Ich  habe  die  Vorlesung  dreistünd^;  angesagt,  dazu  Übungoi  nach 
Bedarf  und  Yerabredung.    Es  wird  sich  dabei  um  kürzere  Übungen 


1)  Vergl.  Study  Jahresbericht  Vm,  184  luten. 
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im  physikaiiBcheii  Institut  und  nm  ( inzelue  Nachmittage  mit  Idessungen 
im  Freien  imd  mit  anschließenden  Beohnungsarbeiten  handeln.  Bisher 
war  es  dm*ch  schlechte  Instrumente  mit  praktischen  Übungen  Sfddeeht 
bestellt.  —  Im  Winter  folgen  einige  höhere  Kapitel. 

Natürlich  lasse  ich  in  diesem  Berichte  manche  Einzelheiten  fort 
Die  eigentliche  Vorlesung^  die  Übnngen  im  physikaUsch^  Institut  nnd 
die  Übungen  im  Freien  greifen  stark  ineinander.  Die  Abhängigkeit 
Tom  Wetter  zwingt  oft  sogar  in  der  Vorlesung  zur  langen  Zuifick- 
stellnng  einzelner  Kapitel,  deshalb  läfit  sich  die  angegebene  Beilienfolge 
nicht  streng  einhalten. 

Dafi  ich  im  KoUeg  einen  tieferen  Einblick  in  das  Gebiet  zu  geben 
suche,  daß  ich  mehr  bringe,  als  ich  für  das  Examen  fordere,  ist  schon 
hervorgehobeu.  Tom  Kandidaten  verlange  ich  kein  FormelgedSchtnis, 
dagegen  lasse  ich  oft  die  Ableitung  einer  Formel  so  weit  entwickeln, 
bis  ich  mich  Tom  VOTstSndnis  des  Kandidaten  überzeuge. 

VI. 

Ich  beginne  die  niedere  Geodäsie  mit  der  Instromentenkunde  und 
den  elementaren  Hessungsmethoden.  Beide  sind  in  den  Bfichem  und 
im  ünterriebt  an  technischen  Hochschulen  hSniig  Gegenstand  getremiter 
Kapitel,  und  dies  hat  dort  ToUe  Berechtiguug.  An  der  Universität 
■wird  miutt  auf  die  Instromentenkunde  nur  beschrankte  Zeit  verwenden, 
und  dann  halte  ich  es  für  gut,  an  die  Besprechung  der  einzelnen 
Instramente  die  zugekörigeu  Messungsmethoden  ganz  oder  wenigstens 
zum  Teil  unzulugen. 

Zuerst  gehe  ich  auf  das  wichtigste  geodätische  Justrunieufc  ein,  auf 
den  Theodoliten.  Die  zusammengesetzten  Fernrohruknlare,  das  Faden- 
kreuz, Libellen  und  Nouien  werden  kurz  besprochen.  Dann  folgt  weiteres 
iil'er  den  Theodoliten,  auch  die  genaue  Justierung,  ebenso  die  Aus- 
fiieiehuug  von  Fehlern  dun'h  Ablesung  an  beiden  Nonien,  durch  Um- 
legen des  Fernrohres  u,  dgl.  Differentialformeln  der  sphärischen 
Trigonometrie  geben  den  Einfluß  ron  Feldern  der  Justierun«;,  hesondei^s 
von  den  Achsenfehlern  des  Theodoliten. \(  Daraus  erhält  mau  erst  ein 
Urteil  über  die  mit  einem  bestimmten  Instrument  erreichbare  Genauigkeit 
der  gemessenen  Horizontal-  nnd  Vertikalwinkel,  Man  sieht  auch  die 
Berechtigung  der  zum  Horizontieren  kleinerer  Theodoliten  dienenden 

1)  Die  Uuteitsuchuiig  läßt  sich  so  fülireu^  daü  Iie2:iehui)gen  zum  Problem  der 
Reduktion  eines  Winkeli  auf  den  fiorisont  auftreten.  Allgemein  behandle  ich 
diese»  Fioblem  nicht.  Nor  yor  Einfilhnnig  dee  Theodoliten  hatte  ee  gcofie  ptaktieehe 
Bedeatang  in  dei  Qeodäsie.  Deshalb  tritt  auch  noch  in  den  darstellend  geo- 
metrischen Bachem  von  Monge  und  seinen  Schülern  auf. 
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Dosenlibellen,  8o  lange  es  sich  nur  um  flache  Zielungen  handdt. 
Ferner  sielit  man  z.  B.,  wie  groß  die  Verschiebungen  der  Libellen- 

blasen  au  Xrcuzlihelleii  während  einer  Beobachtung  sein  dürfen,  oline 
schädlich  z\i  wirken.  Auf  Waldboden  treten  solche  Verschiebungen 
häufig  auf. 

An  den  Vortrag  sehließen  sich  immer  praktische  Übungen  au. 
Viel  Zeit  ist  darauf  nicht  zu  verwenden,  und  man  muß  berücksichtigen, 
daß  das  physikalische  Praktikum  und  das  Buch  von  Kohlrausch  einen 
Teil  (  aber  nur  einen  Teil)  des  oben  Genannten  bieten.  Ich  lasse  zunächst 
mit  dem  Theodoliten  Ilorizontalwinkel  messen,  wobei  auf  exakte  Durch- 
führung nach  den  lieute  wirkli<"h  verwendeten  Methoden  zu  sehen  ist. 
In  erster  I  iiiie  werden  einige  volle  Sätze  von  Riehtungsmessungen  auf 
rinfm  Standpunkt  gemacht.  Sie  sind  so  einzurichten,  daß  sie  das 
Material  für  spätere  Rechnungsarbeiten  (z.  Ii.  Rückwärtseinschneiden) 
liefern.    Auch  einige  Höhenwinkel  lasse  ich  messen. 

Das  Graußsche  Repetitionsverfahren  wird  natürlich  besprochen, 
obwohl  es  heutzutatje  praktisch  von  geringerer  Bedeutung  ist.  Später 
maß  in  der  allgemeinen  Fehlertheorie  auf  die  mit  diesem  Verfahren  zu 
erreichende  Genauigkeit  (die  häufig  überschätzt  wurde)  eingegangen 
werden. 

Über  die  in  den  Übungen  zu  verwendenden  Theodoliten  spredie 
ich  später  noch  ansfdhrlich  (Seite  370  if.). 

Die  Streckenmessung  mit  Latten  oder  Stahlband,  das  Arbeiten  mit 
Winkelspiegel  und  Winkelpnsma,  die  Kleinmesanng  nach  der  Koozdi- 
natenmethode  und  die  Messung  eines  Polygonznges  behandle  ich  ganz 
kurz.  Ebenso  spreche  ich  nur  kurz  Ton  Absteckungsarbeiten.  Ich 
verweise  hier  —  und  entsprechend  In  anderen  Fällen  —  auf  geeignete 
Literatur,  darunter  auch  auf  die  Wiechertschen  Ferienkursrorb^e. 
Dadurch  gewinne  ich  die  Möglichkeit,  das  ganze  KoUeg  trots  seines 
Um&iiges  auf  geringe  Stundenzahl  zu  bringen.  Zugleich  Tenneide  ich 
völlig  den  ausfOhrlichen  Vortrag  von  Gegenstanden,  welche  doch  er- 
fahrungsgemäß sehlecht  mitgeschrieben  werden  würden.  Ich  erwarte, 
daß  die  Znhdrer  sich  aus  der  Literatur  den  Überblick  schaffen  und  ich 
fordere  ihn  in  den  Grundzügen  auch  im  Examen. 

Weiter  behandle  ich  das  Vorwärts-  und  Bfickirörtseinschneiden  und 
die  ein&chsten  Triangulationsaufgaben;  alles  wird  ziemlieh  kurz  durch- 
geführt  Ausführung  eines  Beispieles  ist  wesentlich,  etwa  eine  Stand- 
pnnktebestimmung  durch  Rückwärteeinsdineiden  auf  Grund  besonderer 
Messungen  und  im  Anschluß  an  Zielpunkte,  welche  durch  die  Landes- 
Termessung  gegeben  sind.  Man  läßt  gleich  genug  Beobachtungen 
machen,  um  später  in  der  höheren  Geodäsie  eine  Ausgleichung  dureh- 
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zufiihreiL  —  Bei  der  Triangulation  bringe  ich  keine  Differentialfonneln; 
sie  Icnnmien  i^enng  im  Kolleg  über  Zeitbestinunimg. 

Dann  gehe  ich  auf  die  Tachjmetrie  ein.  Der  Theoilolit  mnft 
demnach  mit  dem  Reichenbach  sehen  Diatanzmesser  versehen  sein. 
Die  Distuizformel  leite  ich  ab  f&r  das  Rams  den  sehe  Okular;  für  das 
Hnygenssche  oder  orthoskopische  (die  oft  vorhanden  sind)  gebe  ich 
nur  das  Besnltat  an.  Die  mit  der  Po rro sehen  Konstruktion  erreichbare 
Vereinikchniig  der  Formel  (Wegfall  der  additiven  Konstanten)  berflhre 
ieh  gar  sieht 

Mein  starkes  Interesse  für  Instmmentenknnde  nnd  Messnngsteohnik 
Yerldtet  mieh  nieht  dazu,  anf  die  Kreut  ersehe  und  Wagner- 
Fennelache  Form  desTachymeten^)  oder  den  Füller- Breithauptadien 
(Tom  Tachymeter  getrenntoi)  SchiebenneehsniBmus  einzogehen;  mathe- 
matiach  sind  es  ganz  ein&che  Dinge.  Dordli  Yerzicht  auf  Behandlung 
dieser  Instmmenie  bleibt  aucb  alles  tachymeirische  Arbeiten  mit  schiefer 
Ijattenstellung  unbesprochen.  Die  beiden  neuen  Puller-Br  eithau  p  tachen 
Schiebetachymeter  will  leb  ihres  mathematischen  und  technischen 
Intereases  wegen  hier  besonders  nennen,  wenn  sie  auch  nicht  in  das 
Kolleg  an  der  Universitit  gehdren.  Man  liest  an  ihnen  die  Höhen  ab,  und 
die  angezielten  Punkte  fibertragen  sieh  unmittelbar  auf  Pauspapierscheibeiii 

Das  Tacfaymeter  findet  doppelte  Anwendung:  zur  Gelindeaufioahme 
nnd  zur  eig^tlidien  Hdhenmessnng.  Weil  es  sieh  nur  um  wenige 
praktisehe  Übungen  handeln  kann,  so  sind  die  Jordansehen  Tafeln 
kaum  TOn  Vorteil;  ich  lege  sie  aber  Tor,  weil  sie  Ar  Tabulierong  einer 
Funktion  zweier  Variablen  nahezu  das  einzige  Beispiel  sind,  welches 
der  Mathematiker  in  die  Hand  bekommt. 

Bei  der  Geländeaufnahme  behandle  ich  auch  sofort  das  Entwericji 
eines  Pliiues  mit  il( »ii^nkui ven  und  y^ehe  auf  darstellend -(^eometritjche 
und  topograj)hische  Fragen  ein.  Pendika;  kotierte  Projektiun,  Wiener, 
Kohn-Papperitz,  bieten  viel,  dazu  kommen  die  schönen  Ancfaben  von 
Hauck  (Jahresbericht  VIII,  Seite  112  und  Hoffmanns  Zeitschrift  i56, 
Seite  152 — 153).  Leider  ist  man  im  Koileg  vielfach  zum  bloßen  Zitieren 
gezwungen  und  für  die  praktischen  Arbeiten  bleibt  wenig  Zeit.  ^Im 
folgenden  Semester  komme  ieh  hierauf  zurück.) 

Die  Meßtischblätter  der  Landei^vermessung  werden  mit  der  Kipp- 
regel durchaus  tachjrmetrisch  hergestellt  im  Anschluß  au  die  aus  der 

1)  Diese  haben  einen  Yorlftnfer  in  einer  Breithauptachen  Tachjmeter- 
Kippregel  mit  Sdiiebem,  wobei  die  Pnnkte  nch  nnmittelbar  auf  den  HeBtiadi 
flberfaagen  end  die  Höhen  abgeleMn  werden.  Auch  sonst  finden  sich  moderne 
Initeonenie  iu  ganz  alten  Exemplaran,  wofür  ein  Gang  durch  das  Münchner 
Museum  für  Moisterwerke  der  Xaturwissenschaft  ond  Technik  lehrreich  ist. 

Jfthiwbtricht  d.  DeaUcheu  MattiAu.-VoreiJiiguiig.  UV,   H«(l  7.  S5 
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Triangnlation  folgeDden  und  auf  das  Blatt  übertrageueu  Dreieckspujikte. 
Deshalb  gebe  icb  scKuu  hier  etwas  auf  den  MeBtisck  und  die  Her- 
stellung der  Meßtischblätter  eni. 

Die  tachjmetriöclie  Höheiimessung  werde  ich  in  einem  einfachen 
Fall  praktisch  durchführen  lassen.  Vor  einigen  Jahren  fehlte  ein  hrauch- 
bares  Instrument. 

"N"ach  Besprechung  der  Tachymetne  gfhe  ich  zum  Nivellieren  über. 
Der  kleine  Theodolit  kann  dazu  eingerichtet  sein  durch  eine  auf  dem 
Femrohr  sitzende  Libelle  (diese  ist  auch  sonst  für  Messungen  roa 
Höhen  winkeln  gut).  Besser  ist  ein  besonderes  Niyellierinstniment  von 
kleinen  Dimensionen.  Später  folgen  darüber  nähere  Angaben.  Arbeiten 
lasse  ich  nur  mit  einspielender  Libelle,  wobei  fOr  eigentliche  Höhen" 
messnng  Zehntel  der  Lattenteilung  abgeleam  wardm.  Das  Einstellen 
auf  die  Mitte  eines  Feldes  der  Lattenteilung  enrabne  ich  nur  beiläufig. 
Genauer  bespreohe  icb  mir  die  Hohenbestimmung  mittels  Nivellier 
Instrumentes  und  lasse  auch  nur  diese  praktisch  durchfühzeii.^}  Dagegen 
können  die  Angaben  über  das  FlächenniveUement  kurz  ausfallen^  nack 
dem,  was  früher  über  tachymetrische  Geländeaufnahme  gesagt  ist. 

In  Marburg  hat  die  Stadt  für  die  Kanalisation  an  verschiedenen 
Häusern  Höhenbolxen  angebracht^  auch  am  physikalischen  Institute 
Dadurch  hat  man  gute  AnfiErngs-  und  Endpunkte  mit  befaräohtiicber 
HöhendiffBrenz  f&r  taehymetrisdie  Hobenbestammnng  oder  für  Hdheii- 
*  bestimmung  mit  dem  l^iTeUierinstroment^  und  man  kamt  die  gemessenen 
Hoben  gut  kontrollieren. 

Einmal  bat  ein  Examenskandidat  Mwillig  ein  KiTellement  über 
eine  mebiere  Kilometer  lange  Sirecke  auf  LandstraBe  im  WaldeoikiBcben 
Hfigelland  gut  durcbgeftthrt  und  danach  auch  ein  Langsprofil  und  einige 
Querprofile  gezeichnet  Die  Strecke  wurde  in  beiden  Riebtungen  niTelliert» 
hin  mit  26,  zurück  mit  50  Meter  Zielweite.  Leider  unterblieb  durch 
mangehide  Kückspradie  mit  mir  die  Anbringung  yon  Fizpunkten  in 
geeigneten  Abstanden,  Das  ganze  ausführliche  Zahlenmaterial  bat 
dadurch  nicht  die  Ausnutzbarkeit  als  Beispiel  zur  Fehlertheorie  dea 
NivellierenSy  die  mit  geringer  Mühe  erreichbar  gewesen  wäre. 

Die  trigonometrische  Höhenmessung  bespreche  ich  kurz,  aus- 
führlicher die  barometrische.  Zu  dieser  besitzt  das  physikalische  Listitut 
gute  Instrumente    Durch  die  stadtischen  Hohenbolzen  ist  man  in  der 

1)  Die  genaue  Fehlettheorie  wird  ia  der  höheren  Geodftsie  beliandelt.  Damit 

hängt  88  auch  zusammen,  daß  ich  das  Nivellierinatniment  erst  so  spät  bringe,  ob- 
wohl liier  alles  uuf  den  ersten  Blick  einfacher  Rcheint  als  beim  Tachymcter.  Gütern 
Arbeiten  mit  dem  Instrument  setzt  Einblick  in  die  Fehlertheorie  voraus;  demnach 
lasse  ich  eriit  spät  nivellieren. 
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Lage,  rasch  ein  anschauliches  Bild  von  der  Leistungsfähigkeit  der 
Aneroide  zu  gewinnen  und  die  Berechtigung  linearer  Interpolation  für 
die  Torliegenden  Höhenunterschiede  zu  bestätigen. 

Angaben  über  die  Genauigkeit  der  anderen  Methoden  zur  Hohen- 
mennng  maehe  ich  schon  jetst^  wenn  auch  die  Begründung  dieser 
Angaben  —  soweit  ich  sie  überhaupt  gebe  —  zum  groBen  Teil  erst 
Sinter  folgen  kann. 

Den  Rechenschieber  bespreche  ich  kurz.  Die  Theorie  der  ein- 
fachsten Planimeter  entwickle  ich,  ich  lasse  mit  unserem  Instrument 
arbeiten  und  lege  zur  Beurteilung  der  Genauigkeit  Resultate  eigener 
Messungen  Tor.  Die  Studenten,  die  Ton  verschiedenen  Hochschulen 
kommen,  haben  meist  keine  Gelegenheit  gehabt,  Theorie  und  Hand- 
habung eines  Planimeters  kennen  m  lemeiL  Die  Behandlung  dieses 
Instrumentes  im  Kolleg  über  Integrabeehnnng  aoheini  ein  AusnahmafiilL 

Auf  die  ^linfiMlifftfflt  redmenden  Methoden  der  Photogrammetrie 
gehe  ich  im  geoditisdien  Kolleg  ein,  während  ich  im  Kolleg  über 
Perspektiye  .  andere  Teile  der  Photogrammetrie  bespreehe.  Durch  Unter- 
suchungen, welche  den  beim  Theodoliten  Torgekommenen  sum  Teil 
entsprechen,  aber  von  mir  auch  nuir  in  den  Hauptlügen  gegeben  werden, 
Tervollstaadigt  man  ohne  weiteres  das  Urteil  über  die  erreidibare  Ge- 
nauigkeit. 

Durch  die  Freundlichkeit  Ton  Herm  Professor  Finsterwalder 
in  München  konnte  ich  mit  seinem  (größeren)  photogrammetrisohen 
Instrument  arbeiten  lassen.  Ich  danke  auch  an  dieser  Stelle  dafttr. 
Solches  Arbeiten  mit  einem  geliehenen  Instrument  ist  aber  immer  un- 
vollkommen; wir  hatten  das  Instrument  etwa  10  Tage,  dann  muAte  es 
zu  GletschermesBuugen  fortgeschickt  werden.  Dabei  hatten  wir  den 
größtm  Teil  der  Zeit  schlechtes  Wetter,  und  ein  Teil  der  Platten  hat 
unter  falscher  Belichtung  gelitten,  da  das  Arbeiten  mit  Gdbscheibe 
gut  ausprobiert  sein  wilL  Wir  haben  dabei  audi  den  Fehler  gemacht, 
mit  hochempfindlichen,  nicht  genügend  feinkörnigen  Platten  zu  arbeiten, 
andere  waren  nicht  rasch  zu  haben. 

Ein  photogrammetrisches  Instrument  (etwa  die  neue  Finster- 
waldersche  Konstruktion  für  Platten  9  :  12  cm)  stellt  für  Marburg 
eine  inst  ebenso  wichtige  Anschaüuug  tiar^  wie  ein  guter  kleiner  Theodolit. 

Zu  einer  Spezialvorlesung  über  Photogrammetrie  kam  ich  bisher 
noch  nicht. 

Der  Sextant  ist  kaum  noch  ein  geodätisches  Instruuient.  Ich  be- 
spreche ihn  in  der  Geodäsie  nicht,  weil  astronomische  Zeit-  und  Orts- 
bestimmung einer  besonderen  Vorlesung  vorbehalten  sind  und  regel- 
maiiig  gelesen  werden.    VV  enn  diese  Vorlesung  auch  nicht  durch  die 
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Prüfangsbestimmunffcn  vorof^eschrieben  ist,  so  triig-t  sie  doch  wesentlich, 
zur  VervollRtändiguiig  der  Ausluldmig;  in  der  angewandten  Mathematik 
bei.  Sie  sollte  auch  von  rriiien  Matliomatikem  gehört  werdeu,  und 
keineswegs  bloß  von  solchen,  die  zugleich  Geographie  studieren. 

VU. 

Bieber  bot  sieb  in  Marburg  keine  Gelegenbeit^  daß  gleicbseiUg  mit 
der  Geodäsie  Wabrscbeinlicbkeitsrechnung  geleinn  wurde  und  m  diesem 
Semester  wird  es  wieder  so  sein.  leb  scbalte  desbalb  in  die  geodatiscbe 
Torlesung  einen  kurzen  Abriß  der  Wabrsebeinlicbkeitsrecbnung,  der 
feblertbeorie  und  der  Metbode  der  kleinsten  Qu&dnte  ein,  unter  Be- 
scbiinkung  suf  das  fDr  die  Geodäsie  WesentÜebste. 

Als  erstes  und  einfscbstes  Beispiel  für  die  Feblertbeorie  bebandle 
ich  den  mittleren  Fehler  beim  NiTeUieren  in  seiner  Abhängigkeit  Ton 
Zielweite  und  Länge  der  ganzen  Strecke.  Dann  folgt  die  Anwendung 
der  Methode  der  kleinsten  Quadrate  auf  die  Ausgleichung  beim  Anni- 
▼ellieren  eines  Ftuiktes  auf  Temohiedenen  Wegen  oder  bm  einem 
NiTeUements-Keta.  Yon  den  Teröflfontlichungen  der  LandesTemessung 
lege  ieb  dabei  den  betreffenden  Band  fBr  einige  Zeit  ins  Seminarzimmer. 

Dann  besprecbe  ieb  die  Ausgleichung  bei  Horissontalmessungen 
mit  dem  Theodoliten.  Zuerst  nehme  ich  den  Fall,  wo  in  einem  Drei- 
eck die  drei  Winkel  gemessen  sind;  man  wird  zn  gleicher  Verteilung 
des  Widerspruchs  auf  die  drei  Winkel  geführt.  Dann  folgt  die  Aus- 
gleichung beim  Vorwärts-  und  Rückwärtseiuschneideu.  Ich  führe  aber 
im  letzten  Fall  nicht  alle  Einzelheiten  für  die  beiden  Verfahriiuijs weisen 
der  Winkel-  und  Kichtungsmessungeu  durch,  sondern  btliaaule  das 
Problem  nur  so  weit,  daß  nach  einer  der  Methoden  die  wirkliche 
Durchführimg  eines  Beispieles  möglich  wird. 

Bei  der  Ausgleichung  einer  Triangulation  in  der  Ebene  beschränke 
ich  mich  auf  die  Besprechung  weniger,  einfacher  Fälle  und  lasse  prak- 
tische Arbeiten  dieser  Art  niclit  dunli führen. 

Ich  halte  es  für  recht  erwünscht,  daß  ein  künftiger  Oberlehrer  sich 
mit  numerischem  llechnen  praktisch  besc  liiiltigt,  mehr  als  dies  in  meinen 
l'bnngen  möglich  ist.^)  Doch  mochte  ich  nicht  einführen,  daß  jeder 
Marburger  Kandidat  der  angewandten  Mathematik  im  Laufe  seiner 
Studienzeit  eine  froodätische  Arbeit  macht  und  zum  Ülxamen  einreicht 
(Messimgeu  mit  Berechnung  und  Ausgleichung). 

Die  Fehlf^rtheorie  bietet  eine  Keilie  wichtiger  und  schöner  Unter- 
suchungen, auf  die  ich  übrigens  im  Kolleg  nur  teilweise  eingehe.  Die 

•    1)  VergL  die  zweite  Anmerkung  auf  folg.  Seite 
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Fehlertheorie  der  Basismessung,  des  Polygozizuges  und  des  Repeiitioiuh 
Terfahreüs  beim  Theodoliten  gehört  bieorher,  weiter  die  Untersuchung 
über  die  Genauigkeit  der  PanktbeBtunmuiig  beim  YorwaitB-  imd  Rück- 
wartseinsebneideiL  Hierbei  kommt  man  auf  die  FehlereUipae  und  Yer- 
wandtes. 

leb  gebe  dann  über  za  geodatiBdien  Aufgaben  auf  der  Erdkugel; 
leb  bespreche,  dabei  ^  B.  Vorwärts-  und  BflckirartBeinflobneiden  und 
einfädle  TrxanguIationBau^ben  ganz  kuxz^  auch  die  Ausgleicbongs- 
Probleme.  Dabei  bescbranke  ich  mich  zum  Teil  auf  Literatuxangaben. 
Manche  Zubdrer  zeigen  in  aphSriacber  Trigonometrie  und  weiterhin  in 
allgemeiner  Flacbentbeoiie  geringe  Vorkenntnisse. 

Es  folgt  die  Berechnung  spbiriscbfir  Dreiecke  yon  yerbältnismSfiig 
kurzen  Seiten  mittels  ebener  Dreiecke.  Dabei  gebe  ich  auf  die  Addi- 
tamente  nicbt^  auf  das  Legendresche  Verfahren  kurz  ein  und  zitiere 
den  Schluß  der  Gaaßschen  Disquisitiones  circa  superficies  corras. 

Dann  fddgt  ein  gedritngter  Bericht  über  die  Dreieekaketten  und 
FflUnetze  der  Landesyermessung  und  Uber  die  zugehdrigen  Beobachtungs- 
und Ausgleicbungsmetkodtti.  leb'  kann  micb  kurz  fuaen  im  AnscbluB 
an  das  früher  Uber  ebene  Triangulation  Gesagte  und  benutze  wieder 
die  Veröffentlichungen  der  Landeerermessmigy  besonden  den  Band  für 
Hessen-Kassau.  Die  rheinisch -hessische  Dreieckskette  bietet  gerade 
besondere  Eigentümlichkeiten  und  gehört  zu  den  spät,  also  nach 
moderner  Methode  vermessenen.  Ich  verwende  anf  diese  Schilderung 
nur  ganz  wenig  Zeii,  mache  aber  die  ])essere  uuu  dabei  einigermaßen 
leicht  lesbare  Literatur  bequem  zugänglich. 

Aus  diesen  kurzen  Angaben  über  die  Anwendung  der  Methode 
der  kleinsten  Quadrate  auf  die  Triangulation  in  der  Ebene  und  auf 
die  Landestriaugulatiou  wird  man  ersehen,  daß  es  mir  im  wesent- 
lichen um  den  mathematischen  brehalt  des  Verfahrens  zu  tun  ist 
und  nicht  um  Einzelheiten  der  Beobachtungs-  und  Reclieutechnik.  ^) 
Dabpi  halte  ich  übrigens  aus  prmzipiellon  <Trfinden  und  ans  persönlichem 
Interesse  darauf,  daß  ich  nicht  in  bequemer  Ideaüsierimg  falsche  An- 
^ben  über  technische  Einzelheiten  mache.  —  Numerisches  Rechnen  ist 
mir  in  diesem  iluileg  niemals  Selbstzweck.^) 


l"!  Die  von  Herrn  Holzmüllpr  anNC'nsi.rncheiie  Befürchtung,  daß  ein  Mathe- 
matiker in  geodätischen  VOrhsim^f  u  i  n  ganzen  Umfang  üea  Hansenschen 
Buches  Tortragen  würde,  tritit  für  niicü  nicht  za. 

2)  Dagegen  hieU  ich  >.  B.  im  vorigw  Stmeiter  wk  KoUeg  Aber  bObeie 
Fragen  der  Elementar-Matbematik,  in  dem  idi  n.  a.  auf  die  HerateUnng  vom 
Tafeln  nnd  die  lineare  uud  }i5here  Inter))olation  einging  und  damit  eine  B«ihe 
Yon  Fragen  des  nomeriRcben  Rechnens  berackiicbtigte. 
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Ferner  behandle  ich  die  geodätischen  Polarkoordinaten  und  geo- 
dätische rechtwinklige  Koordinaten  im  allgemeinen  und  für  die  Kugel. 
Daun  gehe  ich  über  zu  den  Soldnerschen  inkonformen  und  den 
Gau ß sehen  konformen  rechtwinkligen  Koordinaten  — .  zur  Verein- 
fachung unter  der  Annahme  kugelf<>rmiger  Erde. 

Vom  kartographischen  Teil  der  Arbeiten  der  Limde^ivermessung 
bringe  ich  dann  auch  einige  wesentliche  PunVte.  Dabei  verweiRe  ich 
wieder  auf  geeignete  Literatur,  auch  aut  das  kleine  Bucii  von 
Häntzschel,  natürlich  mit  Bezug  auf  die  (iallesche  Besprechung. 

Diese  kartographischen  Angaben  und  die  vorhergehende  Unter- 
suchung über  die  gebräuchlichen  rechtwinkeligen  Koordinaten  in  der 
(reodäsie  führen  zu  Fr^en  der  allgemeinen  Abbildung  krummer  Flachen, 
die  sehr  viel  rein  mathematisches  Interesse  bieten,  zu  deren  näherer 
Behandlung  aber  innerhalb  der  Vorlesung  über  Geodäsie  keine  Zeit  bleibt. 
Die  funktionentheoretieGhe  Seite  dieser  Probleme  ist  natürlich  auch  zu 
nennen,  es  ist  aber  hervorzuheben,  daß  damit  nur  ein  kleiner  Teil 
erledigt  iet,  daß  die  allgemeine,  die  inkonforme  Abbildung  mathematisch 
wiehtig  und  kartogiaphisdi  von  größter  Bedeutung  ist  Eine  l^esial- 
Toilesung  Qber  solche  Abbüdnngsproblemei  Tom  allgemeinen  flSchen- 
tbeozetischen  Standpunkt  aus  und  mit  Berficksiclitigung  geodlüscher 
und  kartographischer  Gesiditspunkte  holte  Utk  im  folgenden  Semester. 
Freilich  geht  sie  unbedingt  Aber  die  Anforderungen  des  Examens 
hinaus. 

Auf  das  Besselsche  Erdellipsoid  und  das  Geoid  gehe  ich  kaum 
ein.  Demnach  bleibe  ich  hinter  einer  Forderung  Ton  Hauok  surück 
(Jahresbericht,  Till,  109  Mitte).  Zu  gründlicher  mathematischer  Be- 
handlung üefalt  es  immer  an  Zeit  und  fast  immer  an  ausreichender 
geometrischer  YorbUdung  der  Zuhörer.  Ich  stehe  überhaupt  für  die 
Abgrenzung  des  Stoffes  in  der  höheren  Geodisie  durchaus  auf  dem 
Standpunkt,  daß  es  sich  nicht  um  Hslbheiten  handeln  darf;  lieber 
lasse  ich  einzelne  an  sieh  wichtige  Kapitel  fort.  In  den  vorher  ge- 
nannten Eapitdn  ttflt  sieh  bei  besehiSafctem  Umfang  noch  eine  gute 
Abrundui^;  erreiche 

VUL 

Eine  nähere  Besprechung  erfordern  die  fiir  den  geodätischen  Uni- 
yersitätsunterricht  nötigen  oder  erwünschten  Instrumente. 

Irgend  ein  alter  Bepetitionstheodolit  wird  wohl  überall  durch  das 
physikalische  Institut  zur  VezfÜgung  stehen.  In  Marburg  sind  mehrere 
Torfaanden,  darunter  sehr  wertvolle  mit  großen  Teilkreisen  und  feiner 
Teilung,  die  durch  ihre  Schwere  und  Unhandlichkeit  gar  nicht  für  den 
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Unterricht  geeiguet  sinJ.^)  Icli  lasse  iiociisteas  einen  von  ihnen 
zur  Messung  eines  Winkeis  durch  itepetitiou  verwenden,  auf  dem  astro- 
nomischen Turm  des  phvBikaliseheu  lustitutes 

Für  alle  übrige  Verwendung:  des  Theodoliten  ist  ein  kleines  In- 
strument mit  Nonien  lin-  iianzp  od*»r  halbe  Minuten  ausreichend 
und  sogar  erwünscht.  Einnclitung  zur  Repetition  ist  nicht  nötig. 
Wenn  sie  vorhanden  ist,  benutzt  man  sie  eigentlich  nur  zum  Drehen 
des  LimbuB  zwischen  den  einzelnen  Messungssätzen  und  gelegentlich 
zum  Einstellen  des  Limbus  auf  genäherte  Azimute.  Fehlt  die  Repe- 
ütionseinrichtoD^  und  ist  der  Limbus  drehbar  (nur  dnrch  Reibung 
gehalten,  wie  z.  B.  bei  einigen  Ertel sehen  und  Hildebrandschen  In- 
stnimenten),  so  tut  dies  denselben  Dienst.  Bei  festem  Limbus  wird 
der  Dreifuß  swischeu  den  einsehien  S&toen  auf  dem  Statif  um- 
gestellt. 

Bei  diesem  kleinen  Listrument,  dem  eigentlichen  Gebrauchsinstru- 
ment  für  die  Übungen,  ist  gute  Ablesbarkeit  der  Teilungen  im  Freien 
—  \m  Sonne  ohne  Schirm  —  wesoitlich.  Nach  meiner  bisherigen  Er- 
fahraiqp  sind  dazu  die  in  kleinen  rechteckigen  Rahmen  befindlicheiiy  an 
den  Lupen  befestigten,  weißen  Beleuohtungsrorrichinngen  wesenilich 
sehlecbiar,  ab  die  zylindrischen  durchscheinenden  Holsen  aus  Cellnloid, 
welche  mit  den  Lupen  konaacial  bis  &st  an  die  Teilung  gehen.  Ich  habe 
sie  nur  im  Breitbaupischen  Katalog  und  bei  Breitbauptschen  In- 
strumenten,  außerdem  als  nachtrSgUclie  ZufÖgimg  bei  dem  Tesdorpf* 
sehen  Reiseinstrument  eines  Geographen  keimen  gelernt 

In  Marburg  sind  früher  auf  Grund  einer  einmaligen  Bewilligung  so 
geringe  Mittel  fElr  angewandte  Mathematik  Torhanden  gewesen,  daß  es 
nicht  m$|^cb  war,  einen  branchbaren  kleinen  Theodoliten  anzuschaffiMi. 
Bei  einem  Torbandeneo  kleinen  Instrument  ist  die  Teilung  sn  schwer 
ablesbar.  Bei  Sonne  mußten  wir  im  aweiten  Halbaata  aufhören  und 
mußten  deshalb  auf  die  Bestimmung  unseres  Standpunktes  durch 
RfIckiritrtBeinchneiden  Teizichten.  Ein  neuer  Theodolit  konnte  in  diesem 
Semester  beschafft  werden. 

Bei  jedem  Anzielen  eines  Punktes  doith  das  Fernrohr  ist  weeentUch, 
daß  das  Fadenkreuz  scharf  sichtbar  ist  und  in  der  Bildebene  des  Ob* 
jektes  liegt.  So  braucht  jeder  Beobachter  eigentlich  seine  besondere 
Einstellung  des  Fadenkreuzes  im  Okularrohr.  Die  Folge  ist  gewöhn- 
lich bei  Benutzung  durch  aufeinanderfolgende  Beobachter,  daß  das  Okular- 
rohr durch  die  Trieböchraube  verschoben  wird,  bis  der  Beobachter  Faden- 


1)  Teils  stammen  sie  aus  dem  Gerlingschea  inatttut,  teils  Ton  der  kox 
hessischen  LandeaTermeasong  und  dem  kurhessischen  Folytechaikam. 
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kxeas  und  Objekt  nigleieh  möglichst  dentUch  sieht,  und  daan  sind  beide 
im  allgemeinen  nicht  mehr  in  einer  Ebene.  Das  erzengt  ungenaue  (von 
der  Haltung  des  Auges  abhängige)  Zieleinstellung.  Ahnliche  Störungen 
treten  ein,  wenn  mehrere  Beobachter  am  Tachymeter  oder  Nivellier- 
instrument die  Latten einteilung  ablesen.  Es  gibt  ein  sehr  einfaches 
Mittel  zur  Abhilfe.  Die  äußerste  Linse  des  Huygensscheu  Okulars 
oder  das  Ramsdensehe  Okular  wird  im  Okularrohr  be\ve|?lioh  an- 
gebracht, so  daß  sie  bei  Drehung  sich  vor-  oder  zurückscluaubi.  Daun 
kann  jeder  der  sich  ablösenden  Beobachter  mühelos  und  rasch  das 
Fadenkreuz  schart  eiüijtellen,  ohne  dessen  Abstand  vom  Objektiv  zu 
ändern.  Diese  Einrichtung  ist  för  den  praktischen  Geodäten  iibci  ilUbsig, 
deshalb  auch  sehr  selten  an  Instrumenten  vorhanden.  Für  den  Unter- 
richt ist  sie  wichtig;  sie  sollte  bei  Anschaffung  für  Unterrichtszwecke 
immer  bestellt  werden  und  läßt  sich  auch  nachträglich  leicht  be- 
schaffen. 

So  lauge  dpr  kleine  Theodolit  nur  geodätischen  Zwecken  dienen  soll, 
wird  mau  ein  Instrument  wählen,  dessen  Vertikalkreis  entweder  die- 
selbe oder  eine  weniger  feine  Einteilung  hat,  wie  der  Horizontalkreis. 
Ausreichend  ist  ein  Instrument,  welches  am  Horizontalkreis  zwei  Nonien 
für  ganze  Minuten  hat,  während  am  Vertikalkreis  mit  nur  einem 
Nonius  ganze  Minuten  abgelesen  werden  (a).  Besser  ist  ein  Theo- 
dolit, der  an  jedem  Kreis  zwei  Nonien  hat,  und  bei  dem  man  die 
Horizontalwinkel  auf  ganze  oder  halbe,  die  Vertikalwinkel  auf  ganze 
Minuten  abliest  {h).  Alhidadenlibelle  am  Höhenkreis  darf  felilen. 
Eine  noch  größere  Genauigkeit  des  Instrumentes  würde  dem  Unter- 
richtszwecke nicht  entsprechen  und  das  Instrument  zu  unhandlich 
machen.  Soll  jedoch  der  Theodolit  auch  für  Zeitbestimmung  dienen, 
dann  müssen  Yertikalwinkel  mindestens  ebenso  genau  als  Horizontal- 
Winkel  erhalten  werden,  und  der  Vertikalkreis  braudbt  eine  Alhidaden- 
Libelle.  Das  Femrohr  muß  exzentrisch  sein.  Eine  Beiterlibelle  auf 
der  Horizontalaehse  ist  dringend  erwünscht,  Fadenkieuzbeleuchtung 
(durch  die  Horizontalaehse  oder  durchs  ObjektiT)  ist  nötig.  Gut  ist 
eine  YisierTOirichtung  auBen  am  Fernrohr.  Ablesung  ganzer  oder 
halber  Minuten  am  Vertikalkreis  wird  ausreichen,  sonst  wird  das  In- 
strument für  die  übrige  Verwendung  zu  schwer  (c).  Für  die  Zeit- 
bestimmung allein  würde  ich  ein  größeres  Instrument  vorziehen;  geo- 
dätische  Rücksichten  entscheiden  für  ein  so  kleines  Instrument.  Dabei 
bin  ich  der  Ansidit,  daß  es  auch  für  die  Zeitbestimmung  dem  Unterrichte- 
zweck Tdllig  genügt.  Denn  wesenilidi  sind  nur  das  Kennenlernen  der 
Methode,  die  Beurteilung  der  erreidibaren  Genauigkeit  und  die  sorg- 
filtige  praktische  Durchfahrung  der  Messung  und  Rechnung. 
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Za  den  oben  mit  a,  h,  c  bezeichneten  Theodoliten  verschiedener 
Einrichtung  und  Genauigkeit  mache  ich  noch  die  folgenden  Angaben: 
£in  Instrument  a  ist  in  Göttingen  neben  größeren  Theodoliten  wirklich 
hl  Gebrauch,  Breithaupts  kleinster  Theodolit,  N.  44  des  nenesten 
KatdlogeSy  zu  210  ,  //.  Im  wesentlichen  dasselbe  Instrument  mit  größerem 
Vertikalkreis,  Repetition,  Ableselupen,  Aufsatzbussole  nnd  Distanz- 
fäden  ist  Breithaupts  kleinster  Grubentheodolit,  N.  210,  und  kostet 
315  mit  Silberlimbus  845  c/C.  Ich  ziehe  beiden  das  Instrument 
N.  46  vor,  als  guten  RepräBentanten  des  oben  mit  h  bezeichneten 
Tjpns:  Horizontalkreis  von  12  cm,  Nonien  zn  1',  auf  Wunsch  y^, 
Vertikalkreis  9j5  cm,  Nonien  zn  1 Femrohr  mit  18«faeher  Ver- 
großenmgy  315  Disianzf&den  sind  besonders  zn  bestellen.  Außer 
einer  Dosenlibelle  kat  das  Instrument  nur  nock  eine  Libelle,  auf  dem 
Femrokr.  Natürlich  bauen  auck  andere  Firmen  Tkeodoliten  von  dem 
hier  besprochenen  Typen  a  und  h,  je  nack  der  Ausftikzimg  und  dem 
Femrokr  wd  man  bis  zum  Pteis  von  400  oder  420  kommen; 
ick  nenne  Ton  Fennel  Nr.  38,  39,  35  ff.,  113,  von  Hildebrand 
(Freiberg  i,  S.)  den  Tkeodoliten  N.  239,  Ertel  baut  keine  Theodoliten 
soleker  GbÖße.  —  Auch  fOr  e  mSehte  ick  Beispiele  nennen.  Erstens 
Breitkaupts  Gruben-  und  Keisetheodoliten  N.  222  zu  410  Jü,  mit 
yerdeekten  Teflungen,  Alkidadenlibelle  am  Vertikalkreis,  Femioki^ 
libelle,  Anfsatabussole  und  DistanzfSden ;  Libelle  auf  Horizontal- 
ackse,  VisieiTorriektung  wären  zuzufügen.  Zweitens  ein  ziemlidi 
kleines  Beiseinstrument  Ton  Tesdorpf,  drittens  einen  Hildebrandseken 
Tkeodoliten,  welcker  ganz  besonders  den  Bedflrfiiissen  der  Reise  an- 
gepaßt isi  Er  kat  exzentrisckes  Femrokr  von  ll-&cker  Vergrößerung, 
yerdeckte  Kreise,  der  Horizontalkreis  yon  8  cm  kat  Nonien  zu  1', 
wahrend  der  Vertikalkreis  von  OVj  cm  Nonien  zu  Yj'  hat.  Okular- 
prisma,  Sonnenblende,  Fadenkreuzbeleuchtung,  Libelle  auf  der  Hori- 
zoutalachse  und  um  Ilöhenkreis  sind  vorhanden.  Das  Gewicht  ist 
nur   1,6  kg,   Preis   mit  Sttitiv  350  Für   den  allgemeinen  geo- 

dätischen Gebraucli  dürfte  dieser  Theodolit  durch  Kleinheit  und  geringe 
Fernroh rvergi-ößerung  sich  weniger  empfehlen;  der  Breithaujusche 
und  Tesdorpfsche  sind  allgemein  verwendbar.  Wir  haben  Breit- 
kaupts Nr.  223  (mit  Ablesung  halber  Minuten)  gewählt.  —  Als  größeres 
Reiseinstruraent  ist  das  Ambronn-Fennelsche  genügend  bekannt. 

Ist  In  im  kleinen  Theodoliten  eine  Femrohrlibelle  vorhanden,  dann 
kann  man  aufh  ganz  gut  auf  ein  Xivellierinstniment  verzichten,  besser 
freilich  ist  ein  eigentliches  Nivellierinstrument  neben  dem  Th«  i idoliten; 
nur  ein  kleines,  handliches,  ffir  leichtes  und  rasches  Arbeiten  geeignetes 
kommt  in  Betracht.   12  bis  20  loche  Femrohrvergrößeruug  reicht  aus. 
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Die  korri<T!Prl)are  Libelle  und  das  Fernrohr  küiLuen  fegt  mit  dem  Unter- 
teil vcihundoii  aein.  Die  Justierung-  ist  dann  freilich  etwas  r^rscliwert, 
aber  das  InstruroPiit  i^t  reclit  btuliii,  und  die  bei  meiubtüiidigem 
Arbeiten  unvermeidlichen  Veränderungen  sind  gering  und  stören  beim 
Nivellieren  aus  der  Mitte  nicht.  Bei  einom  z\veiten  Typus  ist  die 
korrigierbare  [jibelle  fest  am  Tniger  und  das  Fernrohr  ist  drehbar 
und  umlegbar.  Bei  einem  dritten  Typus  ist  auch  die  Libelle  abuebm- 
bar  und  umsetzbar,  sie  sitzt  auf  dem  Femrohr.  Die  Wahl  zwischen 
diesen  drei  Typen  ist  einigermaßen  Sache  des  persönlichen  Geschmackes, 
komplizierte  Listrumeute  kommen  kaum  in  Frage.  Eine  Dosenlibelle 
und  ein  Libellenspiegel  sind  bequem.  Unter  den  Ertelschen  In- 
strumenten sind  alle  drei  Typen  vertreten;  den  ersten  Typus  liefert  er 
bei  13-facher  Vergrößerung  je  nach  dem  Träger  zu  110 — 126  .M,  den 
zweiten  bei  20-facher  zu  165  c/^,  den  dritten  bei  ebenfalls  20-facher 
YergrSfiening  zu  136  und  165  JC.  Breithaapt  baut  kleine  Nivellier- 
inetrumente  nur  vom  ersten  Typus,  bei  18  und  24-facher  Vergrößerung 
«1  120  und  145  M,  beide  mit  Dreifuß,  außerdem  ein  kleines  Taschen^ 
niveau  zu  110  JC.  (Bei  allen  Preisen  ist  das  Statif  inbegrififen).  GKite 
Kivellierlatten,  die  auch,  zur  Tachjmetrie  dienen,  erhält  man  fttr 
20 — 30  JC,  In  Marburg  haben  wir  ein  altes  Beichenbaehsches 
NiTeUierinstrument  mit  Ideinem  HorizontalkreiBy  und  ein  kLeines 
Fennelsehes. 

Bei  Beschaffung  eines  photogrammetriachen  Apparates  besehrSnkt 
man  sieh  am  besten  auf  Tertikaie  PlAttenstellung,  sie  ist  doch  fttr 
rechnendes  und  graphisches  Arbeiten  weitaus  das  Einfachste  und 
i.  a.  ausreichend;  natdrlich  ist  ausgiebige  Yersehiebung  des  Objektivs 
notig.  Ein  geteilter  Hoxizontalkreis  oder  eine  feste  Bussole  auf  der 
Kamera  hat  manche  Vorteile  fOr  das  Aneinanderschliefien  und  die 
Orientierung  Ton  Bildern.  Professor  Finsterwalder  hat  fdr  Gletscher- 
messungen mehrere  sehr  kompendiose  Apparate  dieser  Art  gebaut. 
Sie  sind  meist  mit  einem  hinten  befindlichen  Okular  Tcrsehen,  welches 
in  Verbindung  mit  dem  Terschiebbaien  Objektiy  als  Femrohr  dient 
und  Höhenwinkel  zu  messen  gestattet.  Sein  neuestes  Modell  für  Platten 
9 : 12  cm  wird  sich  sehr  gut  für  TTnterrichtszwecke  eignen.  Nur 
wird  man  für  unmittelbare  graphische  Verarbeitung  der  Aufnahmen 
Vergrößerungen  anwenden  müssen,  was  sehr  gut  geht.  —  Auch 
auf  die  Schillingsche  Veröffentlichung  betreffs  graphischer  Be- 
handlung der  Photogrammetrie  sei  hier  verwiesen.  Sein  Apparat  ist 
speziell  für  architektonische  Zwecke  gebaut,  mit  verschiedenen  Breun- 
weitt'u,  großem  Piattenformat,  vielen  auswechselbaren  Teilen,  trotzdem 
stabil. 
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Hiermit  ergibt  sich  folgende  Zusammenstellung  der  Kosten  für 
geodätische  Apparate,  wobei  ich  annehme,  daß  ein  größerer  Theodolit 


ohnedies  zur  VerfBgong  steht. 

Kleiner  Theodolit  mit  Dietanzfaden  (210)^315-^120  JL, 

NiYeUierinstmment   ISO — 165  «4^. 

NiTellieilatte  (auch  znr  Taeh^rmetrie)  ....  20 —  80 

Photogrammetrimher  Apparat,  etwa  der  neue 
Finsterwalderaehe   Jl. 

Kleinere  Instrumente:  Winkelspiegel,  Winkel- 
prisma, Meßlatten  oder  Stahlband  u.  dergl., 
wobei  man  übrip^ens  manche  Beschränkung 
eintreten  lassen  kann;  Plauimeter,  Rechen- 
schieber   75 — 150  c  //. 


Damit  kommt  man  zu  etwa  950 — 1100  JC^  was  ziemlich  mit  den 
Angaben  von  Hauck  in  seinem  Münchener  Korreferat,  1000 — 1200  Jl^ 
übereinstimmt  (Jahresbericht  der  Mathematiker- Vereinigung  VIII,  S.  109). 
Durch  Weglassung  des  Kivellierinstrumentea,  durch  Verzicht  auf  einige 
kleinere  Anschafiimgen  läßt  sich  die  Summe  erniedrigen,  auch  kann 
man  einen  einfacheren  photogramroetrischen  Apparat  beschaffen.  Man 
sollte  übrigens  weit  eher  auf  ein  Nivellierinstrument  verzichten,  als 
auf  einen  photogrammetrischen  Apparat.  Wo  die  Mittel  für  einen 
solchen  nicht  ausreichen,  sollte  wenigstens  die  photogrammetrisehe 
Beurbeitong  gewöhnlicher  Photographien  besprochen  und  in  den 
Übungen  durchgeführt  werden.  Man  kann  damit  einen  Zweck  Ter- 
binden,  z.  B.  in  einem  Gebiigspanotama  die  einzelnen  F^inkte  he- 
stimmen  lassen. 


Ich  halte  es  nicht  für  überflüssig,  einige  Angaben  über  die  geo- 
dätische Literatur  zu  machen,  welche  den  Studenten  in  Marburg  zur 
Verfügung  steht.  Hess  hat  da«  Buch  seines  Lehrer«'  <^THrling  für  das 
Seminar  angeschafft,  duMisr»  Kolls  Ausgleicliungsrecimung.  Für  An- 
schaffung von  l>:mle,  Miller,  des  kleineu  Buches  von  Keinhertz 
sorgt«  ich,  ebenso  in  letzter  Zeit  für  di^  Auflage  von  Jordan, 
soweit  sie  in  der  I?f^i  nliertzschen  Bearbeitung  erschienen  ist.  Auch 
für  Landesvermessung  und  Topo^xraphie  habe  ich  eini<Tp  kleinere  Bücher 
anschaffen  las.sen,  die  ich  hier  im  einzelnen  nicht  nenne.  In  der 
Universitäts-Bibliothek  ist  die  ältere  geodätische  Literatur,  die  für  den 
Studenten  nicht  in  Frage  kommt,  natürlich  sehr  reichhaltig  vertreten; 
aber  die  Fürsorge  für  Geodäsie  hat  auch  nach  Gerlings  Tod  nicht 
aufgehört:  Banernfeind,  eine  alte  Auflage  Ton  Jordan,  Helmerts 
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A usgleichuni^'sret'hiiung  und  Helmerts  großes  Werk,  ebenso  Meiden- 
bauers  und  Koppes  pliotogrammetrische  Bücher  sind  Zeuge  davon. 
Die  beYorsteliende  Neuauflage  von  Helmerts  AuBgleichongsreGlmuiig 
werde  ich  natürlich  fürs  Seminar  beantragen. 

Auf  zwei  der  genimalien  Bücher  will  ich  noch  kurz  eingehen: 
Baale  bietet  eine  recht  gute  Instrumenteukonde;  die  Messungslehre 
ist  ganz  elementar.  Auch  abgeaeken  von  der  Ausgleichung  und  ab- 
gesehen von  einigen  kleinen  Fehlern  entspricht  sie  nicht  dem  an  der 
Universität  zu  vertretenden  Standpunkt.  Millers  Taschenbuch  für 
Geometer  (erschienen  bei  Jänecke  in  Hannoyer)  bietet  in  gedrängter 
Form  sehr  yiel  und  sehr  Gutes.  Freilich  hat  den  vollen  Nutzen  nur 
der,  welcher  gut  zwischen  den  Zeilen  lesen  kann:  Die  Technik  der 
Justiemngen  und  Messungen  ist  sehr  genau  besehriebenj  die  Gründe 
dafür  fbhW  Den  ausübenden  Techniker  befriedigt  ein  solches  Buch 
durchaus,  er  muß  jederzeit  rasch  sehen  können,  wie  etwas  gemacht 
wird,  nach  den  tieferen  Grfinden  zu  fragen,  hat  er  nicht  Zeit  und 
meist  auch  nicht  das  BedOrfriis.  An  einer  technischen  Hochschule 
liegt  in  jeder  Abteilung  eine  solche  FOlle  von  Stoff  für  die  vierjährige 
Studienzeit  vor,  daß  die  Art  des  Unterrichtes  imd  der  Prüfungen  weit 
mehr  auf  Erziehung  zum  Können  als  auf  Erziehung  zum  Wissen  zu- 
geschnitten ist  Der  Universitatsnnierricht  in  Fächern,  die  beiden 
Hochschulen  gemein  sind,  wird  und  soll  anders  sein,  als  der  technische 
Unterricht.  Damit  will  ich  den  technischen  Unterricht  nicht  als  minder- 
wertig hinstellen,  er  erfordert  eben  einen  anderen  Maßstab.  Unsere 
mathematischen  Universitötsstudenten  in  mittleren  Semestern  und 
manchmal  sogar  die  Examenskandidaten  haben  oft  im  Stndiengebiet 
der  beiden  ersten  Semester,  in  InjSnitesimalrechnung  und  Geometrie  der 
Kegelschnitte  und  Fliehen  2.  Ordnung,  so  geringe  Kernntnisse^  daß  man 
wünschen  möchte,  sie  hätten  ihre  ersten  Semester  an  einer  technischen 
Hochschale  verbracht,  wo  der  Unterricht  hinsichtlich  der  Übungen  in- 
tensiver ist  und  wo  noch  etwas  dem  schwächeren  Zuhörer  günstig  ist: 
Wir  Dozenten  an  der  Univei'sität  müssen  diese  Aiiluugsvorlesuiigen  oft 
gegen  unser  pädagogisches  Gefühl  schwer  nuichen.  Denn  "wir  dürfen 
manche  scliwierigen  Kapitel  nicht  ausscheiden,  weil  sonst  die  Gefahr 
besteht,  daß  unsere  Studenten  sie  überhaupt  nicht  kenneu  lernen. 
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Über  die  Grandlagen  der  Oeometrie. 

Von  G.  Fbeqe  in  Jena. 
(PoftBetsnng.) 

IL 

BeYor  icli  mich  auf  die  Wendung  eiulasse^  die  Herr  Korselt  der 
HilbertsoheiL  Lebre  gibt,  iiidem  er  rie  als  formale  Theorie  oder  reinen 
Lehrbegriff  kennzelchnefc,  mdehte  iob  eine  Betracbtang  aiuitellen, 
deren  Ergebnis  fQr  die  AnfEasenng  luid  Beortoilnng  jener  Wendung 
wichtig  ist 

Herr  Eorselt  eeheiut  nicht  immer  den  Sats  ab  das  sinnlich  Wahr- 
nehmbare Ton  dem  Gedanken  zn  nnterscheiden,  der  sein  Sinn  ist.  Ich 
nenne  Säte  schlechtweg  oder  eigentlichen  Satz  eine  Gruppe  Ton  Zeichen, 
die  einen  Gedanken  ansdrfickt;  was  aber  nnr  die  grammatische  Form 
eincB  Satzes  hat,  nenne  ich  nneigentlichen  Satz.  Solche  finden  sich 
oft  als  Bedingungs-  nnd  Folgesatze  in  hypothetischen  Satzgefügen. 
Man  findet  viel&eh  die  AnfEusung  des  hypothetischen  TTrteUs,  als  ob 
dadurch  Urteile  (propositions)  in  Beziehung  gesetzt  würden.  Aber  dies 
trifit  nnr  selten  zu,  auch  wenn  man  statt  Urteil"  Gedanke"  sagt; 
denn  wir  haben  oft  weder  im  Bedingungssatze,  noch  im  Folgesätze 
einzeln  einen  Gedanken,  sondern  nnr  iqi  ganzen  Satzgefüge.  Betrachten 
wir  den  Satz:  „Wenn  etwas  großer  als  1  ist,  so  ist  es  eine  positiTS 
ZahF!  „Etwas"  und  „es"  weisen  hier  aufeinander  hin.  Zerreißen  wir 
diesen  Zusammenhang,  indem  wir  die  Sätze  trennen,  so  wird  jeder  von 
ihnen  sinnlos.  „Es  ist  eine  positiTe  Zahl"  besi^  nichts.  In  dem 
Satz(^  „Ktwas  ist  größer  als  1''  kann  man  zwar  einen  Gf'dankeii  ans- 
gedriickt  finden,  uämlicli  daß  es  etwas  gebe,  was  CT-ößer  als  1  sei;  aber 
in  diesem  Sinne  kommt  der  grammatische  Satz  nicht  als  Bedingim<:^s- 
satz  im  Satzgefüge  vor.  Wir  können  jenen  Gedanken  auch  ausdrücken, 
indem  wir  uns  des  Buchstaben  »a«:  wie  in  der  Arithmetik  bedienen: 

„Wenn  o  >  1,  so  ist  a  >  0". 

Der  Buchstabe  »a*.  deutet  hier  nur  an,  wie  vorhin  die  Wörter  ^^etwas" 

und  ,,es".  Die  Allgemeinheit  erstreckt  sich  auf  den  Inhalt  des  ganzen 
Satzgefüges,  nicht  auf  den  des  Bedingungssatzes  für  sich  unu  auf  den 
des  Folgesatzes  für  sich.  Da  weder  dieser  noch  jener  einzeln  einen 
Gedanken  ausdrückt,  so  ist  keiner  von  ihnen  ein  eigentlicher  Satz. 
Das  ganze  Satzgefüge  ist  ein  solcher;  es  drückt  einen  einzigen  Ge- 
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danken  ans,  der  nicht  in  Teilgedanken  zerlegt  werden  kann.  Wir 
können  diesen  Gedanken  auch  bo  ausdrücken: 

^Waa  größer  ab  1  ift^  ist  eine  positiTe  Zahl^. 

Der  erste  grammatische  Satz  nimmt  eigentlich  die  Stelle  des  Subjekts 
ein,  und  dtr  zweite  enthält  das  zugehörige  i^rädikat.  Auch  hieraus 
erhellt,  daß  wir  logisch  gesprochen  nur  erneu  einzigen  Salz  haben. 
Wir  haben  hier  nicht  eine  Beziehung  zwischen  Gedanken,  sondern  die 
Beziehung  der  Unterordnung  des  Begriifs  größer  als  l  unter  den  Begriff 
posUivt  Zahl, 

Den  (jredanken  des  Satzes: 
„Wenn  das  Quadrat  von  etwas  1  ist,  so  ist  dessen  vierte  Potenz 

ebenfidlB  l'' 

können  wir  aneh  so  ansdrtlcken: 

j^Wenn         1,  so  ist  a*  —  1", 

oder  auch 

^Waa  Quadratwurzel  ans  1  ist,  ist  anch  Biqnadxatwunel  ans  1**, 
oder  auch 

„Jede  Quadratwurzel  aus  1  ist  auch  Biquadratwurzel  aus  1". 

Und  hi(  r  ist  wieder  die  Unterordnung  der  Begriffe  erkennbar,  so  daß 
wir  auch  hier  nnr  einen  einzigen  Gedanken  haben.  Die  grammatischen 
TeUsätze  sind  anch  hier  nur  uneigentliche  S&tee,  ohne  Gedankeninhalt 
Der  Bochstabe  »at  in  »a*—  Ic  weist  ja  hin  auf  >a«  in  »a*—  1«  wie 
etwa  im  Lateinischen  ein  „guol**  in  einem  Vordersätze  auf  ein  pM*^ 
im  zugehörigen  Nachsatze.  Wie  nun  die  Trennung  dieser  Satze  jeden 
▼on  beiden  sinnlos  maehi^  so  geht  auch  hier  durch  Zerreißung  des  Satz- 
gefiSges  das  Terloren,  was  der  Buchstabe  »a«  zum  Gedankenausdmcke 
beitiigi  Er  soll  dem  ganzen  Satze  Allgemeinheit  des  Inhalts  yerleihen, 
nicht  den  uneigenilichen  Teilsätzen;  und  so  kommt  es,  daß  das  ganze 
Satzgefüge  einen  wahren  Gedanken  ausdrückt,  obwohl  ein  Buchstabe 
darin  vorkommt,  der  nichts  bezeichnet,  wShrend  die  uneigentliohen 
Teilsätze  keinen  Sinn  haben,  weil  sie  den  Buchstaben  >a«  enthalten, 
der  weder  einen  Sinn  hat^  noch  auch  einem  dieser  Teile  Allgemeinheit 
des  Inhalts  verleihen  soll.  Sollte  er  dies,  so  drückte  »a*«  1«  aller- 
dings einen  Gedanken  aus,  wenn  auch  einen  falschen,  nämlich  daß 
jeder  Gegenstand  eine  Quadratwurzel  ans  1  sei;  aber  mit  diesem  Sinne 
kommt  >a*  —  1  <  nicht  als  Teil  im  Satzgefüge  vor.  Wir  sehen  hieraus, 
daß  ein  Sate  einen  wahren  Gedanken  ausdrücken  kann,  obwohl  er 
Wörter  (> etwas«,  >es«)  oder  Bachstaben  enthalt,  die  nichts  bedeuten. 
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sondern  nur  andeuten,  wenn  diese  Wörter  oder  Buchstaben  den  Zweck 
habeu^  dem  Satze  Aligemeinheit  des  Inhalts  zu  verleihen,  daß  aber  ein 
grammatischer  TeilBatz,  der  solche  Wörter  oder  Bnchstobea  enthält^ 
keinen  Gedanken  ausdrückt,  wenn  die  durch  diese  zu  verleihende  All- 
gemeinheit sich  nicht  auf  den  Teilsatz  besohranken  soll  Dann  besagt 
der  grunmatieelie  Teilsatz  nichtSi  ist  nur  ein  tmeigentlicher  Sat?.;  man 
kann  weder  sagen,  daß  er  gelte,  noch  daß  er  uigfiltig  sei,  falls  man 
nämlich  einen  Satz  ungültig  nennt,  wenn  er  einen  faLichen  Gedanken 
ansdrückt. 

In  «a'^lc  ist  fi*eilich  etwas  BedeutnngBrolles  enthalten,  und 
deBBen  Bedentong  ist  der  Begriff  QuadraiwurMl  an»  1;  aber  das,  was 
diesen  Begriff  beaeichnei,  ist  nidit  das  ganze  »a'—  Ic,  sondern  nur 
das,  was  übrig  bleibt,  wenn  man  >a«  absondert.  Ähnliehes  gilt  von 

Im  aUgemdnsn  können  wir  sagen:  der  uneigeniUche  Bedingongs- 
oder  Folgeaata  drückt  keinen  Gedanken  oder  Sinn  ans,  obwohl  er  Teil 
eines  SatsgelQges  ist,  das  einen  Gedanken  ausdrückt,  und  obwohl  er 
selbst  Teile  haben  kann,  die  einen  Sinn  haben. 

Der  Gebrandk  des  Bnebstabens  »a«  in  diesen  FiUen  ist  übrigens 
gnmds&talich  derselbe  wie  im  Satze 

—  1  =  (a  —  1)  •  (a  +  1)« j 

er  soll  auch  Her  dem  Satae  Allgemeinbeit  des  Inhalts  Terleihen,  und 
daß  wii*  in  jenen  FiUen  zwei  grammatische  Satze  haben,  hier  nur  einen, 
ist  nur  ein  unwesentlicher  Formuntersehied. 

Die  Binsicht  in  die  logische  N»tur  einer  mathonatischen  Theorie 
wird  oft  dadurch  erschwert,  daß  in  scheinbar  selbständige  grammatische 
Sätze  zerrissen  wird,  was  sich  eigentlich  als  einheitliches  Satzgefüge 
darstellen  sollte.  Dies  geschieht  vielfach  ans  stilistischen  Gründen,  um 
ein  Satzungetüm  zu  vermeiden;  aber  man  darf  sich  dadurch  die  Ein- 
ßieiii  Iii  das  Wesen  der  Sache  nicht  verbauen  lassen.  Man  fängt  z.  B. 
so  an:  „Es  sei  a  .  .  dem  njau  freilich  oft  das  unrichtige  „Es  be- 
deute a"  vorzieht.  Sok'he  Sätze  können  mit  verschiedenen  Buch- 
staben teils  der  Ableitung  vorhergehen,  teils  in  sie  eingeschoben 
sein.  So  gelangt  man  endlich  zu  einem  Ergebnisse,  ausgesprochen  in 
einem  Satze,  der  die  Buchstaben  enthält,  die  vorher  scheinbar  erklärt 
worden  sind;  denn  Sätze  wie  „Es  bedeute  a  ,  .  sehen  aus  w  ie  Er- 
klärungen, die  den  Buchstaben  Bedeutungen  verleihni  sullrti  AIut 
dieser  Schein  verschwindet  bei  näherer  Prüfung.  Nehmen  wir  ein  Hei 
spiel!  Das  Satzgefüge  „Wenn  a  eine  ganze  Zahl  ist,  so  ist  a  •  (a  —  1) 
eine  gerade  Zahi'^  kann  in  zwei  scheinbar  selbständige  Sätze  zerlegt 
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werden:  „Es  sei  a  eine  ganze  Zahl  a  •  (a  —  l)  ist  eine  gerade  Zahl". 
Aber  man  kann  den  ersten  nicht  als  eine  Erklärung  des  Buchstaben  »a« 
auffassen,  sodaß  dies  »a«  mit  der  so  erhaltenen  Bedeutung  im  zweiten 
Satze  vorkäme;  denn  dies  *a«r  tritt  in  beiden  Sätzen  an  der  Stelle  eines 
Eigennamens  auf.  Wenn  ihm  also  eine  Bedeutung  gegeben  werden 
sollte,  so  könnte  das  nur  die  ein^s  Eigennamens,  also  ein  Gegenstand 
sein.  Aber  durch  den  Satz  „a  sei  eine  ganze  Zuhl"  kann  dies  nicht 
geschehen;  denn  dieser  ist  kein  Identitäts-,  soiulen]  ein  Subjsiimtions- 
satz.  Man  kann  auch  nicht  sagen,  daß  hienlurch  dcni  zwar  k^ine 
bestimnitf\  aber  eine  unbe.stimnite  Bedeutung  gegeben  werde;  denn  eine 
xmbestinimte  Bedeutung  ist  keine  Bedeutung;  vieldeutige  Zeichen  darf 
es  nicht  geben.  Auch  folgende  Überlegung  zeigt,  daß  man  einen  un- 
eigentlichen Bedingungssatz  nicht  als  Erklärung  eines  darin  vorkommen* 
den  Buchstaben  ansehen  darf.  Unser  Satz  läßt  sich  nämlich  in  die 
Form  bringen:  „Wenn  a  •  (a  —  1)  keine  gerade  Zahl  ist,  so  ist  a  keine 
ganze  Zahl".  Und  wenn  man  hiermit  wie  TOliiin  verfährt,  käme  man 
dahin,  den  Satz  „Es  sei  a  •  (a  —  1)  keine  gerade  Zahl^'  als  eine  Er- 
klarong  des  Buchstaben  »a«  anzusehen;  und  diese  widerspräche  jener 
ersten.  Mui  lasse  sich  also  dadurch  nicht  täuschen;  daß  zuweilen  ans 
stilistischen  Gründen  ein  uneigentlicher  Bedingungssats  in  einer  Form 
auftritt»  in  der  er,  HUchtig  betrachtet,  als  Erklärung  eines  oder  mehrerer 
Buchstabe  erscheint.  Aber  weder  diese  scheinbaren  Erklämngen,  noch 
der  SaiZy  in  dem  das  Endergebnis  ausgesprochen  wird,  sind  eigentliche 
Sätze,  sondern  sie  gehören  als  nneLgentUche  Bedingungssätze  und  un- 
eigentlicher Folgesalas  untrennbar  zusammen,  sodaß  erst  das  aus  ihnen 
bestehende  Ganze  ein  eigentlicher  Satz  ist.  Die  Einsieht  in  den  logischen 
Bau  gewinne  sehr,  wenn  das,  was  sachlich  ein  einziger  eigentlicher 
Satz  ist,  sich  auch  sprachlich  ab  einheitliches  Satzgefüge  darstellte 
und  nicht  in  selbständige  Sätze  zerfiele.  Freilich  nähme  ein  solches 
Satzgefüge  in  nnsem  Wortsprachen  manchmal  eine  ungeheuerliche 
Länge  an,  während  die  Begriffsschrift  durch  ihre  Übersichtiichkeit  zur  * 
Wiedergabe  des  logischen  Grewebes  besser  befähigt  ist. 

Der  Gebrauch  der  Buchstaben  ist  in  allen  diesen  Fallen  eigentlich 
derselbe,  wie  Terschieden  er  auch  scheinen  mag.  Sie  sollen  immer  dem 
Ganzen  Allgemeinheit  des  Inhalts  yerleihen,  wenn  auch  dieses  Ganze 
ans  scheinbar  selbständigen  Sätzen  besteht.  Statt  der  Buchstaben 
können  natürlich  auch  Wörter  wie  „etwas''  „es''  stehen. 

Ein  System  von  allgemeinen  Lehrsätzen,  die  in  ihren  uneigentlichen 
Bedingungssätzen  übereinstimmen,  kann  man  eine  Theorie  nennen.  Da 
man  die  uneigentlichen  Folgesätze  durch  „und"  zu  einem  einzigen  ver- 
binden kaain,  ist  wenigstens  theoretisch  die  Möglichkeit  gegei>en,  die 
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Theorie  in  eirnn  < mzigen  Lehrsatz  zu  verwandeln,  der  aus  uneigenÜichen 
Bedingungssätzen   und  einem  —  im   allgemeinen  zusammengesetzten 

—  nneigentlichen  Folgesatze  besteht,  und  dem  durch  Buchstaben 
oder  entsprechende  Wörter  iVllgemeinheit  des  Inhalte  verliehen  ist. 
Die  uueigentUcheiL  Bedijogougssatze  naoiLt  man  wohl  aach  Yorsiuh 
Betsangen. 

Nim  kann  man  diurch  einen  SoUuA  vom  AUgemeinen  zum  Be- 
sonderen    übergehen.    So   gelangt    man  von    dem   Satze  >a*—l 

-  (a-  1)  •  (a  +  1)<  z.  B.  zu  dem  Satze  »ö''  -  1  -  (ö  -  1)  •  (5  +  1)€ 
und  Ton  dem  Satze 

y  Wenn     —  1^  so  ist     ^  1^ 

zu  dem  Satze 

„Wenn  1'  ^  1,  so  ist  1«  -  l«" 
oder  ancli  zn  dem  Satze 

„Wenn  2«  -  1,  so  ist  2^  =  1« 

Wie  man  sieht  ist  der  äufiere  Yoig^g  hierbei  der,  daß  der  nnr 
andeutende  Buchstabe  dnroh  ein  bedentongsToUes  Zeichen  ersetzt  wird. 
Und  so  ist  es  andi  sonst:  beim  SidilnB  Tom  Allgemeinen  zom  Besonderen 
werden  die  andeutenden  Buchstaben  oder  Wörter  durch  bedeutmigsroUe 
Zeichen  ersetzt  Die  allgemein  bejahenden  oder  Temeinenden  S&tze 
mfissen  Torher  in  die  hypothetische  Form  umgewandelt  werden.  Wir 
sehen  nun  an  unserm  zweiten  Beispiele,  dafi  die  uneigentlichen  Satze 
»o'^l«  und  >a*»l<  dabei  die  eigentlichen  Sätze  »1*— It  und 
»1'  —  1«  oder  auch  die  eigenttiehen  Satze  »2*  —  1«  und  »2*  —  1«  er- 
geben. Daß  letztere  nicht  gelten,  ist  eine  Sache  für  sich.  In  der 
hypothetischen  Yerbindung,  in  der  sie  TOrkommen,  wird  keiner  Ton 
beiden  behauptet,  auch  wenn  das  ganze  Satzgefüge  mit  behauptender 
Ejaft  ausgesprochen  wird.  Wir  sehen  so,  daß  den  uneigentlichen 
Sitzen  y  die  Teile  eines  allgemeinen  Lehrsatzes  —  einer  Theorie  — 
sind,  eigentliche  Sitze  entsprechen,  die  in  einem  Satze  Torkommen,  der 
aus  jenem  durch  einen  Sdiluß  yom  Allgemeinen  zum  Besonderen  ge- 
wonnen ist.  Wenn  nun  einer  dieser  eigentilchen  Sitze,  der  sls  Be- 
dingungssatz erscheint,  schon  als  geltend  erkannt  ist,  so  kann  man  ihn 
weglassen.  So  kann  man  in  dem  Satze  »Wenn  1'  —  1,  so  ist  1*  1« 
den  Bedingungssatz,  naclidcm  man  ihn  als  geltend  erkannt  hat,  "weg- 
lassen, so  daß  in;Lii  nur  den  Folgesatz  »1*=1«  übrig  behält.  In 
Worten  wird  man  den  Übergang  etwa  so  machen:  Da  nun  1^=1  ist, 
80  ist  1*  —  1.  Durch  solche  Schlüsse  kami  man  von  einem  allgemeinen 
Lehrsatze  —  einer  Theorie  —  aus  zu  einem  besonderen  Satze  gelangen, 
der  weniger  Bedingungssätze  enthält.    Dies  Veifahren  nennt  man  wohl 
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die  AnwonHimrr  oiaes  allgememen  LebxsataEes  —  einer  Theorie  —  auf 
eineii  iH'SDiidL'T-n  Fall. 

ist  mm  etwa  das,  was  Herr  Korselt  formale  Theorie  oder  reinen 
Lehrbegrilf  nennt,  ein  allgemeiner  Lehrsatz  oder  eine  Theorie  in  dem 
Sinne,  wie  ich  eben  diese  Wörter  gebraucht  habe?  Es  scheint,  daß 
Herrn  Eorselt  das  wenigstens  vorgeschwebt  habe.  Ich  möchte  an- 
nehmen, daß  vieles  in  seinen  AosfÜknmgen  klarer  erscheint,  wenn  man 
beim  Lesen  das  eben  Bemerkte  im  Sinne  behält.    Er  schreibt: 

„Doch  die  moderne,  immer  mehr  in  die  exakte  Logik  übergehende 
Mathematik  bezeichnet  mit  ihren  Axiomen  (Grundaussagen)  nicht  mehr 
beetimmte  Erfahrungstatsachen  —  sondern  deutet  sie  höchaten»  an,  wie 
in  der  Algebra  ein  Bachstabe  eine  Zahl  nicht  bestimmt,  sondern  an- 
deutet." 

Das  Wort  ^deuten''  scheint  Herr  Korselt  in  dieser  Verwendungs- 
weise TOn  mir  entlehnt  zn  haben.  Der  Vergleich  der  Axiome  mit  den 
Bnehstaben  ist  nicht  glücklich.  Denn  in  der  reinen  Arithmetik  ist  es 
gleid^^tig,  ob  ich  die  Bnehstaben  »a«  »&«  »0«  oder  die  Buchstaben 
»r«  >s«  gebrauche,  imd  jeder  dieser  Buchstaben  gilt  als  eiufeeh. 
Dag^^en  soll  offenbar  jedes  der  Hilbertschen  Axiome  seine  Besonder» 
beit  haben,  die  auf  seiner  besondem  Zusammensetsang  ans  einfachen 
auch  in  andern  Verbindongm  rorkommenden  Zeichen  beruht.  Dag^en 
scheint  der  Vergleich  eines  Hilbertschen  Axioms  mit  einem  nn- 
eigentlichen  Satse,  wie  »a*  1«  nicht  unpassend  zu  sein.  Was  Herr 
Korselt  wahrscheinlich  meint^  würde  ich  so  ansdrücken: 

Die  neuere  Mathematik  —  oder  sagen  wir  einfach:  Henr  Hilbert  — 
yersteht  unter  einem  Axiome  nicht  einen  eigentlichen  Satx,  der  einen 
Gedanken  ausdrückt,  sondern  einen  uneigentliehen,  aus  dem  beim 
Schließen  Tom  Allgemeinen  zum  Besondem  Terschiedene  eigentliche 
Satze  hervorgehen  können,  die  dann  also  Gedanken  ausdrücken. 

Mein  „Gedank^wusdrttcken''  entspricht  hierbei  dem  Eorseltschen 
„bestimmte  Erfahrungstatsachen  bezeichnen''.  Die  Hilbertschen  Axiome 
sind  dann  Teile  eines  allgemeinen  Lehrsatzes,  d«r  sinnToU  ist,  obwohl 
jene  Teile  es  nicht  sind.  Und  nur  als  Tmle  eines  sinnvollen  Ganzen 
sind  jene  Axiome  berechtigt  Sie  erscheinen  als  Bedingungssätze,  wofSr 
man  auch  sagen  kann:  Voraussetzungen,  und  hiermit  stimmt  sehr  gut 
die  Außerunj?  des  Herrn  Korselt: 

„Durcli  (his  Axiom  'Auf  jeder  Geraden  ijibt  es  \venii;stens  zwei 
Punkte-;  ist  auch  nicht  der  outuh)giBclie  Gottesheweis  glänzend  gerefht- 
i'ertigt«.  Denn  dieser  will  ja  eine  Existenz  beweisen,  das  Axiom  setzt 
sie  für  alle  oder  doch  einige  folgende  Sätze  voraus.  Überhaupt  sind 
die  '»Existenzsätze«:  der  exakten  Logik  und  Mathematik  nichts  als  die 
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YorauBfleizungeii  für  gewisw  IkypothetiicheS&tBey  in  deren  »Behftnptoiigeii« 
gewisse  in  diesen  Erjatenasatzen  enr&lmie  Begriffe  nicht  mehr  Tor- 
kommen." 

Ohne  jedes  Wort  za  imterschmben,  kann  ich  doch  hierin  eine 
Bestätigung  des  eben  Termtiteten  finden.  Das  Axiom  setst  die  EjistenB 
für  alle  oder  einige  folgende  Sftigse  Tonus.  Nun  gnt!  es  gehdrt  also 
untrennbar  mit  diesen  zusammen.  Weder  hat  das  Aziosii  noeh  haben 
die  folgenden  S&tse  fttr  sich  einen  Sinn;  sondern  das  Axiom  ist  nn- 
eig^tUcher  Bedingungssatz  nnd  jene  folgenden  Sätze  sind  nneigentlidie 
Folgesätze,  und  diese  uneigentlichen  Sätze  bilden  einen  oder  mehrere 
eigentliche  Sätze,  deren  Teile  sie  sind.  Auch  Herr  Korselt  spricht 
ja  von  hypothetischen  Sätzen  —  das  sind  tbeu  diese  eigentlichen 
Sätze  —  und  von  deren  Voraussetzungen  und  Behauptungen  —  das 
sind  die  uneigentlichen  Bedingimgs-  und  Folgesätze. 

Eine  Widerlegung  meiner  früheren  Ausführungen  kann  hierin 
freilich  nickt  gefunden  werden.  Wenn  Herr  Korselt  im  Gebrauche 
der  Wörter  „Definition"  und  „Axiom"  von  mir  abweicht  und  darauf 
eine  Widerlegung  zu  gründen  versucht,  so  widerlegt  er  etwas,  was  ich 
nicht  gesagt  habe.  Man  kann  jeden  Satz  scheinbar  widerlegen,  wei]u 
niRTi  Rieh  erlaubt^  die  Wörter  so  zu  verstehen^  daß  der  Satz  seine 
Geltung  verliert. 

Mein  Gedankengang  war  folgender:  Wenn  es  erlaubt  ist,  bei  der 
Definition  eines  Begriöes  erster  Stufe  die  Existenz  als  Merkmal  an- 
zugeben, so  kann  dies  auch  bei  der  Definition  des  Begrifles  Crotl,  der 
erster  Stufe  ist,  geschehen,  woraus  dann  die  P]xistenz  unmittelbar  folgen 
wilrde.  Nun  i.st  das  erwähnte  Axiom  nach  Herrn  Hilberts  Auffassung 
ein  Teil  der  Dehnition  des  Punktes,  und  es  wird  darin  die  Existenz 
als  Merkmal  angegeben.  Hiermit  wird  also  das  Recht  in  Anspruch 
genommen,  das  in  einem  andern  FaUe  den  ontologischen  Beweis  er- 
möglichen wflrde.  Ich  wollte  Herrn  Hilbert  hierdurch  zum  Nachdenken 
über  das  veranlassen,  was  er  Definition  nennt  Und  ich  Termutete,  daß 
er  seinen  Gebrauch  dieses  Wortes  als  ganz  yerschieden  von  dem  sonst 
üblichen  erkennen  nnd  vielleicht  in  den  Weg  einbiegen  würde,  den 
Herr  Korselt,  wenn  anch  nicht  mit  klarem  Bewußtsein,  zu  betreten 
scheint.  Diese  Klärung  und  Ent\?icklung,  zu  der  ich  den  Anstoß  geben 
wollte,  ist  nnn  freilieh  bei  Herrn  Hilbert  wohl  gar  nicht  und  bei 
Herrn  Korselt  nur  unToUstandig  erfolgt  Eine  Definition  im  alt- 
hergebnu^ten  Sinne  setzt  nichts  Toraus,  sondern  setzt  etwas  fest  Was 
ich  gesagt  habe,  bleibt  besteheui  wenn  man  das  Wort  j,Definition^  so 
Tersteht,  wie  es  Ton  alters  her  in  der  Mathematik  yerstanden  worden 
ist,  und  wenn  das  Axiom,  wie  Herr  Hilbert  wiU,  ein  Teil  einer 
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Definition  istJ)  Nun  ist  ja  möglicherweise  bei  einem  andern  Sinne 
des  Wortes  „Definition"  Herrn  Hilberts  Veifehren  trotzdem  gerecht- 
fertigt; aber  welcher  Sinn  ist  dabei  anzunehmen?  Yersachen  wir  mit 
fflfe  der  Korseltschen  Aussprüche  darüber  ins  Klare  zu  kommen! 
Znnftohst  ist  jedenüsdle  das,  was  Herr  Hilbert  Definition  des  Punktes 
nennt,  niclit  eine  Definition  im  alten  Sinne  des  Wortee.  Ferner  besteht 
die  Definition  aus  Axiomen,  und  diese  setzen  etwas  Toraiu,  sind  also 
wobi  BedingnngB^tBe  und  zwar  nneigenÜiohe  SStie.  Diese  coige  Ver- 
bindung, in  die  bier  die  Worter  „Axiom^  und  „Definition^  geraten  sind, 
ist  ihrer  uiaprflng^ichen  Gehraudisweise  ganz  firemdL  In  diesem  Sinne 
ist  dann  eine  Definition  nichts  anderes  als  ein  Ganses,  bestehend  aus 
mehraren  duzeh  „und''  verfoundenen  Axiomen,  die  seLbst  wieder  nn- 
eigenÜiche  Sitse  (Bedingungssatze)  sind.  Dann  ist  kein  wesentlicher 
Unterschied  zwiat^en  Definition  und  Axiom  mehr  Torhanden.  Die 
Definition  ist  dann  ebenfiills  ein  nneigenÜicher  Bedingungssatz,  der 
aus  mehreren  durch  ^^und"  Terbondenen  uneigentlidien  S&tzen  besteht 
Ob  mehrere  Ton  den  BedingungssatEen  zu  einem  Ganzen  erst  rereinigt, 
und  dieses  dann  sls  Bedingungssatz  genommen  wird,  oder  ob  man  die 
Bedingungssätze  Tereinzelt  laßt,  ist  unwesentlich.  Man  sieht,  dafi  die 
sogmannten  Definitionen  dann  eigentlich  überflüssig  sind. 

Doch  forschen  wir,  ob  sich  unsere  Vermutung  über  das  Wesen  des 
reinen  Lehrbegriffes  noch  weiter  bestätigt!   Herr  Korseli  schreibt: 

„Die  »arithmetisierte« ,  besser  gesagt:  > rationalisierte«  Mathematik 
richtet  ihre  Grundsätze  nur  so  ein,  daß  gewisse  bekannte  Deutungen 
nicht  auBgoächlüSäcn  sind." 

Die  Grundsätze  werden  hier  wieder  uneigentlicbe  Bedingungssätze 
des  allgemeinen  Lehrsatzes  sein.  Das  Wort  „Deutung"  ist  zu  be- 
anstanden: denn  ein  Gedanke,  richtig  ausgedruckt,  läßt  für  verschiedene 
Deutungen  keinen  Raum.  Wir  hahen  gesehen,  daß  die  Vieldeutigkeit 
durchaus  zu  vorwrrfeu  ist,  und  wie  der  Schein  ihrer  Notwendigkeit  bei 
mangelhafter  iogi.scher  Einsicht  entstehen  kann.  Ich  erinnere  nur  an 
das,  was  ich  über  den  Buchstabengebrauch  oben  S.  377  gesagt  habe. 
Was  Herr  Korselt  mit  ,,Deutun</'  iiifint.  ist  auf  (irund  unserer  Auf- 
fassung des  Korseltschen  reinen  LclirMogiiÜ'es  leicht  zu  erraten.  Wenn 
wir  durch  einen  Schluß  von  dem  all<jemeinen  Lehrsatz^  „Wenn  a  >  1, 
so  ist  >  1"  zu  dem  besondern  ..Wenn  1*  >  1,  so  ist  >  1"  über- 
gehen, so  entspriclit  der  uneigentliche  Satz  ,//  >  1"  dem  eigentlichen 
»2>1«.    Nach  üerrn  Korselts  iledeweise  wird  >2>1«  oder  der 

1)  Freilich  im  alten  Suine  des  Wortes  eetzt  ein  OnmdaatK  weder  etwas 
voraus,  noch  etwas  fest,  sondern  behaaptet  etwas.  Ich  nenne  Grandsats  einen 
Säte,  der  ein  Ajdom*aasdrackt. 
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Gedanke  dieses  Satses  eine  Deatang  Ton  »a>l«  aein.  Ala  ob  der 
allgemeine  6ats  eine  wäcluerne  Nase  wäre,  die  man  bald  so,  bald 
anders  drelien  könnte.  In  Wahrbeit  liegt  keine  Dentang,  sondern  ein 
ScMnß  Tor.^) 

In  einem  nneigentUeben  Saise  mfisaen  Zeicben  Torkommen,  die 
nidits  beieicbnen,  sondern  andeuten.  Welche  sind  das  in  nnserm  FaUe? 
Offenbar  die  Wörter  ,fnxik^,  „Gerade",  ^^bene",  ,^egt  in'',  ^egt  auf, 
j^iegt  Ewiselien''  usw.  Diese  Wdrtor  beseidinak  ako  nicbto  in  der 
Hilbertschen  Geomefarie,  wenn  diese  nach  Herrn  Korselt  ein  reiner 
Lehrbegriff  ist,  und  wenn  wir  den  Sinn  dieses  AusdmckeB  richtig  er- 
faßt haben.  Und  wirklich  sagt  ja  auch  Herr  Korselt,  daß  die  Zeichen 
einer  formalen  Theorie  überhaupt  keine  Bedeutung  haben.  Die  Wörter 
„Punkt''^  ^.Ebene",  usw.  sollen  albo  dazu  dienen,  dem  Lehrsatze  All- 
gemeinheit des  Lihults  zu  verleihen  wie  die  Buchstaben  in  der  Algebra, 
Und  hiermit  stimmt  wieder  sehr  ^ut,  was  wir  oben  festgestellt  haben, 
daß  nämlich  die  Hilbertschen  sogenannten  Definitionen  jenen  Wörtern 
keine  Bedeutungen  gehen.  Wir  sehen  auch  bestätigt,  daß  diese  so- 
genannten Definitionen  keine  Definitionen  sind,  ebensowenig  wie  in 
dem  Satze  „Wenn  a  >  1  ist,  so  ist  >  1"  der  uneigentliche  Satz 
„rt  >  1"  eine  Definition  ist,  Buchstaben,  die  einem  Satze  Allgemeinheit 
des  Inlialts  verleihen  sollen,  werden  nicht  erklärt;  denji  nir  sollen  nichts 
bezeichnen,  sondern  nur  andeuten.  Da  den  Buchstaben  keine  Bedeutungen 
gegeben  werden  sollen,  so  haben  Definitionen,  die  das  als  Zweck  hätten, 
hier  keine  Statt.  Was  zuweilen  so  aussieht  wie  eine  Erklärung  von 
Buchstaben,  ist  in  Wirklichkeit  ein  Bedingungssatz.  So  auch  hier. 
Die  Wörter  ,^unkt",  ^bene"  usw.  werden  hier  wie  Buchstaben  ge- 

1)  Bei  diesei  Gelegenheit  mag  folgender  Aueeprucb  des  Herrn  Kor  seit  be- 
lenclitet  werden: 

„Sllae  desselben  Wortlaata  uoUvn  wenn  mOgUeb  nur  einmal  bewiesen  werden 
mögen  sie  aocb  in  venchiedenen  Gebieten  auftreten 

Ala  ob  68  versehiedene  Sätze  desselben  Wortlauts  geben  dürfe!  Das  wider- 
spricht dem  Gebote  der  Eindeutigkeit,  dem  obersten,  das  von  der  Logik  an  eine 
Sprache  oder  Schrift  gestellt  werden  muß.  ^""enn  SStze  Hesselben  Wortlauts  sich 
unterscheiden,  so  können  sie  es  nur  im  Ciedaukeninhaite.  Wie  soll  es  nun  einen 
emsigen  Beweis  verscbiedener  Gedanken  geben?  Des  sieht  so  aw,  als  ob  der 
blofie  Wortlaut  ebne  Oedankeniabalt  m  beweisen  wftre,  und  daft  diesem  Wortlante 
nachtarilglich  in  Tcrachiedenen  Gebieten  verschiedene  Gedanken  zugeteilt  werden 
sollten.  Unsinn!  Ein  bloßer  Wortlaut  ohne  Gedankeninhalt  kann  überhaupt 
ci<ht  howiesen  werden.  Herrn  Korselt  schwebt  natürlich  der  Fall  vor,  daß  ein 
alJgeuu'iii  r  Satz  liewiesen  wrrch'n  sdll,  aut»  dem  dann  durch  Schlüsse  vom  .Vll- 
gemeineu  zum  Boaondereo  ^üdcr  zum  minder  Allgemeinen)  Sät^e  gewuuiieu  werden, 
die  verscliiedontti  Gebieten  angehören.  Wir  sind  darauf  gefaßt,  ancb  liier  wieder 
Herrn  Korselt  von  Deutungen  reden  sa  hOren. 
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braucht.  Was  wie  eine  Erklärung  solcher  Wörter  aussieht,  ist  ein 
uneigentlicher  Bedinguiii?«satz.  Als  De£jiition  aufgefaßt  genügt  er  auch 
nicht  den  bescheidensten  Aoforderungen  an  eine  solche^  Da  das  Wort 
„Bedingungssatz'^  vollkommen  genügt,  so  ist  nicht  einzusehen,  warum 
daför  die  irre£iähraiiden  Wörter  ^Definition''  und  „Axiom^'  gebraucht 
werden  sollen,  die  von  alters  her  eine  andere  Gebrauchsweise  haben. 
Was  Herr  Hilbert  Definition  nennt^  wird  in  den  meisten  Fällen  ein 
uneigentlieher  BedingongBiatSy  ein  miselbetändiger  Teil  eines  allgemeinen 
Lelixsatzes  sein. 

Bei  dieser  Auffassung  ist  es  nicht  nur  unzweckmäßig  und  unbillig^ 
yon  einer  formalen  Theorie  zu  fordern,  daß  sie  ihren  nach  Art  von 
Eigennamen  und  BegrifiBwörtem  gebildeten  Figuren  eine  bestimmte 
Bedeutung  gebe;  sondem  es  ist  unsinnig,  überhaupt  eine  Bedeutung 
Yon  ihnen  sn  Terlangen;  denn  sie  sollen  nicht  bezeichnende,  sondern 
nur  andeutende  Zeichen  sein. 

Ich  fordere  die  Auflösbarkeit  eines  Systems  Ton  Grundsätzen  nach 
den  in  ihnen  Torkommenden  Unbekannten,  und  zwar  die  eindeutige 
Aufl5sung,  wenn  dies  System  Ton  sogenannten  Grundwtzen  eine  Definition 
sein  soll,  die  den  unbekannten  Zeichen  Bedeutungen  zuerteilt;  denn 
dieser  Zweck  kann  nur  erreicht  werden,  wenn  jene  Forderung  erfEOlt 
isi  Aber  ich  rerlange  durchaus  nichi^  daß  man  alles  definieren  solle; 
ich  Terlange  insbesondere  nicht,  daß  man,  um  etwas  zu  definieren, 
Systeme  ron  sogenannten  Grundsätzen  au&teUen  solle  j  und  ich  Terlange 
am  allerwenigsten,  daß  man  Zeichen,  die  wie  Buchstaben  nur  andeutend, 
nicht  bedeutend  gebraucht  werden  sollen,  überhaupt  erkläre;  denn  das 
hieße  Unsinn  rerlangen. 

Wenn  man  nun  durch  einen  Schluß  TOn  dem  allgemeinen  Lehr- 
satze zu  einem  besonderen  übergeht,  so  entspricht  jedem  uneigentlichen 
Teilsatze  des  ersteren  ein  eigentlicher  des  letzteren.  Diese  eigentlichen 
Sätze  können  nun  Grundsätze  —  Ausdrücke  von  Axiomen  —  im  alten 
und  eigentlichen  Sinne  des  Wortes  sein.  Da  nun  die  Axiome  der 
Euklidischen  Cleometric  wahr  sind,  köniiou  wir  sie  weglassen,  wo 
sie  als  Bedin<^ungcn  vorkommeu.  W  ir  haben  dunii  eine  Aiiweudimg 
des  allixemeineu  Lehrsatzes  gemacht  und  sind  so  zu  einem  Satz  der 
Euklidischen  Geometrie  gekonmien.  Aber  auch  andere  Anwendungen 
sind  möglich;  Herr  Korselt  nennt  sie  fälschlicherweise  Deu- 
tungen. 

Wir  begreifen  jetzt,  wie  die  eigpiitümliehe  Verwirrung  im  Gebrauche 
des  Wortes  „Axiom''  bei  Herrn  Hilbert  entstanden  ist.  Diese  Be- 
zeichnung ist  von  den  eigentlichrn  Sätzen  auf  die  ihnen  entsprechenden 
uneigentlichen  übertragen  worden.    Durch  diesen  Mißbrauch  und  den 
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dee  Wortes  ^^Definition''  ist  die  Eiiuucht  in  die  logische  Natur  der 
Hilbert  sehen  Geometrie  ungemein  erschwert  worden. 

Fahren  wir  in  der  Betrachtung  der  Eorseltschen  Äußerungen 
forti  Wir  lesen  da:  „So  läßt  sich  manchmftl  eine  Reihe  fomuüer 
Sdilfisse  auf  versctiiedene  Weise  deuten". 

Deuten  läßt  sich  rielleicht  ein  Zeichen  oder  eine  Groppe  von 
Zeichen,  wiewohl  die  £indeatigkeit  der  ZeiGhen,  an  der  wir  unbedingt 
festhalten  müssen^  Terschiedene  Deutungen  anaachließt.  Aber  ein 
SohloA  besteht  nicht  ans  Zeichen.  Man  kann  nnr  sagen,  daß  sich  zn- 
weileii  in  dem  Übergänge  von  Zeichengruppen  zn  einer  neoen  Zsiohen- 
gmppe  äußeilich  ein  Schluß  darstellt.  Ein  Schloß  gehört  gar  nicht 
dem  erbiete  der  Zeichen  an,  sondern  ist  eine  UrteilafSllnng,  die  auf 
Gmnd  schon  froher  gefällter  Urteile  nach  logischen  Gesetsen  vollaogen 
wird.  Jede  der  Prämissen  ist  ein  bestimmter  als  wahr  anerkannter 
Gedanke^  und  im  Schlnßnrteil  wird  (^ich&lls  ein  bestimmter  Gedanke 
ab  wahr  anerkannt.  Ffir  Teischiedene  Deutungen  ist  hier  niigends 
eine  Statt 

Was  ist  ein  formaler  Sdüuß?  Man  kann  sagen:  in  gewisser 
Hinsicht  ist  jeder  Schluß  formal,  insofern  er  nach  einem  allgemeinen 
Schlußgesetze  Terlauft;  in  anderer  Hinsicht  ist  jeder  ScUuß  nicht  formal, 
insofern  sowohl  die  Prämissen,  als  auch  der  Schlußsatz  ihre  Gedanken- 
inhalte haben,  die  in  dieser  besonderen  Yerknüpfungsweise  eben  nur 
in  diesem  Schlüsse  Torkommen.  Aber  vielleieht  soll  das  Wort  ,^ormal'' 
hier  anders  yerstanden  werden.  VieUeicht  soU  eine  Beihe  formaler 
Schlflsse  gar  keine  eigentliche  Schlnßkette  sein,  sondern  nur  das  Schema 
einer  solchen.  Die  Deutuug  besf»nde  dann  darin,  daß  eine  Schlnßkette 
angegeben  würde,  die  nach  diesem  Schema  verliefe.  Was  kann  nun 
ein  solches  Schema  nützen?  Vielleicht  dies,  daß  mau  in  einem  ge- 
gebenen Falle  nicht  die  ganze  Schlußkette  zu  durelilaufen  braucht, 
sondern  immittelbar  von  den  ersten  Prämissen  zum  letzten  Schlußsätze 
übergehen  kann.  Dauii  aber  haben  wir  kein  bloßes  Schema  mehr, 
sondern  ©inen  allgemeinen  Lehrsatz. 

Nehmen  wir  beispielsweise  das  Schema: 

„a  ist  ein  6-,  jedes  h  ist  ein  C)  folglich  ist  a  ein  folglich  gibt 
es  ein  e"! 

Selbstverständlich  haben  wir  hierin  keine  Sohlüsf^e;  denn  wir  haben 
kerne  eigentlichen  Sätze,  keine  Gedanken.  Aber  eine  Schlußkette  kann 
nach  diesem  Selipma  verluul'en  und  besteht  dann  aus  zwei  Schlüssen, 
entsprechend  dem  zweimaligen  „folglich".  Das  Schema  an  sich  besagt 
nichts:  aber  es  veranlaßt  Sätze  zu  bilden,  die  etwas  besagen,  zunächst 
folgende: 
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yyWenn  a  ein  (  ist  und  wenn  jedes  &  ein  c  ist»  so  ist  a  ein 

„Wenn  a  ein  c  ist,  bo  gibt  es  ein 

Durch  einen  Schloß  gewinnt  man  ans  ihnen  den  allgemeinen 
Lehnats: 

„Wenn  a  ein  6  ist  nnd  wenn  jedes  6  ein  «  isl^  so  gibt  es  ein  c^. 

Statt  mm  in  einem  gegebenen  Falle  naeh  dem  Schema  der  ScUaßkette 
m  Terfohren^  kann  man  den  allgemeinen  Lehnata  anwenden,  indem  man 
aus  ihm  dmrch  einen  Schluß  Tom  Allgemeinen  zum  Besondern  einen 
SatE  ableitet^  den  man  von  den  nunmehr  erfOUfen  Bedingungen  befreien 
kann.  Das  ist  ja  im  allgemeinen  der  Nutaen  eines  LehrsataeSy  daß  er 
das  Ergebnis  einer  Reihe  Ton  Schlttssen  zum  beliebigen  Gebrauche 
bereit  aufbewahrt.  Wir  sind  auf  diesem  W<^  wieder  zu  etwas  geführt 
worden,  was  Herr  Eorselt  wohl  eine  formsle  Theorie  oder  einen 
reinen  LehrbegiifF  nennt. 

Doch  Terlassen  wir  diese  abstrakten  Betrachtungen,  um  zu  sehen, 
wie  sich  die  Sache  in  der  Hilbert  sehen  Theorie  selbst  macht  Wenn, 
wie  wir  angenommen  haben,  die  Wörter  |,Punkf  ,  j|,6erade''  usw.  nichts 
beaeidmen,  sondern  nur  Allgemeinheit  Teildhen  solloi  wie  die  Buch- 
staben in  der  Aritfametiky  so  wird  es  zur  Einsieht  in  den  wehren  Sach^ 
verhalt  sehr  nützlich  sein,  wirklich  Buchstaben  für  diesen  Zweck  zu 
gebrauchen.  Wir  wollen  demnach  folgendes  festsetzen.  Statt  „der 
Punkt  A  liegt  in  der  Ebene  wollen  wir  sagen:  ,,A  steht  in  der 
^)-Bezieliuiig  zu  t^tutL  „der  Puukt  A  liegt  auf  der  Gerade  r/'"  ^vüllen 
wir  sagen:  yyA  steht  in  der  (/-Beziehung  zu  a".  Statt  j^A  ist  ein  Punkt" 
wollen  wir  sagen:  ,,.1  ist  ein  77". 

Das  Ililbertsche  Axiom  I  1  spricht  sich  nun  so  aus: 

„Weuü  ^1  ein  77  ist  und  wenn  ß  eiu  77  ist,  so  gibt  es  etwas,  zu 
dem  sowohl  A,  als  auch  7^  in  der  ^-Beziehung  steht." 

Hier  sind  zwei  Allgemeinheiten  zu  unterscheiden.  Die  durch  die 
Buchstaben  ^A^  und  >5«  bewirkte  beschränkt  sich  auf  dies  Pseudo- 
axiora*),  wahrend  die  durch  »77«  und  »g«  bewirkte  sich  auf  einen 
allgemeinen  Lehrsatz  (reinen  Lehrbegriff,  formale  Theorie)  erstreckt, 
von  dem  dies  Pseudoaxiom  nur  ein  unselbständiger  und  für  sich  allein 
sinnloser  Teil  ist. 


1)  Dieser  Ausdruck  mag  Auätoß  erregen.  Die  Allgemcinhpit  kann  man 
»agen  gehört  doch  dem  Gedankeninhalte  des  Satzes  an,  wie  kann  hier  bei  einent 
uneigentlichen  Satze  davon  die  Kede  sein,  der  gar  keinen  Gedanken  ausdrückt? 
Eb  ist  eo  wa  vetstehea,  dafi  die  durch  » und  ».D«  bewirkte  Allgemeinheit  dem 
Inhalte  jedes  eigenüiohen  Öatses  sakommeii  soll,  der  ans  diesem  Psendoaziome 
dadurch  hervorgeht,  daß  man  die  nnr  andentenden  Bndhstaben  »J7«  und  »g»  durch 
bezeichnende  Zeichen  ersetst. 
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Das  Hilbertscbe  Axiom  16  (15)*)  ist  nim  so  auszuspredieii: 

„Wenn  A  toxi  B  vm^hieden  U^,  wenn  A  nnd  B  za  a  in.  der 
p-Braielitmg  stehen  und  wenn  A,  B  und  t7  su  a  in  der  g-Besiehnng' 
stehen,  so  steht  C  za  «  in  der  jp-Beziethiuig;'' 

Die  dnreh  die  Buchstaben  »^«,  »B«,  »C«,  »ac  nnd  »ac  bewirkte 
Allgemeinheit  beschiinkt  sieh  anf  dies  Pseudoaxiom. 

Das  Hilbertsche  Axiom  17  (16)*)  sieht  nun  so  ans: 

„Wenn  Ä  sowohl  zu  a,  als  auch  zu  ß  in  der  7;- Beziehung  steht, 
PO  gibt  es  etwas  von  A  Verschiedenes,  was  sowohl  zu  a,  als  auch  zu  ß 
in  der  ;)-Beziehiiug  steht." 

Die  durch  die  Buchstaben  »J^«,  >a«  und  j>ß*  bewirkte  Allgemein- 
heit beschrankt  sich  auf  dies  Pseudoiixiora. 

Wir  bedürfen  nun  noch  eines  Peeudoaxioms  Z",  das  bei  Herrn 
Hilbert  nicht  vorkommt  und  das  wir  so  aussprechen: 

JT.  „Wenn  A  zu  a  in  der  ^j-Beziebuiiii;  steht,  so  ist  A  ein  77". 

Hier  bescbränkt  sich  die  durch  die  Buchstaben  >.-l<'  und  »«<  bewirkte 
Allgemeinheit  auf  dies  Pseudoaxiom.  Die  Buchstaben  '>/7<'  ,  \>>v  und  »q'< 
b(Ml eilten  weder  etwas,  noch  sollen  sie  den  einzelnen  Pseudoaxiomen 
Allgemeinheit  des  Inhalts  verleihen;  daher  drücken  diese  keine  Ge- 
danken aus,  sondern  sind  für  sich  allein  sinnlos.  Darum  füge  ich  das 
„Pseudo'*  hinzu.  Denn  in  deu  eigentlichen  Grundsätzen  muß  man  Ge- 
danken haben.  Die  Buchstaben  '*'77^,  '^p^  und  ^>q<  sollen  zwar  auch 
eine  Allgemeinheit  bewirken;  aber  diese  soll  sich  auf  einen  Lehrsatz 
erstrecken,  Ton  dem  die  Pseadoaxiome  uueigentliche  Bedingungs- 
sätze sind. 

Ein  Vorteil,  scheint  mir,  springt  bei  dieser  Weise,  die  Hilbert- 
sdien  Pseudoaxiomc  wiedeszngeben,  sofort  in  die  Augen,  nämlich  daß 
niemand  sich  einbilden  wird,  er  verstehe  ein  solches  Pseudoaxiom,  er 
finde  in  ihm  einen  Gedanken  ausgedrückt,  während  doch  in  Wahrheit 
nichts  Wesentliches  geändert  ist  dadurch,  daß  man  statt  der  Ausdrücke 
,,Fimkt'%  „liegen  in'',  „liegen  auf"  Buchstabe  gebraucht,  sofern 
wenigstens  diese  Ausdrücke  nichts  bedeuten,  sondern  wie  die  Buch- 
staben einem  reinen  Lehrbegriffe,  um  mit  Herrn  Korselt  zu  reden, 
Allgemeinheit  verleihtti  sollen.')  Wenn  nun  diese  Pseudoaziome  in 
der  Hilbertschen  Fassung  den  Eindrack  des  SinnToUen  machen,  so 
liegt  das  offenbar  daran,  daß  wir  von  der  Euklidischen  Gfeometrie  her 

1)  Das  Eingeklftinmerte  bezieht  sieh  auf  die  erat^^  A\)flage. 

2)  Aber  auch  dann,  wenn  die  Hilbertschen  Axiome  den  Wörtern  „Punkt"  ubw. 
Bedeutungen  verleibeu  Kollten,  wUre  nichts  Wesentliches  geändert;  denn  diese 
Mlbm  Bedeatimgen  wOiden  nun  den  Buchstaben  »JT«  nsw.  TSrlielien.  Erhalten 
diese  Buchstaben  dadurch  keine  Bedeutnngm,  so  auch  nicht  joie  Wflrtor. 
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gewohnt  sind,  mit  jenen  Wörtern  ,,Puiikt^,  i^liegen  in^'  luw.  einen  Sinn 
zu  Terbinden,  und  daß  wir  dies  nicht,  wie  wir  müßten,  vergessen,  wotin 
wir  ans  mit  den  Hilbert  sehen  Grundlagen  besohUftigen.  In  der  Tat 
müssen  wir  uns  hierbei  auf  den  Standpunkt  von  Leuten  stellen,  die  nie 
etwas  Ton  Punkten,  Ebenen  n«w.  gehört  haben;  nnd  daa  gelingt  uns 
Bchleeht.  Viel  beeser  gelingt  es  ims  mit  Zeicheni  mit  denen  wir  in 
der  Tat  noeh  keinen  Sinn  Terbnnden  haben.  Sachlich  aber  ist  ee 
einerlei. 

Barans,  daß  die  Pseudoaziome  nicht  Gfedanken  ausdrücken,  folgt 
ferner,  daß  sie  nicht  Ftftmissen  einer  Schlußkette  sein  können.  Eigent> 
lieh  wird  man  ja  flberhaupt  nicht  Satze  —  Gruppen  von  hörbaren  oder 
sichtbaren  Zeichen  —  PtAmissen  nennen  können,  sondern  nur  die  in 
ihnen  ansgedröekten  Gedanken.  In  den  Pseudoaziomen  haben  wir  nun 
gar  keine  Gedanken,  also  auch  keine  PriUnissen.  Wenn  also  Herr 
Hilbert  scheinbar  doch  seine  Axiome  als  Piimissen  Ton  Schlflssen  be- 
nutzte  wenn  er  scheinbar  Beweise  auf  sie  gründet^  so  können  das  eben 
nur  Seheinschlflsse,  Seheinbeweise  sein. 

Nun  mag  man  etwa  fulgende  AufÜMBung  yersuchen.  Die  Scfalfisse 
können  rein  formal  ausgeftLhrt  werden  so,  als  ob  die  Buchstaben  >i7«, 
^q€  bedeuiungSToll  wären;  denn  was  sie  etwa  bedeuten,  ist  ja  für 
die  Richtigkeit  des  Sehlusses  einerlei  Setst  mau  nun  für  diese  Buch-  - 
Stäben  bedeutungsroUe  Zeichen  der  Art  ein,  daß  aus  den  Pseudoaxiomen 
dadurch  wahre  Sätze  hervorgehen,  so  wird  auch  aus  dem  sogenannten 
Schlußsaize  ein  wahrer  Satz  hervorgehen. 

Führen  wir  das  einmal  beispielsweise  durch!  Zunächst  gewinnen 
wir  aus  nnsern  PBinidoaxionien  I  1  und  Z"  den  uneigentlichen  Satz: 

„Wenn  sowohl  ,1,  al;  au*  L  Jj  /.u  u  m  der  7;- lieziehung  steht,  so 
gibt  es  etwas,  zu  dem  sowohl  A,  als  auch  ]J  iu  der  ^-Beziehung  steht", 

A 

Ferner  gewinnen  wir  aus  I G,  indem  wir  es  mit  sich  selbst  ver- 
binden, den  uneigeutlicheu  Satz: 

„^Venn  A  von  H  veix-hieden  i.st  und  soTN  ohi  Ay  als  auch  3  so- 
wohl zu  a,  als  auch  zu  {i  in  der  ;;-Beziehuuu^  .■^teht,  und  wenn  yl,  Ii 
und  C  zu  n  in  der  9  Beziehung  stehen,  so  steht  C  sowohl  zu  a,  als 
2U  !^  lu  der  ;^ -Beziehung".  B 

Hieraus  leiten  wir  weiter  den  uneigeutlichen  Öutz  ab: 

„Wenn  A  von  B  verschieden  ist  und  sowohl  .1,  als  auch  JB  sowohl 
zu  ff,  als  auch  zu  /?  in  der  Beziehung  steht,  uud  wenn  es  etwas  gibt, 
zu  dem  sowohl  A,  als  auch  U  iu  der  7  Beziehung  fteht,  so  gibt  es 
einen  '^regenstand  der  Art,  daß  was  zu  ihm  in  der  Beziehung  steht, 
sowohl  zu     als  auch  zu     in  der     Beziehung  steht^.  T 
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Hieraus  und  sob  dem  eben  gefundenen  A  erhalten  wir  den  nn* 
eigentlichen  Satz: 

,,Wenn  A  Ton  B  Tenchieden  ist  und  sowohl      als  anch  B  sowohl 
als  auch  zu     in  der  |>-6eziehimg  steht,  so  gibt  es  einen  Gegen- 
stand der  Art,  daß  was  zn  ihm  in  der  ^-Beziehung  steht,  sowohl  zu 
als  auch  zu  /3  in  der  ^9-Beziehung  steht"  ^ 

Hieraus  leiten  wir  weiter  den  uncigentliehea  Satz  ab: 
„Wenn  A  sowohl  zu  et,  als  auch  zu  \i  in  der  /?- Beziehung  steht, 
und  wenn  es  etwas  von  A  Yerschicdeues  gibt,  das  sowohl  zu  «,  als 
auch  zu  ^  in  der  Beziehung  steht,  so  gibt  es  einen  G^eoetand  der 
Art,  daß  was  zu  ihm  in  der  g-Beziehnng  steht»  sowohl  zu  als  auch 
zu  /3  in  der  j)- Beziehung  steht''.  E 

Verbinden  wir  nun  hiemit  unser  Pseudoaxiom  1 7,  so  erhalten  wir: 
yyWenn  A  sowohl  zu     als  auch  zu  /}  in  der  j»>Beziehung  steht, 
so  gibt  es  einen  Gegenstuid  der  Art,  daß  was  zu  ihm  in  der  ^-Be- 
ziehung  steht,  sowohl  zu     als  auch  zu  /)  in  der  J7-Beziehung  steht". 

Z 

Und  weiter  gewinnen  wü  hieraus  den  uneigentlichen  Satz: 
„Wenn  es  etwas  gibt,  was  sowohl  zu     als  auch  zu  /}  in  der  fi- 
Beziehung  steht,  so  gibt  es  einen  Gegenstand  der  Art,  daß  was  zu  ihm 
in  der  f^-Bezidiung  steht,  sowohl  zu  «,  als  auch  zu     in  der  jp-Be- 
ziehung  steht".  IT 
Bei  Herrn  II  üben  üudeu  wir  dafür  den  Wortlaut: 
„Zwei  Ebenen  haben  keinen  Punkt  oder  eine  Gerade  gemein". 

Ohne  uns  darüber  aufzuregen,  daß  unser  eigner  Wortlaut  bedeutend 
langer  als  der  Hilbertsche  ist,  fragen  wir:  ist  das,  was  wir  soeben 
hergestellt  haben,  wirklich  eine  Schlußkette?  Offenbar  nicht;  denn  die 
Glieder  sind  nur  uneigentliche  Sätze,  ebenso  wie  der  Schlußsatz.  Keiner 
Ton  allen  enthält  einen  Gedanken.  Aber  ebensowenig  hätten  die  Sätze 
einen  Sinn,  die  man  erhielte,  wenn  man  statt  unserer  Buchstaben  die 
Hilbertschen  Wörter  „Punkt",  „liegen  in"  usw.  gebrauchen  wollte, 
▼orausgesetzt,  daß  diese  Wörter  eb^sowenig  einen  Sinn  haben  sollen 
wie  unsere  Buchstaben.  Was  sollen  aber  alle  diese  Scheinschlflss^  was 
soll  diese  ganze  Bew^pmg  durch  uneigentliche  Sätz^  wenn  der  zuletzt 
gewonnene  Satz  ebenso  wie  die  vorhergehenden  sinnlos  ist?  Nun,  er> 
inn«rn  wir  uns,  daß  uneigentliehe  Sätze  zwar  einzehi  kerne  Gedanken 
ausdrucken,  daß  sie  aber  Teile  eines  sinnyollen  Ganzen  sein  können. 
Wir  dürfen  uasre  Pseudoaxiome  nicht  als  selbständige  Sätze  behandeln, 
die  wahre  Gedanken  enthalten  und  so  als  Grundsteine  unsres  logischen 
Aufbaues  dienen  können,  sondern  wir  mfissen  sie  als  uneigentliäie  Be- 
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dingugMitse  mitführen.   Statt  vwns  uneigeiitliclieii  Satses  A  luhben 
wir  nun  m  flehreiben: 

Falls  allgemein  hinsichtlioli  Ä  und  «  gilt 

wenn  ^  zn  a  in  der  p -Beziehung  steht,  so  ist  A  ein  ii, 
und  falls  allgemein  hinsichtlich  Ä  und  B  gilt 

wenn  Ä  ein  77  ist  und  wenn  B  ein  77  ist,  so  gibt  es  etwaa,  zu  dem 
sowohl  A,  als  auch  B  in  der    Beziehung  stehi^ 

so  gilt  allgemein  hinsiehtlieh  A,  JB  und  « 

wenn  sowohl  A,  als  auch  B  za  ee  in  der  ji-Beziehung  steht,  so  gibt 
es  etwas,  zu  dem  sowohl  A^  als  auch  B  in  der  ^-Beziehung  steht. 

Hierin  hahon  wir  einen  Satz,  der  einen  (redanken  ausdrückt;  aber  wir 
haben  auch  nnr  einen  ein/i^eu  Gedanken  darin;  die  Teile,  die  sich 
grammatisch  als  Sätze  darstt  Ueu,  sind  nur  uneigentliche  Sätze.  Die 
Buchstaben  »JI^,  ^j»^,  verleihen  dem  ganzen  Satze  Allgemeinheit 
des  Inhalts,  während  die  durch  die  Buchstaben  ^Ä- ,  >I{  ,  -a«  be- 
wirkte Allgemeinheit  sich  immer  auf  einen  der  drei  uneigentliehen 
Teilsatze  bezieht,  die  eingerückt  sind.')  Hieraus  wird  .sicli  klar  erkennen 
hissen,  wie  die  nneigentlichen  Teilsätze,  obwohl  vereinzelt  sinnlos,  doch 
einen  Satz  bilden  können,  der  einen  (jedanken  ausdrückt. 

Ebenso  wird  man  die  übrigen  uneigentliehen  Sätze,  die  in  unsrer 
Scheinschlußkette  vorkommeOy  durch  unsre  Pseudoaxiome  als  Bedingungs- 
sätze ergänzen  müssen,  um  eigentliche  Sätze  zu  erhalten.  Aus  unsrer 
Scheinschlußkette  erhalten  wir  eine  wirkliche.  Dann  erst  haben  wir 
eigentliche  Prämissen  und  eigentliche  Schlußsätze.  So  wird  dann  schließ- 
lich auch  unser  uneigentlicher  £ndsatz  U  durch  unsre  vier  Pseudoaxiome 
ergänzt  werden  müssen,  die  dabei  als  uneigentUche  Bedingungssätze 
auftreten  werdoi.  Und  so  werden  wir  denn  auch  einen  Endsatz  er- 
halten, der  wirklich  einen  Gedanken  enthält.  Freilich  wird  dieser  £nd- 
?atz  recht  umfangreich;  aber  erst  durch  diese  Er^iiznnp:  gewinnt  man 
die  volle  Einsicht  in  den  logischen  Zusammmhang.  Wir  wollen  uns 
deshalb  die  Mühe  nicht  verdrießen  lassen,  diesen  Satz  au&ustellen. 
lümehe  ünklsrheiten  in  der  Mathematik  scheinen  ja  durch  unnStige 
Sparsamkeit  mit  Druckerschwärze  und  durdi  eine  falsche  Eleganz  Ter- 
schuldet  zu  werden.  Der  Grundsatz,  mit  möglichst  geringen  Mitteln 
mdglichst  viel  zu  erreichen,  ist  ja,  richtig  verstanden,  gewiß  zu  billigen; 
nur  sind  die  Mittel  nicht  nach  dem  Verbrauch  von  Druckerschwfirze 
abzuschätzen.  Statt  unseres  frOheren  uneigentlichen  Satzes  H  erhalten 
wir  nun  folgenden  Schlußsatz: 

1)  Vgl.  Änm.  auf  Seite  SS8. 
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Falls  allgemein  hinsiclitlich  A  und  a  gilt 
wenn  A  va  tt  in  der  jhBesiehimg  steht»  so  ist     ein  H, 
und  fi&Us  allgemein  hinsiclitlioli  A  und  B  gilt 

wenn  J.  ein  77  ist  und  wenn  B  ein  77  ist^  so  gibt  es  etwas,  zn  dem 
sowobl  Aj  als  aneli  B  in  der  ^-Beziehung  steht, 

falls  auch  callgemein  hinsichtlich  A,  B,  C^a  und  u  gilt 

wenn  A  von  i>  verschieden  ist,  weuu  A  und  B  zu  «  in  der  /)-Be- 
ziehung  stehen  'und  wenn  A,  B  und  C  zu  a  in  der  ^-Beziehung 
stehen,  so  steht  C  zu  a  in  der  2>-Beziehung, 

falls  auek  allgemein  hinsichtiich  A^  a  und  ß  gilt 

wenn  A  sowohl  zu  a,  als  andi  za  ß  in  der  |)-Beziehung  steiht,  so 
gibt  es  etwas  von  A  YenehiedmSy  was  sowohl  sn      als  auch  zn 
in  der  j>-Beziehnng  steht, 

so  gilt  allgemein  hinsichtlich  «  nnd  ß 

wenn  es  etwas  gibt,  was  sowohl  zu  a,  als  auch  zu  ß  in  der 
l^ßeisiehuug  steht,  so  gibt  es  einen  Gegenstand  der  Art,  daß  was  zu 
ihm  in  der  g-Beziehuug  steht,  sowohl  zu       als  auch  zu  ^  in  der 
Beziehung  steht. 

Die  eingerückten  uneigentlichen  Sätze  sind  teils  unsere  Psendo* 
aziome,  teils  unser  früherer  uneigentlicher  Schlußsatz,  die,  wie  wir 
sehen,  nur  unselbständige  Teile  des  eigentlichen  Schlußsatzes  sind,  der 
allein  einen  Gedanken  ansdrüclct.  Die  durch  die  Buchstaben  »^«,  »JBk, 
»C«,  »a«,  »a«  nnd  »ß<(.  bewirkte  Allgenieiuheit  beschränkt  sich  jedes 
Mal  auf  den  eingerückten  uneigentlichen  Teilsatz,  in  dem  sie  yorkommeu, 
während  die  durch  »77«,  bewirkte  Allgemeinheit  sich  auf 

den  ganzen  Satz  erstreckt.    Wir  sehen  nun,  was  eigentlich  bewiesen 
worden  ist.   Dies  ist  aus  dem  Schlußsatze  des  Herrn  Hilbert 
jyZwei  jßbenen  haben  keinen  Punkt  oder  eine  Gonde  gemem^ 

nicht  zu  erkennen;  denn  hier  ist  so  gut  wie  alles  unbekannt,  wenn 
wir  die  Wörter  nicht  im  Euklidischen  Sinne  yerstehen  sollen. 

Fahren  wir  fort^  die  Ausführungen  des  Heixn  Korseit  darauf  hin 
zu  prüfen,  wie  sie  mit  unserer  AufiTassung  seinw  formalen  Theorie 
fibereinstimmen.  Wir  lesen  nun  auf  S.  403: 

„Man  luuli  nun  solche  formale  Theorien  (/^reiue  Lehrbepriffe«) 
unterscheiden,  die  sich  aui'  anderweitige  Erlebnisse  beziehen  hissen  und 
solche,  von  denen  bisher  eine  derartio-o  Zuordnung  nicht  bekannt  ist." 

Waä  Herr  üorselt  hier  „beziehen  auf  anderweitige  Erlebnisse'* 
und  „Zuordnung"  nennt,  ist  offenbar  dasselbe,  was  er  vorher  „deut^Mi", 
„Deutung''  genannt  hat,  und  es  ist  nichts  anderes,  als  ein  Schließen 
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vom  Allgemeinen  aufs  Besondere.  Wenn  es  also  möglich  ist,  dnrch 
einen  solchen  Schluß  von  dem  allgemeinen  Lehrsatze  zu  einem  bo- 
süuderen  der  Art  zu  crelf^ngen,  daß  in  ihm  die  RediiitnnigRfHtze,  <lie 
den  un eigentlichen  Bedingungssätzen  des  allgemeinen  öatzes  entsprechen^ 
eigentliche,  und  zwar  geltende  Sätze  sind,  so  wird  Herr  Korselt  sagen, 
daß  die  formale  Theorie  (unser  allgemeiner  Lehrsatz)  sich  auf  ander- 
weitige Erlebnisse  beziehen  lasse,  daß  er  sich  anderweitig*'!!  Erlebnissen 
zuordnen  lasse,  und  dies  ist  wohl  auch  die  GegeuslÄudiichkeit,  von 
der  er  im  Folgenden  spricht: 

yjDie  »Gegenständlichkeit«  und  umsomelir  die  Widerspmchslosigkeit 
emes  reinen  Lehrhegriffes  wird  immer  und  notwendig  durch  Darbietung 
▼on  G^egenstliideii  naohgewieeen;  auf  welche  die  Gnindaiiasagen  passen.^ 

Man  wird  dies  mm  ungefähr  Terstehen  kdnnen.   Es  sei  z.  B.  der 
allgemeine  Lehrsatz  (die  formale  Theorie,  der  Lehrbegriff)  folgender: 

,;Wemi  a  eine  Quadratwurzel  aus  1  ist,  so  ist  a  eine  Biquadiai- 

Wurzel  aus  L" 

Durch  einen  Schluß  vom  Allgememen  zum  Besonderen  leiten  wir 
aus  ihm  folgenden  ab: 

,,Wenn  1  eine  Quadratwurzel  aus  1  ist,  so  ist  1  eine  Biquadrat-  . 
Wurzel  ans  1." 

Und  hier  (st  mm  nach  Herrn  Korselts  Bedeweise  ein  Gegenstand, 
nämlich  1  dargeboten,  auf  den  die  Gnmdaussage  paßt,  da  ja  1  eine 
Qnadratwuizel  aus  1  ist.  Und  damit  ist,  am  mit  Herrn  Kor  seit  an 
reden,  die  G^enstandlichkeit  und  umsomehr  die  Widerspruchslosigkeit 
miseres  reinen  Lehrhegriffes  nachgewiesen.  In  dem  Torhin  betrachteten 
Beispiele  aus  der  Hi Iberischen  Geometrie  ist  die  Sache  freilich  nicht 
ganz  so  einfach,  indem  nicht  nnr  ein  einziger  uneig^tUcher  BedingongS' 
satz,  sondern  mehrere  vorkommen,  indem  auch  nicht  nur  ein  einziger 
Buchstabe,  scmdem  drei  (»77c,  »jp«,  »g«)  erscheinen.  Femer  haben  wir 
den  Unterschied,  daß  diese  Buchstaben  nicht  GegenstEnde  andeaten, 
oder  wie  man  auch  sagen  kann,  Eigennamen  yertreten,  sondern  teils 
Begriffe,  teils  Beziehungen.  Gegenstände  können  hier  also  nicht 
dargeboten  werden,  sondm  ein  Begriff  nnd  Beziehungen,  weil  auf 
Gegenstände  die  sogenannten  Grundanssagen  nicht  passen  können.  Es 
ist  aber  ein  Schluß  TOm  Allgemeinen  zum  Besonderen  in  der  Wttse 
möglich,  daß  an  die  Stelle  Ton  »17«,  »Punkt«,  an  die  Stelle  Ton  »steht 
in  der  p  Beziehung  zu«,  >iiegt  in  äcr  Ebene«,  an  die  Stelle  von  »steht 
in  der  ^-Beziehung  zu«,  »liegt  auf  der  Gerade*?  tritt,  wobei  diese  Aus- 
drücke im  Euklidischen  Sinne  zu  verstehen  sind.  Aus  unsern  Pseudo- 
axiomen  erhalten  wir  dann  eigentliche  Grundsätze,  die  Axiome  aus- 
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drücken;  und  dies  ist  die  Darbietimg  eines  Begriffe  und  von  Beziehungen, 
durch  die^  um  mit  Herrn  Eorselt  zu  reden,  die  Gegenständlichkeit^) 
unseres  reinen  Lehrbegriffes  (allgemeinen  Lehrsatzes)  nachgewiesen 
wird.  Hierbei  ist  aber  zu  betonen,  daß  unser  Lehrsatz  bewiesen  and 
und  also  wahr  ist  ganz  unabhängig  Ton  dem  Nachweise  dieser  so- 
genannten Gegenständlichkeit.  Es  ist  also  ganz  richtig,  was  Herr 
Eorselt  sagt,  man  dürfe  von  einem  reinen  Lehrbegriffe  nicht  Ton 
Tornherein  Gegenständlichkeit  verlangen.  Ancli  folgender  Ausspmoh 
trifft  ungefähr  das  JEtichtige,  wenn  auch  dabei,  wie  es  scheint,  eine 
Yerwechslnng  nntergelanfen  ist,  auf  die  spftter  zurückzukommen  sein  wird: 

,^Uag  man  ihn  (den  reinen  Lehrhegriff)  denn  auch  »leeres  Zeichen- 
spiel,  nichts  bedeutende  und  dergldchen  nennen,  als  streng  gesetzlicher 
Zusammenhang  von  Sätzen  hat  er  keine  besondere  »Würde«  mehr  ndtig.^ 

In  der  Tat:  mehr  Würde,  als  ihm  dadurch  zukommt,  daß  er  einen 
wahren  Gedanken  ausdrückt,  hat  ein  allgemeiner  Lehrsatz  nidit  nStig. 
Das  Einzage,  woran  ich  hierin  Anstoß  nehme,  ist  der  Ausdruck  „von 
Sätzm".  Unter  einem  eigentlichen  Satze  Terstehe  ich  den  Ausdru^ 
eines  Gedanken,  also  etwas  Sinnliches,  eine  Folge  von  Worten,  die 
gehört,  oder  eine  Gruppe  yon  Zeichen,  die  gesehen  werden  können. 
Auch  Yon  den  uneigentlichen  Sätzen  gilt  dies  Letzte.  Ein  Zusammen- 
hang von  eigentlichen  oder  uneigentlichen  Sätzen  wird  einer  Grammatik 
angehören.  Herr  Korselt  unterscheidet  nicht  streng  zwischen  dem 
Äußern,  dem  Sinnlichen  und  dem  Gedankeninhalte.  Iiier  wird  er 
einen  Zusammenhang  der  Gedanken  meinen;  aber  auch  darum  kann  es 
sich  hier  nicht  handehi,  weil  wir  hier  uneigentliche  Sätze  haben,  von 
denen  keiner  einen  Sinn  hat.  Das  hier  Gemeinte  bedai-f  also  noch  eines 
genaueren  Ausdrucks,  wobei  freiiich  eine  Neuprägung  erforderlich  wäre. 

Sonst  aber  bin  ich  einv'erBtandtn,  insbesondere  auch  Uaiuit,  dab 
die  Gegenständlichkeit  in  dem  vorhin  angegebenen  Sinne  nicht  nötig 
ist,  am  dem  Satze  einen  Gedankeuiiihalt  zu  sichern.  Anders  läge  die 
Sache  freilich,  wenn  die  Wörter  ,,i'iiukt",  „liegen  in"  usw.  nicht  an- 
deutrinl  gebraucht  werden  sollen  wie  Buchstaben,  um  einem  Satze 
Allu'  n  ( mheit  des  Inhalts  zu  verleihen,  sondern  als  bedeutungsvolle 
BegnÜH-  und  Beziehungswörter.  Dann  muß  natürlich  ein  Begriff  dar 
sein,  der  mit  dem  Worte  „Punkt"  uud  eine  Beziehung,  die  mit  dem 
Aasdruck  „ÜPgt  in"  bezeichnet  wird. 

Aber  ein  Mißverständnis  scheint  mir  hier  vorzuliegen.  Der  Vor- 
wurf, ein  leeres  Zeichenspiel  zu  sein,  kann  man  mit  Recht  gewissen 
formalen  Theorie  machen,  die  aher  ganz  verschieden  sind  von  all- 

1)  AUwdingfi  paßt  dies  Wort  in  diegem  Jalb  jiicht  ganz. 
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gemeinen  Lehrsätzen  der  hier  betrachteten  Art  Denn  in  einem  Bolchen 
haben  wir  immer  einen  Sinn.  Jene  andern  formalen  Theorien  jedoch 
verfahren  nach  der  Methode  des  Dr.  Eisenbart.  Da  der  Sinn  zaweilen 
Schwierigkeiten  macht,  treibt  man  ihn  kurz  entschlossen  ganz  aus  und 
behält  dann  natürlich  die  entseelten  Zeichen  zurück.  Der  Urheber 
einer  solchen  Theorie  will  mit  seinen  Zeichen  keine  Gedanken  aus- 
drücken, sondern  nur  nach  gewissen  Kegeln  spielen.  Also  kaun  t's 
sich  dabei  ^rnicht  um  Wahrheit  handeln.  Das  Wort  Theorie"  ist 
dabei  eigentlich  unpassend;  man  sollte  „Spiel"  sagen.  So  wäre  es 
wenigstens  bei  folgerechter  Durehfühning;  aber  daiun  fehlt  es  immer; 
man  will  den  Pelz  waschen,  ohne  ihn  naß  zu  machen.  Man  eutleeii 
die  Zeichen,  um  unbequemen  Fragen  zu  entgehen;  aber  die  Zeichen 
dann  auch  wirklich  als  leer  anzuerkennen,  sträubt  mau  sich.  So  ver- 
stri<'kt  man  sich  in  eine  Wildnis  von  Widersprüchen.  Was  wir  bisher 
formale  Theorie  genannt  haben,  ist  etwas  mnz  anderes.  Zwar  be- 
nutzen wir  auch  Zeichen,  die  keine  Bedeutung  haben;  aber  die^*'  tragr-a 
zum  üedankenausdrucke  in  bekannter  Weise  l)ei.  Mit  hiuter  Bucli- 
staben  ohne  bedeutungsvolle  Zeichen  einen  Gedanken  auszudrücken,  ist 
unmöglich.  In  jenen  zu  verwerfenden  sogenannten  formalen  Theorien 
sind  Zeichen  wie  >^<e,  »|^5«^  weder  wie  sonst  bedeutungsvolle  Eigen- 
juunen,  noch  dienen  sie  wie  die  Bachstaben  dassa,  einem  Satze  All- 
gemeinheit des  Inhalte  zu  verleihen;  sie  sind  nicht  Mittel  der  Erkenntnis 
und  der  Mitteilung,  sondern  Gegenstände,  mit  denen  nach  gewiseen 
Regeln  gespielt  wird,  Herr  Korselt  vermischt  diese  ganz  verschiedenen 
Fälh-,  weil  er  keinen  von  beiden  in  seiner  Eigentümlichkeit  sdiarf 
erfaßt  hat.  Er  findet  in  einer  Stellung  von  Schachfiguren  einen  Ge- 
danken ausgedrückt.  Vielleicht  hat  er  ein  geistiges  Organ  für  die 
Erfassung  von  Gedanken,  das  mir  abgeht.  Tat  sich  da  eine  ganz 
neue  Gedankenwelt  Tor  ans  aof?  Sehr  interessanti  doch  kann  ich 
einige  Zweifel  nicht  nnterdracken.  Wenn  Herr  Eorselt  meint,  daß 
eine  Stellang  yon  Schachfiguren  einen  Gedanken  ansdrttckt  nur  wegen 
der  Begeln  des  Schachspiels,  so  zweifle  ich  daaran  and  werde  solange 
darsii  sweifebi,  bis  man  mir  diesen  Gedanken  in  deutscher  Sprache 
aosgedrflckt  Torlegt  and  seigt,  wie  vermSge  der  Regeln  des  Schach- 
spiels dieser  Gedanke  dnrch  jene  Stellung  ausgedruckt  wird.  Regehi 
aufstellen  für  die  Handhabung  von  Spielfiguren  nnd  die  Bedeutong 
eines  Zeichens  festsetzen  sind  doch  auf  den  ersten  Blick  ganz  ver- 
schiedene Sachen.  Wenn  nun  jemand  meint,  daß  unter  Umständen 
mit  jenem  dieses  yerbunden  sein  könne,  so  hat  er  das  zu  b^prändeu. 
Bis  jetzt  ist  aber,  soTiel  ich  weiß,  nicht  einmal  ein  Yersuch  dazu  ge- 
macht worden. 
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Wenn  ein  Axiom  ein  bis  dahin  allbekanntes  Zeichen  enthält,  so 
ist  es  nach  Herrn  Korseit  eine  Regel  über  den  Gebrauch  dieses  Zeichens. 
Wenn  man  sich  über  die  Bedeutung  eines  Zeichens  nicht  einigen 
könne,  müsse  sich  der  eine  oder  andere  mehr  Sätze  über  das  Zeichen 
oder  mit  dem  Zeichen  aneignen.  Hieraus  schließt  Herr  Korselt:  »„Das 
Zeichen  hat  keine  Bedeutung«  wird  also  heißen:  >Uns  sind  keine 
Sätze  bekannt,  die  den  Gebrauch  dieses  Zeichens  überhaupt  oder  in 
einem  gegebene  Gebiete  regehi  t*^.  Wie  dieser  Schluß  zustande  komml^ 
weiß  ich  nichi^  da  im  Vorhergehenden  nirgends  Ton  der  Regelung  des 
Oebranchs  eines  Zeidims  die  Bede  gewesen  ist  Doch  sOTiel  ist  zu 
erkennen,  daß  eine  solche  Regelung  auf  eine  freilich  rätselhafte  Weise 
dem  Zeichen  eine  Bedentnzig  geben  soll.  Nehmen  wir  ein  Beispiel! 
Das  Axiom  ,,Jedes  Anej  bazet  wenigstens  zwei  EUah"  regelt  den  Ge- 
branch der  Wörter  ,,Anej"  „bazen^'  nnd  JSHthf,  Sollten  wir  uns 
troizd^  Aber  die  Bedeutung  des  Wortes  ,,Anej"  nicht  einigen  können, 
so  wäre  das  ein  Zeichen  dafür,  daß  einer  Ton  nns  sich  noch  mehr 
Satze  über  das  Wort  j^Anej''  oder  mit  diesem  Worte  zu  eigen  nuushen 
müßte.  Ich  wäre  in  diesem  Falle  gerne  bereit,  noch  mehr  Sätze  mit 
dem  Worte  „Anej''  zur  Verfügung  zu  stellen,  wenn  es  sein  muß,  auch 
Sätze  über  dieses  Wort. 

Die  Regel  „Jedes  Anej  bazet  wenigstens  zwei  EUah^  yerdient  von 
sllen  modernen  MathemaÜkem  anfs  gewissenhafteste  befolgt  zu  werden. 
Doch  hier  Temehme  ich  eine  Stimme  aus  der  Unterwelt:  „Wie  kann 
das  eine  Kegel  sein!  Li  einer  Begel  muß  doch  etwas  geboten,  yer^ 
boten  oder  erlaubt  werden.  Ich  erwarte  da  Imperative  oder  Verba 
wie  *  müssen  «  »  sollen  «  >  dürfen  c  » verboten  sein  €  usw.  Nichts  der 
Art  finde  ich  iu  dieser  sogenannten  Rejjel.  Es  scheint  doch  von  einem 
Begriti'e  die  Kede  zu  sein,  der  mit  dem  Worte  -  Anej  ■  bezeichnet 
werde.  Wenn  aber  in  diesem  eigentümlichen  sat/.artigta  Gebilde  eine 
Regel  über  den  Gebrauch  des  Wortes  *  Anej «  gefunden  werden  soll, 
so  ist  eben  von  diesem  Worte  selbst  die  Rede.  Grundsätze  und 
Lehrsätze  sind  »Sätze  mit  dem  Zeichen,  Regeln  sind  iSätze  über  das 
Zeichen^'. 

Woher  wissen  Sie  dmu.  Vereintester,  möchte  ich  darauf  antworten, 
dnß  das  Woi-t  „Regel"  hier  m  dem  ihnen  geläuficr<"n  Sinne  «lebrancht 
wird".'^  Und  wenn  auch,  so  ist  es  doch  ganz  verständlich,  daß  in 
eiuem  Wurstt^emenge ,  wie  wir  es  hier  vor  uns  haben,  die  Eigenart 
eines  einzelnen  Px'standteils  nicht  mehr  deutlich  erkennbar  ist. 

Manchmal  macht  sich  Herr  KorseJt  unnötige  Mühe,  z.  B.  mit  dem 
AnwendujigBgcbiet  der  Axidmc.  Wenn  ein  Axiom  eine  Regel  ist  über 
den  Gebrauch  der  in  ihm  vorkommt  ndcn  unbekauuteu  Zeichen,  so 
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bilden  diese  natürlich  das  Anwendungsgebiet  der  Regel^  also  des  Aiiome, 
und  so  ist  diese  Fiage  auf  das  einfachste  beantwortet. 

Ungültige  Axiome,  die  Herr  Korselt  annimmt^  kann  es  nicht  geben, 
wenn  man  „ATiom**  im  Euklidischen  Sinne  gebraucht.  Aber  hier  ist 
em  ungültiges  Axiom ,  das  unbekannte  Zeichen  enthalt,  eine  nngflltige 
Regel  tLber  den  Gebrauch  dieser  Zeichen.  Es  wfire  ungehörig,  zu 
fingen,  su  welchem  Zwecke  eine  solche  Regel  dienen  könnte. 

Hiermit  will  ich  diese  sogenannten  Regeln  und  was  damit  zq> 
sammenhängt  abgetan  sein  lassen.  Streicht  man  dies  aus  den  Korselt- 
sehen  Ausfifthrongen,  so  befreit  man  sie  von  Unklarheiten. 

Was  nun  die  Widerspruchslosigkeit  und  desgleichen  die  Unab- 
hängigkeit betrifEI;^  so  sollen  sie  nach  Herrn  Hilberts  Meinung  Ton  den 
Axiomen  bewiesen  werden.  Hier  entsteht  nun  die  Frage:  sind  seine 
Pseudoaziome  oder  die  Axiome  im  alten  Ehiklidischen  Sinne  gemeint? 

Herr  Eorselt  schreibt:  ,^s  ist  gleichgOltig,  ob  man  die  Axiome 
oder  die  Merkmale  der  eingeführten  Begriffe  widerspruchslos  nennt. 
Ersteres  entspricht  mehr  dem  Spnudigebraucbe,  nadi  dem  swei  Sitse 
voneinander  »unabhSngig«  heißen,  wenn  sie  unter  gewissen  Umständen 
beide,  unter  andern  ümstiinden  nicht  beide  bestehen,  während  sie  »  un- 
yertrSglich «  sind,  wenn  sie  unter  keiner  Bedingung  beide  erfüllt  sind''. 

Was  heißt  das,  „der  Satx  besteht"?  Doch  wohl:  Der  Satz  drückt 
einen  wahren  Gfedanken  aus.  Nun  drückt  ein  eigenÜicher  Satz  einen 
Gedanken  aus.  Dieser  ist  entweder  wahr,  oder  fslsch:  taimm  nm 
daiur^)  Daß  also  ein  eigenüicher  Satz  unter  gewissen  Umstanden 
bestände,  unter  andern  nicht,  könnte  nur  vorkommen,  wenn  ein  Sats 
unter  gewissen  Umstanden  einen  Gedanken  ausdrücken  könnte,  unter 
andern  Umständen  einen  andern.  Dies  widerspräche  aber  der  Forderung 
der  Eindeutigkeit  der  Zeiclieu,  an  der  wir  unter  allen  Uniständen  fest- 
halten müssen,  wie  oben  ausführlich  begründet  worden  ist.  Ein  un- 
eigeutlicher  Satz  drückt  überhaupt  keinen  Gedanken  aus;  fol^lieli  kann 
mau  von  ihm  auch  nicht  sas:en,  er  bestehe.  DaB  also  ein  Satz  unter 
Umständen  bestehe,  unter  andern  Umständen  nicht  bestehe,  darf  also 
Überhaupt  nicht  vorkommen,  weder  wenn  er  ein  eigentlicher,  noch 
wenn  er  ein  imeigeutlicher  ist.-J    Und  doch  kann  man  sich  denken, 


1;  Wir  l>efindf'n  uns  hirr  nrimlicii  in  der  Wiflseii'^cliaft.  In  Papre  und  Dichtung 
freilicb  kouaeu  Oedanken  vorkommen,  die  weder  wahr  noch  falsch  sind,  soudern 
eben  IHchtang. 

2)  Anch  wenn  Herr  Koraelt  sagt:  ,,Andreneits  darf  aber  eine  formale 
Theorie  auf  ein  gegebenes  Gebiet  nur  augewandt  werden,  wenn  man  sich  der 
Geltung  der  Grandsätse  für  das  Gebiet  versichert  hst",  scheint  er  zu  meinen, 
daß  ein  and  derselbe  Satz  auf  einem  Gebiete  gelten,  anf  einem  andern  nicht 
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WM  HeiT  Korselt  meant  Es  kann  deh  nur  um  onAigentlielije  Satse 
handdln;  und  da  wird  Herr  Eoraelt  wieder  xmt  seinen  Deutungen 
kommen.  Er  deutet  einen  Satz  00;  dann  beetekt  er;  er  deutet  ikn 
anders;  denn  bestekt  er  nickt.  Er  drekt  die  wSeksenie  Nase  reekts; 
er  drekt  sie  links,  ganz  naek  BeHeben.  Nekmen  wir  s.  B.  den  Säte: 
^uf  einer  Oeraden  gibt  es  wenigstens  zwei  Ftmkte"!  Nun  deuten 
wir  das  Wort  ,,Pnnkt^  als  Fuß,  das  Wort  ^^Gerade^  als  Wum^  und 
die  Worte  „es  gibt  auf  deuten  wir  als  bat  So  deuten  wir  unsem 
Satz  so:  Ein  Wurm  kat  wenigstens  zwei  FUße.  Fast  ebenso  leicht, 
wie  wir  hier  etwas  Falsches  erhalten  haben,  können  wir  durch  andere 
Deutungen  etwas  Wahres  ans  dem  Satze  gewinnen.  Nun  sehen  wir, 
wie  Recht  Herr  Korselt  hat,  wenn  er  meint,  ein  Satz  köimt  unter 
Luistäudeu  bestehen,  unter  Umstünden  nuliL;  es  kommt  eben  ganz 
auf  die  Dentung  an.  Doch  kehren  wir  zum  Ernsu-  zurück!  Ein 
Satz,  der  nur  unter  ümstaiiden  gilt,  ist  kein  eigentlicher  Satz.  Wir 
können  aber  die  Umstände,  unter  denen  er  gilt,  in  Bedingungssätzen 
au>s]jrechen  und  al»  solche  dem  Satz«  anftigen.  Der  so  ergänzte  Satz 
gilt  nun  nicht  mehr  nur  unter  Umständen,  sondern  schlechthin.  Der 
ursprüngliche  Satz  erscheint  in  diesem  als  Foltrepatz.  und  zwar  als  un- 
eigentlicher. Nun,  wie  wir  auch  die  Sache  beljuduen  mögen,  das  Er- 
gebnis igt  dasselbe.  Wenn  wir  meinen,  ein  Satz  könne  unter  gewissen 
Umstanden,  gelten,  unter  andern  nicht,  so  Inssen  wir  uns  durch  selbsfc- 
getrottene  Ungenauigkeiten  des  Ausdrucks  im.  der  Na«?e  herumführen. 

Herr  Korselt  sagt  an  der  angeführten  Stelle:  ,,Es  ist  gleichgültig, 
ob  man  die  Axiome  oder  die  Merkmale  der  eingeführten  Begrifi'e 
widerspruchslos  nennt.^^ 

Nun  ja,  gleichgültig  für  den,  der  auf  Genauigkeit  des  Ausdrucks 
nichts  gibt,  dem  nichts  daran  gelegen  ist,  eine  tiefere  Einsicht  in  den 
Sachverhalt  zu  gewinnen.  Axiome  sind  doch  nicht  Merkmale  von  Be- 
griffen. Von  Tomkerein  ist  also  die  AViderspruchsfreiheit  der  Axiome 
zu  untoncheiden  von  der  Widerspruchsfreiheit  der  eingeführten  Begriffe. 
Wer  nun  behauptet,  daß  kein  Unterschied  bestehe,  hat  das  zu  beweisen. 
Die  bloße  Behauptung  des  Herrn  Korselt  genügt  nicht,  um  diese 
Einerleiheit  zu  einem  gesicherten  Besitze  der  Wissenschaft  zu  machen. 
Zunächst  sind  »4^«  und  >2*«  asu  unterscheiden,  und  erst,  nachdem  das 
ZnsammenikUen  der  Bedeutungen  bewiesen  ist^  dürfen  sie  mit  einander 
yertauBckt  werden. 

gelt<^ii  kiinne.  r-renaner  i!=it  das,  wa?  Horr  Knr.sglt  meint",  so  an^/uiinirki^n : 
„Weuü  lOiin  durch  eiueu  Schluß  vom  Allgeineiueu  zum  Ueeoudern  aus  d»;ui  all- 

gemefnen  Satse  einen  besondeni  gewonnen  bat,  darf  man  in  diesem  die  Be> 
dtngangB&tBa  nnx  dann  weglMun,  wenn  lie  geltend 

87* 
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Herr  Eorseli  fährt  fort:  ,,EFBtereB  entepriclit  mehr  dem  Sprach- 
gebiftuche,  nach  welchem  swei  Sätase  TOn  einaiider  >uiiabhäiigig«:  heiBeiii 
wenn  sie  unter  gewisMii  Umafinden  beide,  unter  anderen  ümsünden 

nicht  beide  hestehen'^ 

Wirklich?  Ist  so  der  Sprachgebrauch?  In  dem  Satzgefüge; 
„Wenn  a  >  1  ist,  so  ist  a  >  0**,  haben  wir  zwei  uneigentliche  Sätz^» 
»a  >  1«:  und  'a  >  0< .  Heißen  diese  uucli  dem  Sprachgebrauche  von 
einander  unabhängigV  Und  doch  haben  wir  nach  der  Korseltschen, 
freilich  zu  verwerfenden  Redeweise  Ünistäude,  unter  denen  sie  beide 
bestehen  (2  >  1  und  2  >  0,  3  >  1  und  3  >  0),  und  andere  Umstände, 
unter  denen  sie  nicht  beide  besteben  (1  >  1  und  1  >  0,  0  >  1  und 

0  >  0).  Das  kann  man  vielleicht  zugeben,  daß  nach  dem  Sprachgebrauche 
»ö>  1<<  unabhängig  heißt  von  hi  >  0  .  Aber  für  den,  der  sich  nicht 
durch  Worte  töuschen,  sondern  der  Sache  auf  den  Grun<i  Lr'^li u  will, 
kann  der  Sprachgebrauch  nichts  entscheiden.  Es  fragt  sich  mimer 
wieder:  ist  der  Sprachgebrauch  der  Sache  angemessen? 

Aus  verschiedenen  Gründen  also  wird  man  der  Korseltschen  Er- 
khirung  der  Unabhängigkeit  von  Sätzen  nicht  zustimmen  können.  Aber 
soviel  ist  zu  erkennen,  daß  es  sich  dabei  nur  um  uneigentliche  Sätze 
handeln  soll.  Nach  Herrn  Korselts  Meinung  wird  also  die  Frage  nach 
der  Unabhängigkeit  nicht  die  Axiome  im  Euklidischen  Sinne  sondern 
die  Pseudoaxiome  des  Herrn  Hilbert  betreflfen.  Und  darin  hat  er 
wahrscheinlich  recht,  da  die  eigentlichen  Axiome  in  Herrn  Hilberts 
Darstellnng  wohl  überhaupt  keine  Stelle  haben. 

Wovon  ist  denn  nun  in  Wahrheit  die  Rede,  wenn  man  z.  B.  die 
Sats»  »a  >  0«  und  »a  <  1«  Toneinander  unabhängig  nennt?  Sind  es 
die  Gruppen  von  Zeichen,  einerlei  ob  diese  Zeichen  einen  Sinn 
haben  oder  nicht?  Doch  wohl  nicht!  Andererseits:  einen  Sinn  hat 
weder  die  Zeichengruppe  »a  >  0«  noch  >a  <  1«.  Und  doch  ist  »a  >  0« 
nicht  Ton  jedem  Sinne  ganz  entfeml^  indem  es  einem  größeren  Ganzen 
angehören  kann,  das  erneu  Gedanken  ansdrUekt,  und  indem  es  seihet 
einen  bedeutongsToUen  Teil  enthältb  Der  größte  noch  bedentungsroUe 
Teil  Ton  »a>0«  ist  der  prädikative  und  seine  Bedeutung  ist  der  Be- 
griff der  positiven  Zahl.  Ebenso  ist  die  Bedeutung  des  größten  noch 
bedeutungSToUen  Teils  Ton  »a  <  1«  der  Begriff  der  ZaU,  die  kleiner  als 

1  ist.  Es  ist  nun  zu  rermuten,  daß  von  diesen  Begriffen  in  Wahrheit 
etwas  ausgesagt  wird,  wenn  man  scheinbar  Ton  den  S&tzen  behauptet^ 
daß  sie  voneinander  unabhängig  seien.  Und  in  der  Tat:  man  meint 
eigentlich,  daß  weder  jener  Begriff  diesem,  noch  dieser  jenem  unter- 
geordnet sei  Man  kann  es  auch  so  ausdrücken:  „Einige  positive  Zahlen 
sind  nicht  kleiner  als  1  und  einige  Zahlen,  die  kleiner  ab  1  sind,  sind 
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nicht  positiT^*.  Hieraus  ist  deutlich  zu  erkennen,  daß  es  sich  um  Be- 
aiehimgen  zwischen  Begriffen  handelt. 

Ein  Satz,  in  dem  nack  Herrn  Korselts  freilich  ungenauer  h'r  loweise 
ein  Sfttz  als  abhängig  von  andern  hingestellt  wird,  besteht  aus  einem 
nneigentUchen  Folgesatze  und  einem  oder  mehreren  uneigeritl  eben 
BedingongeBSteen.  Sie  sind  uneigentliche  Sätze,  weil  in  ihnen  Bestand- 
teile Torkommen,  die  nichts  bezeichnen,  «ondem  nur  andeuten,  um  dem 
ganzen  Stttse  Allgemeinheit  des  Inhalts  zu  yerleihen.  Dieser  Satz  wird, 
aoSm  er  güfc,  nach  Herrn  Korselt  reiner  Lehrbegriff  oder  formale 
Theorie  za  nennen  »ein.  Wenn  der  Satz  aber  nicht  gilt,  alao  Unab- 
bängigkeii  itatt  Abh&ngigkeit  besteht,  ist  der  Gedanke  des  ganzen 
Satzes  zu  yemeinen.  Ein  Sala  demnach,  in  dem  eine  Unabhängigkeit 
dieser  Art  behauptet  wird,  verneint  die  Geltang  eines  solchen  aligemeinen 
Satzes.  Durch  einen  solchen  werden  nun  nicht  die  uneigentUchen  Be- 
dingungssatze und  der  uneigentliehe  Folgesatz  in  Beaiehung  gesetzt^ 
auch  nicht  die  in  diesem  etwa  ausgedrfickten  Oedanken;  denn  solche 
sind  nicht  rorhanden;  sondern  in  Beziehung  gesetzt  werden  die  Be- 
deutungen Ton  Teilen  dieser  uneigentlLehen  Satze,  und  diese  Teile  drftcken 
keine  Gedanken  aus.  Dies  von  dem  allgemeinen  Satze  Gesagte  gilt 
auch  Ton  seiner  Verneinung,  also  Ton  einem  Satz^  in  dem  nach  Herrn 
K  o  r  s  e  1 1  s  Bedeweise  die  UnAbliSngigkeit  eines  Satzes  Ton  andern  behauptet 
Averden  soll.  Auch  ein  solcher  setzt  also  nicht  SStze  in  Beziehung, 
noch  Gedanken,  sondern  Bedeutungen  Ton  Tkeilen  der  uneigentlichen 
Sätze.  Diese  uneigenüichen  S&tze  sind  nun  in  einem  ünabhängigkeits- 
beweise  des  Herrn  Hilbert  dessen  Pseudoaxiome.  Es  folgt  hieraus^ 
daß  die  von  Herrn  Hilbert  bewiesene  TTnabhängigkeit  nii^t  diese 
Psendoaxiüine  betrifft. 

Wenn  man  in  der  Mathematik  die  Worte  gebraucht  „einen  Satz 
beweisen",  so  meint  man  offeubar  mit  dem  Worte  „Satz''  nicht  eine 
Folge  von  Worten  oder  (  ine  Gruppe  von  Zeichen,  sondern  einen  Ge- 
danken, etwas,  von  dem  mau  sagen  kann,  es  sei  wahr.  Und  so  wird 
man  mich,  wenn  von  der  Unabhängigkeit  von  Sätzen,  von  Axiomen  die 
üede  ist,  dies  als  Unabhängigkeit  von  Gedanken  verstehen.  Darum  ist 
es  durchaus  nicht  unnötig  festzustellen,  daß  diese  Auffassung  falsch  ist, 
und  eine  Ausdrucksweise  zu  verwerfen,  die  zu  diesem  Mißverstandnisse 
Anlaß  gibt. 

Wir  müssen  unterscheiden  zwischen  dem  Äußern,  Hörbaren  oder 
Sichtbaren,  das  einen  Gedanken  ausdrücken  soll,  und  die^^em  selbst 
Vorzuziehen  scheint  mir  die  in  der  Logik  wohl  vorherrsclieude  llede- 
weise,  nach  der  nur  das  erstere  eju  Satz  heißt.  Danacli  wird  man 
einen  Satz  überhaupt  nicht  wohl  unabhängig  von  den  anderen  Sätzen 
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nennen  können;  denn  von  dem  Hörbaren  oder  SichthiHL'u  wird  man 
doch  die  Unabhängigkeit  nicht  aussagen  wollen.  Du  Jie  imeigentlicben 
Sätze,  mitbin  auch  die  Pseudoaxiome  keinen  Gedankeninhalt  haben,  so 
wird  man  von  diesen  überhaupt  nur  in  dem  zuletzt  empfohlenen  Sinne 
etwus  aussagen  können;  aber  eben  die  Unabhängigkeit  wird  man  nicht 
aussagen  k^mnen. 

Fassen  wir  das  Ergebnis  /usanimeu,  ho  werden  wir  sagen:  Bei  den 
Hilbertschen  Unabbängigkeitsb('\\  eisen  handelt  es  sich  weder  um  die 
Unabhängigkeit  von  Sätzen  in  dem  eben  empfohlenen  Sinne  des  Wortes, 
noch  um  die  Unabhängigkeit  von  Of 'danken;  sondern  es  handelt  sieb 
um  die  Unabhängigkeit  der  Bedeutungen  von  Tpilfm  uneigentlicber 
Sätze.  Diese  Teile  sind  die  größten  noch  bedeutungsvollen;  aber  sie 
sind  keine  Sätze,  drücken  also  keine^Gedankeu  aus.  Für  die  Bedeutungen 
solcher  Teile  fehlt  uns  eine  kurze  alle  Fälle  umfassende  Benennung. 
In  einfacheren  Fällen  haben  wir  Begriffe  (positive  Zahl,  Zahl  kleiner 
als  1).  Gegen  Ende  meines  ersten  Aufsatzes^)  habe  ich  sie,  mich  einer 
brieflichen  Äußerung  des  Herrn  Hilbert  anbequemend,  Merkmale  ge- 
nannl^  obwohl  das  mit  meiner  eigenen  Gebraacheweise  nicht  ganz  ftber- 
einstimmt. 

Feetrastellen  ist,  daß  die  Hilbertseben  Unabfaängigkeitsbeweise  die 
fiigentUoheiL  Axiome,  die  Axiome  im  Euklidischen  Sinne  gar  nicht  be- 
ireffen; denn  diese  sind  doch  wohl  Gedanken.  Nun  findet  sich  bei 
'Hertn  Hilbert  nirgends  eine  Unterscheidung,  die  unserer  von  eigent- 
lichen nnd  nneigentUclien  Sätien,  Ton  eigentLicfaen  nnd  PseudGaxiomen, 
•entspiaehe;  sondern  Herr  Hilbert  scheint  seine  Tezmeintlich  Ton  seinen 
Psendoaziomen  bewiesene  ünabhingigkeit  ohne  weiteres  auf  die  eigent- 
lidien  Axiome  zu  übertragen,  weil  er  den  Unterschied  Überhaupt  nicht 
bemerkt  Das  wSte  immerhin  ein  betrachtlicher  Fehlschluß.  Und  slle 
Hathematikery  die  meinen,  Herr  Hilbert  habe  die  Unabhängigkeit  der 
eigentlichen  Axiome  Yoneinander  bewiesen,  sind  wohl  in  denselben 
Irrtum  verfallen.  Sie  sehen  nicht,  daB  Herr  Hilbert,  indem  er  diese 
Unabhängigkeit  beweist,  das  Wort  „Axiom^  gar  nicht  im  Eaklidischen 
Sinne  gebrauchi  Schuld  hieran  ist  der  doppelte  Gebrauch  der  Worter 
„Punkt^^,  „Gerade^  usw.,  die  dnerseits  wie  Buchstaben  dem  ganzen 
iLehrgelwude  Allgemeinheit  Yerleihen  sollen  und  in  diesem  Falle  nichts 
ibezeichnen,  und  die  andrerseits  in  den  Euklidischen  Axiomen  ihre  her* 
gebrachten  Bedeutungen  haben.  In  jenem  Falle  sind  seine  Axiome 
eben  nur  Pseudoaxiome  ohne  Sinn,  indem  nur  das  Ganze  (die  formale 
Theorie,  der  reine  Lehrbegriff  des  Herrn  Korselt),  dessen  unselb- 


1)  JahreBbericht  12.  Bd.,  S.  823  u.  324. 
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ständige  '1  tile  sie  sind,  einen  Sinn  hat.  Dann  kommt  das  Euklidische 
Parallelenaxiom  Oberhaupt  nicht  vor,  uotl  von  ihm  ist  also  auch  nichts 
bewiesen  worden.  Im  andern  Falle  kommen  eigentlirlie  Axiome  vor; 
aber  die  Unabhüngigkeitsbeweise  passen  dann  nicht,  weil  es  nicht 
möglich  ist,  andere  BegrifFswörter  für  „Punkt**,  „Gerade'*  usw.  ein- 
zusetzen, und  ftuf  dieser  Mögliclikeit  berolit  denn  doch  ein  solcher 
Beweis. 

Diese  Kehrseite  der  Sache  scheint  aneh  Henr  Korseit  zu  fibersehen, 
wenn  er  die  Verschiedenheit  der  Axiome  in  der  modernen  Mathe- 
matik von  denen  der  Euklidischen  betont.  Diese  Yeisdiiedenheit  darf 
im  Endergebnisse  nicht  yerleugnet  werden,  nachdem  man  an&ngs  ihre 
Vorteile  ausgenutzt  hat. 

Das  die  Hiibertsche  Darstellmig  beherrschende  Zwielicht  muß  erst 
einer  einheiüieheu  Belenchtong  gewichen  sein,  ehe  Klarheit  in  die 
Sache  kommen  kann.  Dann  wird  ja  auch  wohl  die  Vermischimg  Ton 
Axiom  and  Definitioii  ein  Ende  nehmen. 

(Scbliie  folgt.} 


Bomerkang  Uber  Funktionen  des  dliptisehen  Zylinders. 

Von  M.  Lercu  in  Freiburg  (ächweiz). 

Die  Integration  der  Differentialgleichung 

0  +  (2mco»2«  +  »)*-O 

wurde  von  Heine  auf  Berechnung  der  Näherungselemaite  gewisser 
Kettenbrfiche  zurückgefOhrt,  und  es  ist  seinen  Überlegungen  auch  ein 
Verfahren  zur  Bestimmung  dra  Parameters  n,  der  die  Existenz  einer 
periodischen  Lösung  ^i(^)  sichert,  zu  entnehmen.  Ich  habe  diese 
Methode  namaitlich  für  den  Fall,  daß  n  gewisse  Grenzen  überschreitet^ 
ausgebildet;  durch  Anwendung  dieses  YerfkhrenSy  yerbunden  mit  anderen 
Überlegungen,  gelangte  ich  snr  Aufstellung  einer  Anzahl  jfm  Koeffi- 
zienten der  trigonometrischen Entwieklmig  Yon  ^| (a)  fttr  den  Fall  m^^l 
und  n  nahe  bei  100;  der  genaue  Wert  ist  w  100,005050676018  und 
die  Entwicklung  hat  die  Gestalt 

cos  10a;  —     coa  12x  +     cos  14.x  —     cos  16a: 

—  c.i  cos  8«  -i-      cos  6»  —  c_j  cos  4«  +  c_4  cos  2x 

1 
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Cj   =  •  0,022  735  26 

»  0,0002368&39 
Ci  «  0,000001518388 

6,9867  2,8123 

 0,027  785  94 

c^,  =    0,000434  20 
c_a-- 0,0000051694 
c_«-  0,00000005385 
C.5  «  -  0,000000000538. 

Bolanjre  «  s  sieh  um  die  Bereclinnng  von  (x)  für  reelle  x  und  für 
kleine  koüiplexe  Werte  von  x  liandf^H.  ist  diese  trigonometrisch»*  Ent- 
wicklung sehr  bequem;  anders  wird  es,  wenn  es  sich  darum  handelt, 
für  größere  komplexe  Werte  zu  bestimmen,  oder  sogar  die  nin 
ima{/inären  Wurzeln  von  i,''j(.r'^  =  0  zu  berechnen,  eine  Aufgabe,  die 
2.  B.  für  die  Untersuchunf^'  einer  elliptischen  Membran  unumgänglich  ist. 

Dieser  Umstand  kann  nicht  überraschen,  denn  fast  jede  analytische 
Entwicklung,  selbst  wenn  sie  in  der  ganzen  Ebene  konvergiert,  kann 
nur  in  einem  Terhältnismäßig  beschränkten  Gebiet  wirklich  verwendet 
werden;  z.  B.  wird  eg  kaum  jemand  einfallen,  die  Expooentialfunktion  6* 
durch  die  Maclaiirinsche  fintwieklong  zu  berechnen,  sobald  sc  ungefähr 
gleich  10  ist. 

Hier  könnte  also  eine  halbkonvorf^ente  Entwicklung  von  ^|(^)  Ton 
großem  Nntzen  sein;  ob  solche  dnrch  die  divergenten  Reihen,  welche 
▼or  mehreren  Jahren  von  Herrn  üäntzschel  aufgestellt  und  unlängst 
im  Jahresbericht  wieder  in  Erinnerung  gebracht  wurden,  tatsächlich 
geleistet  ist,  mag  Yorlaufig  dahingestellt  bleiben.  Das  Beweisverfahren 
des  Heim  Häntxschel  laßt  mich  darOb^  ToUkommen  im  Dunkeln, 
und  die  kritisdien  Bemerkungen,  welche  Herr  Häntsschel  aus  seinen 
Formeln  gegen  die  richtigen  und  genau  bewiesenen  Satze  des  Herrn 
Bruns  gesdliSpft  hat,  Terstarken  nur  mein  Mißtrauoi  in  dieser  Hinsicht 

Durch  die  Mängel  des  Beweises  braucht  jedoch  ein  mathematisches 
Resultat  nicht  unbedingt  als  unrichtig  erklärt  zu  werden;  ich  bin  weit 
daTon,  mich  gegen  die  Formeln  des  Herrn  Eäntzschel  als  solche  aus- 
zusprechen, bevor  dieselben  genau  geprüft  werden.  Yiehnehr  geht 
meine  Absicht  dahin,  diese  genaue  Prüfung  anzuregen;  da  solche  in 
analytischer  Allgemeinheit  Schwierigketten  beretten  dürfte,  würde  ich 
schon  mit  Freude  begrüßen,  wenn  jemand  das  obige  Zahlenbeispiel 
mit  Hilfe  der  Häntzschelschen  Formeln  in  Angriff  nehmen  mochte, 
namentlich  um  die  kleinste  positiTe  Wurzel  Yon  4'i{iß)    0  zu  ermitteln. 
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MitteUniigeiL  und  Naehrieliten. 

Geeignete  Mitteiliuig«n  wird  der  Haiaiiflgeb«r  atela  mit  größtem  Danke  entgegen- 
nehmen. 

1,  Akademien.    Gesellschalten.    Vereinig^ungüii.    V  er  Sammlungen. 

Ver&ndenmgeii  im  PerBonalbe stände  der  DeutMdieii.  "»f^^ttii^^it^ H'^r- 

Vereinigung.    Juni  1905. 

Neu  aufgenommen  als  Mitglied: 

Dr.  J.  Plemely,  Pzivatdozent  an  der  UniTerritftt  Wien,  XVIII.  2.  Baatien» 

gasse  4. 

Adressen  änderungen: 

Hagen,  J.  G.,  Professor,  Direktor  der  Specola  Vaticana,  Rom. 

ächliuk,  W.,  Privatdozent  an  der  Technischen  Hochschule,  DarmstÄdt, 
Wittmannstr,  27,  [Die  aut  S.  227  und  S.  272  dieses  Jahresberichts 
enthaltenen  Angaben  beruhen  auf  fiodschen  Angaben  der  Tagesblätter.] 

Sobotka,  J.,  Flrofessor  an  der  böhmischen  üniversitSt,  Prag^Smidiov» 
Ferdinandskai  26. 

DratMli»  MalÜLeiiuitlker-Veretiiigung.  Für  die  nächste  Jahree- 
Tentunxntnng,  welche  in  GemeinsehajEt  mit  den  Sitrangen  der  Gesellsohaft 

Deutscher  Naturforscher  und  Ärzte  vom  16.  bis  22.  September  d.  J.  in 
Stuttgart  statt6nden  wird,  sind  bis  heute  folgende  Vor^&ge  angemeldet 
worden: 

A.  Mathematik: 

1.  0.  Blumenthal- Aachen:  Über  die  ganzen  transzendenten  Funktionen 
und  den  Picard pchen  Satz  (Ket^rat). 

2.  G.  Fab er- Karlsruhe:  Über  Reihen  nach  Legendrosrhen  Polynomen. 

3.  F.  Hartogs- München:  Über  neuere  Untersuchungen  auf  dem  Gebiete 
der  analytischen  Funktionen  mehrerer  Variablen  (Referat). 

4.  D.  Hilbert-Göttingen:  Über  Wesen  und  Ziele  der  Theorie  der  Integral- 
gleichungen. 

5.  0.  Juel -Kopenhagen:  Über  nicht  analytische  Raumkurven. 

6.  P  Koebe-Oottingen:  Über  konforme  Abbildung  mehrfach  zusammen- 
hängender ebener  Bereiche. 

7.  G.  Kowale wski-Bonu: 
a^  Über  8.  Lie. 

b)  Über  eine  Klasse  projektiver  Transfoimationsgnippen. 

8.  M.  Krause -Dresden:  Zur  Theorie  der  Funktionen  reeller  VexUnderUchen. 

9.  R.  Mehmke -Stuttgart: 

a)  Üb  er  neue  Mechanismen  zur  Lf^sung  von  Aufgaben  der  Dynamik, 
mit  Anwendung  auf  die  mechanische  Integration  von  Differential- 
gleichungen 2.  und  liöherer  Ordnung  und  von  Systemen  solcher. 

b)  Über  neue  Anwendungen  der  BoUe  auf  das  Zeichnen  vorscfaiedener 
Klassen  von  Kurven  und  auf  die  Ausfllhmng  von  Bertthrungstrans- 
formationen. 

c)  Vorführung  verschiedener  Apparate. 
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10.  F.  Meyei -Königsberg:  Anwendung  des  erweiterten  Euklidischen  Algo- 
rithmus auf  K^soltantenbildungeu. 

11.  H.  Hinkowski-€r&ttiiig«n:  Über  ein  ncx^  sa  bedimmex^M  Thema  ans 
dar  ÜMoretiBchett  Fhjnk. 

12.  ß.  ^Nrüller-Brannechweig:  Polbestimmung  für  Verzweigungslagen  bei 
der  Bew^ang  eines  ebenen  ähnlich- ?er&nderlioheD  Systeme  in  seiner 
Ebene. 

13.  0. 1'errou-München:  Über  die  sin^l&ren Punkte  auf  dorn  Konvergenzkreise. 

14.  C.  Hange -Göttiugen:  Uber  grapiiische Lösung  von  DiÜereutialgieichungen. 
1&.  P.  S  ob  afheitlin -Berlin:  Zur  Theorie  der  Beseel  sehen  Funktion«!. 

16.  Th.  Bchmid-Wien:  Znr  konstraktiven  Behandlung  des  Adisenkomplezes.. 

17.  A.  Sohoenflies- Königsberg:  Bericht  über  die  Entwicklung  der  Lehre 
von  den  Punktznannigfaltigkeiten;  IL  Teil  (Geometrie  und  Funktionen- 
theorie). 

18.  P,  Stä<  k  t  1  llinnovor:  f'lri  I 'ntf^n/.reiben  vou  raehrereu  Veränderlichen, 

19.  A.  Wageamauu  btuttgari:  ilutixematiscbe  Theorie  des  Entwicklungs- 
gedanknis. 

B.  Astronomie  nnd  GeodKsie. 

1.  F.  S.  Archeuhold-Treptow:  über  die  Hesuitatc  der  Sonnenfinstemis- 

Sspedition  der  Treptow-Steiawarte  zu  Bm^gos. 
3.  L.  Driencourt-Parie:  Sur  rastrolabe  a  prisme  (instroment  Olaude- 

Driencourt)  et  snr  ees  r^ltats  dans  la  determination  de  IHieni«  et 

de  la  latitude. 

3.  E.  Hammer- Stuttgart:  I^rmonstration  einiger  neuerer  geodätischer  und 
topographiscber  Insti-umente. 

4.  J.  Kübler-EßUngen:  Das  GleichgewieiiUverhältuis  der  Materie  zum 
Weltraum  und  die  dadureh  bedingte  stofenweute  Entwioldimg. 

5.  A.  Markuse- Berlin:  Die  aetronomieche  Ortshestnnmung  im  Luftballon. 

6.  C.  Stechert-Hamburg:  Über  die  Methoden  der  Zeit-  und  ^<dten- 
bestimmnngen  durch  Beobacliding  gleicher  Zenithdistunzen. 

7.  R.  V.  Öterneck-Czemowitz:  Über  die  scheinbare  Form  des  Himmels- 
gewölbes. 

8.  8.  Wellisch -Wien:  Die  Bestimmung  der  Erdgestalt  durch  Aus- 
gleichung von  Breitengradmeesnngen  nach  der  Methode  der  kleinsten 
Produkte. 

Indem  wir  die  Mitglieder  zu  recht  zahlreichem  Besuche  unserer  Ver- 
sammlung einladen,  bedauern  wir  Tingleich  eine  Tagesordnung  für  unsere 

Versammlung  erst  im  naeh.sten  Hefte  in  Vorschlag  bringen  zu  können,  da 

das  allgemeine  Programm  der  JSaturforscherversammlung  zur  Zeit  noch  nicht 

erschienen  ist.  ..  „ 

A.  Pringsheim  A.  Krazer 

Voreitoider.  SchriltfBhrer. 

Matheiliatieohe  GesellBohaft  in  Göttiugen.  6.  Sitzung  vom  12.  Juni 
1906.  Herr  Mollerup  trägt  Tor  über  die  Grundlagen  der  Mengenlehre. 
Der  Vortragende  zeigt  durch  Beispiele,  daß  ein  System  von  arithmetisch 
widerspruchslosen  Axiomen  im  allgemeinen  keine  Menge  aller  Zahlen,  die 
den  Sätzen  gonHgen,  definieren;  vielmehr  müssen  solche  Sätze  die  Eigen- 
schaft haben,  daß  der  Hilbert  sehe  VoUstäudigkeits^tz  eine  Folge  der 
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Sätze  ist.  Hierdurch  gelingt  es,  eine  Definition  des  Mengenhegriffs  zu 
geben.  —  7.  Sifzunfj  vom  19.  Juni  1906.  Herr  Zermolo  berichtet  über 
seinen  Versuch  einer  axiomatischen  Begründnng  der  Mengenlehre.  Zugrunde 
gelegt  wird  ein  Bereich  von  „Dingen^*,  welche  sämtlich  voucinander  unter- 
sebeidbar  und  s.  T.  „Mengen",  z.  T.  «ber  unserlegbare  Dinge  sein  sollen. 
Die  Eigenschaft  eines  Dinges  a«  „Element"  einer  Menge  M  m  sein,  wird 
nJs  nicht  weiter  zortlckfÜhrbare  Grundbeziehung  behandelt.  Über  Mengen 
und  ihrfi  Elemente  werden  nun  8  Postulate  aufgestellt  und  angedeutet,  wie 
aus  ihnen  alle  Hauptsätze  der  Mengenlehre,  einschließlich  dnor  über  Äqui- 
valenz und  Wohlordnung  logisch  streng  abgeleitet  werden  können.  Um 
aber  den  Ordnungstypus  der  nattlrlichen  Zahlenreihe  zu  gewinnen,  muß 
man  noch  die  Eiiitena  iigmd  dner  »^unendlidien'*  Menge  postnlieten.  Die 
Arithmetik  nnd  Funktionentheorie  bedflifen  dieses  leisten  Postulates,  w&hrend 
die  „allgemeine  Mengenlehre",  welche  endliche  und  unendliche  Mengen  in 
gleicher  Weise  behandelt,  es  ganz  wohl  entbehren  kann.  —  8.  Sitznng  vom 
26.  Juni  1906.  Herr  Minkowski  berichtet  über  eine  in  den  Göttinger 
Nachrichten  erschienene  Abhandlung  von  W.  N ernst  „über  chemisches 
Gleichgewicht^^  und  zeigt  wie  die  daselbst  zur  Bestinunung  der  Konstanten 
in  dem  Massenwirkungggesetz  gemadite  Annahme  mit  der  Aussage  äquivalent 
ist,  dafi  beim  absoluten  Nullpunkt  alle  Systeme  gleiche  Entropie  besxtsen. 

MaÜhtintlseh»  GtoMEseluift  In  Wien.  Frmitagy  dm  23,  F^brwar  1906: 
Hanni,  Die  Verwendung  des  Laplace-Abelschen  Integrals  in  der  neueren 
Funktionentheorie.  —  Freii<ig,  den  9.  März  1906:  Josef  Grünwald,  Die 

Geometrie  der  Berühningselemente  n.  Ordnung  in  der  Ebene  (nach  E.  Study). 
—  Frritaf/,  den  4.  Mai  1906:  Gustav  Kohn,  rijer  das  System  der 
Flächen  zweiter  Ordnung  mit  fftnf  gemeinsamen  Punkten.  —  Freitag^  den 
18,  Mai  1906:  OnstaT  Kohn,  tn>er  das  System  der  Fliehen  sweiter 
Ordnung  mit  fünf  gemeinsamen  Punkten  (FortsetaEungV  —  FriAtagy  dm 
1.  Juni  1906:  L  v.  Schrutka,  Über  die  Auflösung  linearer  Quaterniouan- 
gleichungen.  —  Freitag,  den  15.  Juni  1906:  A.  Prey,  Über  die  Qleich* 
ge wich tsfigu reu  rotierender  Flüssigkeiten. 

Kgl.  Preuß.  Akademie  der  "WiBsenschaften.  Die  Akademie  hat 
Protessor  Bauächinger  in  Berlin  zur  Förderung  wis&enschafÜicher  Arbeiten 
eine  Unterstütziint'  von  S.'OO  Mark  bewilligt. 

American  Matkematical  Society.  Die  Aninrican  Matheniati^-al 
Society  wird  am  3. —  4.  September  1ÜÜ6  ihre  13.  bommerversammluug  in 
New  Häven,  Conn.,  abhalten  und  damit  das  5.  „Colloquinm^^  verbinden. 
Die  Dauer  dieses  GoUoquiums  ist  7om  5.->8.  September  bemessen.  Zur 
Verhandlung  stehen  folgende  Themata:  E.  H.  Moore,  On  the  theory  of 
bilinear  functional  Operations  (5  Stunden);  M.  Mason,  Selected  topics  in 
the  theory  of  bounderr  value  probloms  of  differential  »'([nations  f4  Stunden); 
£.  J.  Wilczynski,  Projective  differential  geometiy  (4  Stunden). 


%  Preisanlisaben  und  gekrönte  Preiflsehiiften. 

SgL  PMA.  Akademlo  dar  Viesmohaftea«  Die  Akademie  hat 
•einen  Fkeis  von  5000  J6  Professor  Mertens  in  Wien  snericannt  fllr  sein 
Werk  über  xyklische  Gleichungen. 
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3,  HoehseluiliiaoliTicliteii. 

HandolslUNihMliidA  lu  Berlin.  Dts  erste  Torlegimgmneichnis  der 
jüngsten  HandeldiocbBchiile  fOr  das  kommende  Wintersemester  gewftbrt  eine 

Übersicht  über  die  Vielseitigkeit  der  behandelten  Gegenstände.  Grw&hnt 

sei,  daß  die  Versicliorunpsmathematik  von  Professor  v.  Bortkiewicz  (im 
Nebenami  )  in  2  ^^'o<hen stunden  vorgetragen  wird.  Die  Vorlesungen  über 
das  Vorsiclieningswosen  hält  Dr.  Manes. 

Deutsche  Universitfit  in  Frag.  Als  Nachfolger  von  Professor 
Gmeiner,  der  nach  luusliruck  auf  den  Lehrstuhl  von  Ötulz  übergesiedelt 
ist,  sind  in  Yorsdilag  gebracht  worden:  Professor  Liebmann -Leipzig, 
PriTatdozent  Dr.  Grflnwald-Wien  und  Privatdozent  Dr.  Ludwig -Karlsnihe. 


4.  PttnonalsMliiiolkteii. 

■memiiingeii,  AnMeifthfinnfen  usw.: 

Dr.  R.  B.  Allen  an  der  Clark  Umversitiit  wurde  sum  Professor  der  Mathe- 
matik am  Kenyon  College,  Gambier,  Ohio,  ernannt. 
Professor  £.  W.  Brown  wurde  zum  Professor  der  Mathematik  an  der  Tale 

Universität  ernannt. 
Professor  G.  Castelnuovo  und  Professor  V.  Cerruti  in  Rom,  sowie  i*ro- 
feij.sor  A.  Capelli  in  Neapel  wurden  zu  Mitglii»dern  des  Reale  Istituto 
Lombardo  gewfthlt. 

Dr.  A.  S.  Eye  wurde  zum  ao.  Professor  der  Math«natik  an  der  Mc  Gill 

Universität  ernannt. 
Dr.  J.  Graham  am  WiUiams  College  wurde  zum  ao.  Professor  daselbst 

emannnt. 

Dr.  Franz  Gruner,  Privatdozent  an  der  Univei*sität  Bern,  wurde  zum  ao. 
Professor  für  theoretische  Physik  daselbst  ernannt. 

Dr.  J.  G.  Hardy  am  WiUiams  College  wurde  zum  ao.  Professor  der  Mathe- 
matik daselbst  befördert. 

Dr.  E.  Kasner  wurde  zum  ao.  Proferaor  der  Mathematik  an  der  Columbia 
Universität  ernannt. 

Professor  Dr.  Ernst  T>ange,  Direktor  der  Realselmle  iu  Chemnitz,  wird 
vom  1.  Oktober  d.  .1.  ab  im  Kgl.  Sächs.  Kultusministerium  als  vor- 
tragender Rat  tätig  sein. 

Professor  Dr.  B.  MflUer  an  der  Technisdien  Hocbsohule  zu  Braunschweig 
ist  zum  Bektor  gewBhlt  worden. 

Professor  Dr.  Papperitz  wu  1  für  die  Amtsperiode  1.  August  1906/07 
zum  Rektor  der  Bergakademie  in  Freiborg  i.  S.  wiedergewählt. 

Profef;<?or  H.  Poi  ncare  an  der  Sorbonne  in  Paris  wurde  von  der  Universit&t 
Dublin  /um  Ehrendoktor  der  Naturwis-senschaftm  ernannt. 

Professor  Dr.  E.  Selling  an  der  Universität  Würz  bürg  ist  wegen  hohen 
Alters  von  der  Verpflichtung,  Vorlesungen  za  halten,  entbunden  worden. 

Professor  8.  E  Sloeum  an  der  UniversitSt  von  Blinois  wurde  zum  Professor 
der  angewandten  Mathematik  an  der  Universität  von  Cincinnati  ernannt. 

Professor  Dr.  E.  Wiechert  an  der  Universität  Güttingen  hat  einen  Ruf  als 
Professor  der  theoretischen  Physik  an  der  Universität  München  abgelehnt. 
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Professor  E.  T.  Whittaker.  Royal  Astronomer  of  Ireland,  wurdn  von  der 
Universität  Dublin  zum  Ehrendoktor  der  Xaturwissenschaften  ernannt. 

Dr.  J.  K.  Whittemore  wurde  zum  ao.  Professor  der  Mathematik  an  dei 
Harvard  ünivenitftt  emumt. 

FrofesBor  F.  8.  Woods  am  Maasachnaetts  Institute  of  Technology  wurde 
zum  o.  Professor  daselbst  befördert. 

Zu  Mitgliedern  der  Kaiserlich  Leopoldiuisch-Carolinischeu  Deutschen 
Akademie  der  Naturforscher  in  Tlalle  wurden  gewählt:  Professor 
B.  G.  Guccia  in  Palermo.  —  Prolessor  T.  Lovi-Civita  in  Padua  — 
Professor  J.  Molk  in  Nancy.  —  Professor  Niels  Nielsen  iu  Kopen- 
hagen. —  Professor  F.  Oomes  Teixeira  in  Porto.  —  Professor 
F.  Pietsker  in  Nordhansen. 

Habilitationeii : 

Dr.  0.  Perron  hat  sich  an  der  Universität  zu  München  mit  einer  Probe- 
vorlesung Aber  das  Thema:  i,Was  sind  und  was  sollen  die  Inational- 
zahlen?"  als  Privatdozent  der  Mathematik  habilitiert 

G«atosben: 

Professor  Dr.  F.  Drude,  Direktor  des  Physikalischen  Instituts  der  Uni- 
Tersilftt  Berlin,  ist  am  5.  Juli  d.  J.  im  Alter  von  42  Jahren  gestorben. 

Professor  D.  G.  Lindhagen,  lange  Jahre  Astronom  an  der  Sternwarte  in 
Upsala,  Sekretär  der  Schwedischen  Akademie  dir  Wissenschaften,  ist 
Anfang  Juni  lOOH  7.n  Stockholm  im   A1t«r  von  H7  Taliren  gestorben. 

Professor  A.  Kayel,  i'ruie^j.Hor  der  |>h\ sikaiischeu  Astioaumie  an  der  Uni- 
versität und  Direktor  der  äteru warte  2u  Bordeaux,  ist  gestorben. 

Professor  George  A.  Wentworth,  ehemals  Professor  der  Mathematik  an 
der  Phillips  Eieter  Akademie,  ist  am  24.  Mai  d.  J.  im  Alter  von 
71  Jahren  gestorben.   


5.  Teniiiw]i.to8. 

ibiddraiigeii  Im  Pr&AmgaweBen  Bngilanda.  Der  Special  Board  for 
Mathematics  hat  einen  Bericht  herausgegeben,  der  eine  wesentliche  Änderung 
In  dem  Charakter  der  Prüfungen  („Mathematical  Tripos")  iu  Cambridge 
vorschlägt.  Bisher  unterziehen  sich  die  besseren  Studi^nten  am  Endo  des 
dritten  und  vierten  Jahres  den  Prtifungen.  Es  wird  nun  geplant,  die 
Examina  in  zwei  Teile  zu  teilen,  von  denen  der  eine  am  Ende  des  ei.<>teu 
Studieiyahres  zu  absolvieren  ist;  er  wflrde  um&ssm:  elementare  Mathematik, 
Differential-  und  Integralrechnung  und  die  Elemente  der  Dynamik,  Elektri' 
zität  und  Optik.  Der  zweite  Teil  der  Prüfüng  würde  am  Ende  des  dritten 
Jahres  stattfinden;  er  ist  in  zwei  Abschnitte  geteilt,  von  denen  der  eine, 
Abschnitt  A,  sich  auf  Funktion* utlunrie,  Difterentialgleichniiaen .  Hydro- 
mechanik und  Astronomie  bü/i-  ht.  Der  Alisihnitt  B  lantaÜl  liühere  Ge- 
biete. Die  Studierenden  der  Physik  würden  »ieu  Teil  I  und  von  Teil  II 
den  Abschnitt  A  zu  absolvieren  haben.  ^  Es  wird  durch  diese  Vorscblftge 
eista^bt,  den  übertriebenen  Examendrill,  wie  er  jetst  herrscht,  zu  beseitigen 
und  die  f&higen  K(}pfe  zur  wissenscbaftlidien  Vertiefung  ansuregen. 
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laterariBohes. 

1.  Kdtlzra  und  BospTwIrai^IVD. 

Deutäclie  Maüiematiker- Vereinigung.  Diü  MitglieUer  der  Vereiniguug 
werden  darauf  anfinetksaiii  j^maeht,  dafi  der  erste  ErgSnziuigslHuid  des 
Jahresbericlits,  enthaltend:  „Uber  die  Entwicklung  der  Elementar^Geometrie 

im  XIX.  Jahrhundert.     Bericht  der  Deutschen  Mathematiker -Vereinigung 

erstattot  von  Max  Simon",  im  Verlage  von  B.  G.  TeiibutT  in  Leipzlj.^,  Post- 
stratie  3,  erschienen  ist  und  bei  dinJ:t<  r  Bestellung  zu  dem  ermäßigten  Preise 
6. —  statt  H.^ — -)  bezogen  wpr'len  kann. 

Nacliforschungeii  nach  alten  mathematischen  Handschriften  und 
Büchern.  Professor  Dr.  E.  Bmith  von  der  Columbia  Universität  stellt 
wfihrend  des  gegenwärtigen  Sommers  in  Bpanien  Nachforschungen  nach 
alten  mathematischen  Handschriften  und  Büchern  an. 


2.  Eaeli«mh&iL 

AhrenS)  B*9  Die  Auagleichnngsrechnuug  nach  der  Methode  der  kleinsten  Quadrate 

und  ihre  spezielle  Anwendun^r  auf  die  ncodäsie,  uebst  einem  Anhang  von  Bei- 
spielen.   lY,  102  S.    8"  m.  13  Fig.    Leipzig  1906.  2.—. 

Antomari,  Cours  de  geom^txie  descriptive.  3^  Edition,  conforme  au  nouveau 
Programme  de  maüi&natiqnee  ep^iales.  6S8  p.  avee  fignrei.  Paris  190e. 

Clebsch,  A.,  Vorlesungen  Ober  Geometrie,  mit  besonderer  Benutzunpr  der  Vorträge 
von  Olebsch  bearbeitet  und  herausgegeben  von  F.  Lindemann.  2.  verb.  Aufi. 
1.  Bd.    1.  Teil.    1.  Lieferung  (S.  1—480).    Leipzig  1906.   .it  IG.—. 

Fischer  9  0.,  Theoretieche  Grandlagen  fBr  eine  Mechanik  der  lebenden  KQrper. 
Leipzig  1906.    UK  14.— . 

Iiorent/,  H.  A.,  Abhandlungen  über  theoretische  Physik.  I.Band,  l.liiefemng. 
Leipzig  iy06.    J(.  10.—. 

Oettiugen,  A.  v.,  Die  perspektirischen  Kreisbilder  der  Kegelschnitte.  Mit  S5  Ab« 
bildnngen  im  Text  und  auf  4  Tafeln.  VIU,  118  8.  8".  Leipzig  1906.       ö.— . 

Tranb)  K.,  Elementare  Berechnung  der  Seiten  der  regulären  Vierunddreißig*  und 
Siebenzehn-Ecke.   23  S.  m.  1  Taf.  Karlsruhe  1906.    .H.  0.60. 

Weinbaum,  0.,  Die  Spiegelung  einer  unendlichen  Ebene  in  einem  zu  ihr  senk- 
rechten elliptischen  Zylinder.   Disseitat.  Berlin  1906.   .il^  1.80. 

WilezynHki,  E.  J.,  Projective  differentiai  geomefcry  of  curvea  and  mied  surfoces. 
Leipsig  1906.       10.— .  

3.  ZeitsolixlftenBeliAn. 

(Von  dem  Inhalt  der  Zeitschriften  werden  ntur  die  Aufs&tee  erwähnt,  welche  dem 
Gebiete  der  mathematischen  Wissenschaften  angehören.) 
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Von  G.  SowALBWSKi  in  Bonn. 

fr 

§  t  Du  Integral  J  ^^M- 

Wir  erinnem  zunichst  koiz  an  die  Definition  des  obigen  Integrals 
und  an  seine  ein&chston  Eigenscihaiften. 

J\(ar),  F^{x), . . F^{x)  und  f,{x),  f^{x),  . . f^(x)  seien  reelle 
Funktionen  der  reellen  Verinderlichen  o;  in^)  dem  Infterrall  (a,&).  Durch 
Einselialtung  von  a;^  <  <  . . .  <  x^_i  zwisohen  —  a  nnd  x^^h  aer- 
legen  wir  {a,h)  in  die  TeiÜiiierralle  (^i/^tX  •  •  •>  (^^-p^,)-  Jedem 

Tdlinterrall  (^«.i;^«)  entnehmen  wir  einen  Wert  imd  bilden  den 
Ansdrack 

s  -2 1  ^1  (ü  ly»  (^.)  -  /i  (*.-.)]  +  ••■  +  ^.  (ü  [f.    -  /.  (^.- .)] )  ■ 

Die  Maiimallänge  der  Teilintervalle  (^^-n^^x)  wollen  wir  den  zu 
S  gehörigen  Teilungsmodul  nennen.  Unter  »S^,  5,,  S^,  ...  verstehen  wir 
eine  Folge  von  Ausdrücken  S  und  mit  dj,  dj,  (3^3,  .  bezeichnen  wir 
die  zugehörigen  Teilungsnioduln.  Ist  jede  Folge  jSj,  S^,  . .  .,  welcher 
die  Eigenschaft  lim  =  0  zukuinmt,  konvergent,  so  streben  sie  alle 
demselben  Grenzwert  zu.    Wir  schreiben  ihn 

ßF.df,  +  F,df,  +  . . .  +  F.df.) 

a 

und  nennen  ihn  ein  Integral.  Dieses  Integral  existiert  dann  nnd  nur 
dann,  wenn  es  möglich  ist,  jedem  positiven  *  ein  positives  Ö  entgegen- 
zustellen derart,  daß  alle  Ausdrücke  'S,  deren  Teilungsmoduln  kleiner 
als  d  sind,  um  weniger  als  £  voneinander  abweichen. 

Wenn  es  darauf  ankommt,  die  Zugehörigkeit  des  Ausdrucks  S  zu 
dem  Intervall  (a,&)  hervorzciheben,  bezeichnen  wir  ihn  mit  S{a,h), 

1)  Die  Grenzen  des  Intervalls  we  rden  immer  mitgerechnet. 

JahfMlMtleht  d.  DrataolMB  lUth«m.-Veroinitfuug.  XV.  Meftil/9.  28 
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Liejyeii  zwei  auf  <1asselbe  Intervall  bezügliche  S  vor,  so  werden  wir  das 
euie  S  überstreicliHU.  Hiernach  ist  der  Sinn  und  die  Richtigkeit  der 
folgenden  Formein  klar,  in  denen  {a'fb')  ein  beliebiges  in  eut- 
balteues  Interrall  bedeutet^): 

Durch  Subtraktion  ergibt  sich 

S(a\h')  -  S(a\b')  -  Ä(a,ft)  -  S(a,fe). 
Smd  nun  die  Teilungsmodulu  alle  kleiner  als      so  folgt 

\Sia',b')-S(,a',b')\<^ 

b 

Daraus  geht  herror,  daß  die  E^t^nz  des  Integrals  /  ^JF^äf,  die 

a 

des  Integiak  j  J^F^äf^  nach  sich  sieht.   Aufierdem  sieht  man,  daß 

a' 

jeder  Ausdruck  S{a'fb')f  dessen  Teilungsmodul  kleiner  als  d  ist,  Ton 

h' 

dem  Integral  j  höchstens  um  f  abweicht,  wie  mau  auch 

in  {(i,b)  wühlen  mag. 

.S(.r^  j,       sei  ein  beliebiger  auf  {pc^^^jX^  bezüglicher  Ausdruck  S. 

JJanii  iht 

'^'(•io;^i)  +  ^i^if^t)  +  •  •  •  -r  =  Sia.b) 

ein  auf  (a,5)  bezüglicher  Ausdnick  iSL  Neben  S^a^li)  wollen  wir  jetzt 
unsem  alten  Ausdruck 

betrachten.   Von  den  beiden  Werten 


r=  n 


sei       der  größere,      der  kleinere.   Dann  sind  offenbar  auch 

itfi  +  J/,  +  . . .  +  3/ ^  und      +      +  . . .  + 

AuBdrficke     die  sich  auf  (a,6)  beziehen.   Ihre  Differenz 

1)  Wir  setxen  fest  6'(c,c)  -=  0  und  entsprechend  J' ZIF^df^  —  0  («<C  c  <6). 
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wird  kleiner  sein  als  t,  sobald  die  Teilintorralle  {x^_i,x^)  alle  kleiner 
sind  als  d.   Es  wird  also  unter  derselben  Bedingung  auch 


2  U  2F^df,  -2Kii.)\fÄ^.)-fÄ^,-i)] 


,«1  ^ 


Bein. 


§  2.  fioiieliiiiig  zwisohen  den  Integralen 

Wir  beweisen  jetzt  den  folgenden  Satz: 
Wmm  &m  der  beiden  Integrale 

S2F,df„  f2f.<iP. 

exisiiert,  so  existiert  auc/i  das  amlrCj  und  sie  stellen  in  der  Beeidmng 


Wir  beschränken  uns  aal'  den  Fnll  w  1  und  setzen  JFi  ^F,ft~  f. 
Für  ein  beliebiges  n  verläuft  der  Beweis  genau  ebenso. 

Angenommen,  es  existiere  das  zweite  der  beiden  Integrale 

fFdf,  ffdF. 

Wir  schreiben 

nyifw -/■(*.-.)] 

-  -f  (W  1/(1.)  -  /■(.»•,-.)]  +  F{1,)  [f{:n,)  -  f{l,)] 
und  beachten,  daß 

[/(««)  -  AU] = -  nx,)  [Fix,)  -  fhq] 

ist   Dann  erweißt  sich  F{Ji,)[fix^)  —  f{Xj,_i)]  gleich 

«8» 
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und  der  Ausdruck 

[TW -«*.-.)] 

läAi  sich  lo  ichreiboi: 
•  «—1 

Wendet  mau  dieses  Resultat  auf  eine  Foli^e  S^,  S^,  S^,  ...  mit 
nach  Null  konvergierendem  Teiluugsmodui  an,  so  ergibt  sich  der  zu 
beweisende  batz. 

»  z 

iZ.  Du  Integral  f  9^[  fj^i\df^)' 

a  a 

qt(x)  sei  eine  reelle  Funken  ^  die  in  {a,b)  misäien  endlichen 

Grensen  bleibt,  und  es  existiere  das  Inteffral  J  ^F^äf^  Wenn  dann 
eins^)  der  beiden  InteffraHe  * 


existiert^  so  existiert  auch  das  andere^  utid  sie  sind  beide  gleicfi. 
Um  dieaea  Satz  za  beweisen,  betrachten  wir  die  Differenz 


Ist  beständig  i^ijic)  so  kann  ihr  Betrag  nicht  grdiier  sein,  als 

Sobald  aber  die  Intervalle  a  j  alle  kleiner  sind  als  d,  ist 

die  obige  Größe  (vgl.  den  Schluß  von  §  1)  kleiner  oder  gleich  Ks^ 
Nehmen  wir  also  an,  daß  eins  von  den  beiden  Integralen 

h  X  b 

j'9d{J'2F,dr,l,  J29F,df, 

a  a  a  . 

existiert,  so  muß  auch  das  andre  existieren  und  jenem  gleich  ^eiu. 

1)  Es  kann  natürlich  vorkommen,  daß  keine  der  beiden  Inftegtale  exi^^tiett. 
Beispiel:  «  =^  1 ,  Fj  1,  f\  =  x,  (p<x)  nicbtiiitegrierbar  im  Riemannichen  Sinn«, 
aber  doch  zwischen  eudÜcben  Grenzen  liegend. 
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Durcli  ein  Beispiel  überzeugt  man  eich,  daß  die  der  Funktion  (p{x) 
auferlegte  Bedingung  notwendig  ist.    Setzen  wir  n     1  und  -) 

so  existieren  die  Integrale 

11  11 

xdx- 

Dagegen  existiert  das  Integral 
niehl 

X 

Warn  ^{x)  in  {€t,b)  monoton  nnd  J*^F,äf^  in  (a,b)  stetig  is^ 
BO  exicitiert  das  Integrsl  ' 

b  X 

Wir  dfiifen  also  bdumpten»  daB  andi 
ezistiert^  und  daß 

b  h  X 

a  a  a 

ist 

Man  kann  die  Ergebnisse  dieses  Paragraphen  noch  Terallgemeinera. 
Statt  der  nehmen  wir  m  • »  Funktionen  F^^  ebenso  statt  der  die 
fn.  II  Funktionen  f^^  und  statt  9  die  m  Funktionen  <p^.  Wir  seinn 
Torans,  dafi  die  9^  in  (a,  h)  zwischen  «idlichen  Grenzen  bleiben  und 
daß  die  Integrale  » 


existieren.  Dann  läßt  sich  ff^enau  so  Wie  im  i'aÜe  m  =-  ij  zeigen,  daß, 
wenn  eins  der  beiden  integrale 

a  a  a 

existiert,  auch  das  andre  existiert  und  ihm  gleich  ist 


1)  9(0)  habe  irgend  einen  beatimiuteu  Wert. 
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§4.   Verallgemeinerung  der  partiellen  Integration. 

Wir  nehmen  jetzt  an^  daß  (p(x)  in  (a^6)  zwischeii  endlidieii 
Qrenzan  lileibt  und  daA  die  Integrale 

a  a 

existieiren.  Dann  ist  2iach  §3 

Naeh  der  in  §  2  bewiesenen  Formel  hat  num  aber 

f<fd{f2F.df.)  -  9{b)f2P,df.-J'{f2F,df.)dv. 
Hitiiin  ist 

b  b  b  X 

(1)        f2vF,df.  =  <tO)f2F,df,  'j\j'2^F.äl\)  dv 
oder,  unter  C  eine  Konstante  Terstanden, 

(»    f2vF,df,  -     .  (C  +J'2F,df,)j-f{c  +f2F.df,)  df- 


a  a 


Das  üt  eine  Veralhinncinerung  der  partidlen  Integration. 
Wenn  (jf  (/o  -  9(a)  =f  0  ißt,  so  läßt  sich  (1),  nachdem  man  das 
erste  Ulied  rechts  mit  6 

a 

multipliziert  bat,  in  folgender  Weise  schreiben: 

(2)  J F,rf/;  -  ^^^^  2         (fl'W  / 2F,df,  +      j'^-F,,//;)  d<p. 

a  a  a  x 

Nehuien  wir  an,  daß  die  <p^(a;)  in  (a,6)  zwischen  endlichen  Grenzen 
bleiben  und  daß  die  m  -j-  1  integrale 

existieren.   Daun  haben  wir 
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6  X 


ist»  so  ergibt  sioli 

m  a 

oder  aUgemeiner 

a  « 

Dabei  sind  die  Cy.  willkürUcke  Konstanten* 

§5.  Folgerungen. 

X 

fp(x)  sei  in  (a,&)  monoton  und  j  ^F^df,  in  (a^d)  stetig.   Dann  gilt 

(wenn  wir  von  dem  trivialen  ir  eines  konstanten.  fp{Jc)  absehen)  die 
Formel  (2),  und  aus  ihr  folgt  sofort 

6  i  b 

(3)        S^fKdf,  -  'Pi.<')f^F.df,  +  v^b)/^F,df^ 

m  a  i 

Man  kimn  dieses  Resultat  nocb  etwas  allgemeiner  fiusen.  Ersetst 

man  nämlich  die  Funktionswerte  g)(a)  und  <p(h)  durch  A  bezw.  so 

bleibt^  weil  wir  f  ^F^df^  als  stetig  YonusgesetsEi  haben,  das  Integral 

auf  der  linken  Seite  von  (3")  iingeuiidert.  Richten  wir  e^  so  ein,  daB 
fjr  I  /■)  bei  jener  Modifikation  der  Werte  q>{'i),  9'(^)  monoton  bleibt,  so 
gilt  nach  wie  vor  die  Formel  (3).  Es  wird  sich  höcbatens  ^  geändert 
haben.    Wir  dürfen  also  schreiben: 

a  a  « 
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Ff^^(x),  f^, («)        Ol  —  1, . . „ «ir » 1  «) 

seien  so  beschafifen,  daß  die  Integrale 


« 

in  (a,h)  stetig  sind.    ip(x)  sei  nach  wie  Tor  in  (a,h)  monoton  (aber 

mclit  kunötaiit  ).    Daun  haben  wir  für  ft     1,  . . i» 

Werden  die  m  Werte 

als  corteeiflehe  Eoordiimteii  einee  Pimktee  in  einem  fn-dimensionalen 
Raum  betrachtet,  so  entsteht,  wenn  x  das  Intervall  {a,b)  duichlanfty 

in  diesem  Raum  ein  stetiger  Kurvenbogen.   Auf  Grund  der  Formeln  (4) 

düiitii  Wir  nun  behaupten,  daß  der  Funkt  mil  den  Koordinaten 

b 

J  ^^F^^df^^  {M^\  »0 

in  jedem  Eigebiet  liegiy  welches  jenen  Kurvenbogen  enÜiäU.  Das  ist  eine 
Verallgemeinerung  des  zweiten  Mittel wertsatzes. 

» 

§  6.  lUe  Fomel  I  fai  komplexe  limktionen. 

F^{3^,  G^(x)  nnd  ff(x)f  g,{x)  seien  reelle  Funktionen  (y  —  1. . .  »). 
9)(«)  sei  ebenfaila  redl  und  bleibe  in  {a,h)  swiechen  endlichen  Orenzen. 
Wir  betrachten  die  komplexen  Funktionen 

g,  (*)  -  F,     +  iG,{x),   \,  {X)  =  f,  (x)  +  ig,  {X}. 
Du  Integral  t 


1)  Ygl.  meine  Kote  in  Bd.  XIV  dieses  JalircHberichts,  vo  ein  spezieller  Fall 

die?er  Verallgt-uieinprung  behandelt  wird.  Mit  einem  andern  Spezialfall  be- 
Hcbättigt  sich  Herr  Brunn  in  Beiner  intercBsanten  Studie  „über  die  Beziehiinii'pn 
des  Dnbois-Reymondscben  Mittelwertsatzes  zur  Ovaltbeorie''  (Berlin,  Georg 
Reimer,  1905). 
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deiimereu  wir  durch  die  Gieichuag 

J'^dräU  -  j'2iP,df,  -  G,dg,)  +  i  f2iF,d9.  +  G,dQ. 

Es  existiert  also  dann  und  nur  dann,  wenn  die  beiden  Integrale 
rechts  existieren. 

Wir  wollen  nun  annehmen,  daß  die  Integrale 

existieren.    Da  nach  Formel  (1) 
und 

a  a 

ist,  BO  folgt 


AUgemeiner  hat  man,  wenn  Ü  eine  komplexe  Eoiutaiite  bedentei^ 

a  a  "    a  a 

Man  kann  sich  auch  von  der  Voraussetzung  befreien,  daß  fp{x) 
reell  ist.  Es  gilt  nämlich,  wie  eich  mit  Hilfe  yoe  (1*)  beweisen  laß^ 
der  folgende  Satz: 

Werm  die  komplexen  FmkUonen  to(x),  ^^(ss),  fr(^)  so  lesdwffen 
sind  {v^l,.. n)f  daß  die  InieffrcHe 

b  b 

/^g.rft.  Wld  f^%rdU 

a  a 

existieren  und  wenn  außerdem  der  Betruig  von  %{x)  ewischen  endliehen 
Greneen  heffi,  bo  hesMut  die  Gieidwng 
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Db8  ist  die  Formel  (1),  ausgedehnt  attf  lauter  komplexe  Funktionen. 

(1')  kann  man,  wenn  q)(b)  —  y(a)  =f=  ^  ist,  so  schreiben: 

A  A  Jf  6 

Ist  monoton  (aber  nicht  konstant)^  so  liegt  der  duroh  die 
komplexe  Zahl 

b 

a 

eharakterieiorte  Punkt  in  jedem  Eigebiet,  welehea  die  Punkte 

z  h 

(4)  9(«)/^rrff,  +  ip{h)f2S.d\, 

X 

enthält,  i'ür  den  i^'all,  daß  j  ^^vd\p  stetig  iät^),  bilden  die  äehnen 

a 

des  Kurvenbogens  {4^)  ein  solches  Eigebiet-j,  nnd  wir  können  daher 
schreiben: 


Dabei  ist 

a^^i»  ^1  ^  ^;     ^  ^  ^,  ^1  -i-  ^  -  1, 

z 

und  die  Formel  gilt  immer,  sobald  q>(x)  monoton  und  J  ^S^d^p  stetig 

ist.'^  'Sinn  darf  auch  hier  vvitdor  auf  der  i echten  Seite  (p(a),  (pib) 
(lurcli  A,  B  ersetzen,  wouji  bei  dieser  Ersetzung  (p{x)  raoiiotini  l)ltnbt. 
Herr  Brunn  gibt  in  scijnr  oben  zitierten  Studie  unsere  Furmel  nicht 
in  dieser  einfachen  Gestalt. 


1}  Dann  haben  wir  eineu  Spezialfall  dea  am  ScUufi  von  §  5  aufgestellten 
allgemeinen  Satses. 

S)  Eänen  Beweis  dieses  Satses  findet  man  in  meiner  Note  in  Bd.  117  des 

Crol loschen  Journals,  sowie  in  meiner  Arbeit  in  Bd.  XIV  dieses  Jahresbericbta. 
Auch  Hprr  Hninn  hat  einen  Beweis  goHcfort 

8)  Dann  existiert  auch  das  Integral  aal'  der  linken  Öeite  unserer  Formel. 


G.  I^oi:  Üb«r  die  Onmdlagen  dw  Geometrie,  m. 


m 


Über  die  (j^ruiidiagea  der  Geometrie. 

Von  G.  Fregk  iu  Jena. 
(S0IÜ06.) 

ra. 

Nun  kann  noch  die  Fn^e  aafgeworfen  werden,  ob  man  nicht  toh 
dem  Hilbertscheu  Ergebnisae  aus  zom  Nachweise  der  Unabhängigkeit 
der  eigentlichen  Axiome  gelangen  kann. 

Znnaohst  wird  zu  fragen  seiUi  was  hierbei  unter  Unabhängigkeit 
zu  verstehen  sei;  denn  das,  was  bei  den  uneigentlichen  Sätzen  Un- 
abhängigkeit, wenn  auch  ungenan,  genannt  wird,  kann  hier  nieht  in 
Betracht  kommen.  Nehmen  wir  in  dem  Hilbertsehen  sogenannten 
Axiome  II  1  die  Wörter  „Pünkl^'  und  „Gerade''  im  eigentlicheil  Eukli- 
dischen  Sinne  und  dem  entsprechend  auch  die  Worter  „liegen''  nnd 
„zwisdien",  so  erhalten  wir  einen  sinnToUen  Sate,  nnd  den  in  ihm 
ausgedrQckten  Gedanken  können  wir  als  eigentliches  Axiom  anerkennen. 
Beliehnen  wir  ihn  durch  „[II  Ebenso  gehe  [II  2]  herror  ans  dem 
Hilbertschen  II  2.  Wenn  man  nun  [II  1]  als  wahr  anerkannt  hat,  so 
hat  man  den  Sinn  der  Worter  „Punkt"  „Gerade"  J^'OfSssL  swischen"  ei^ 
jfoBty  und  aus  diesem  fließt  unmittelbar  die  Wahrheit  Ton  [H  2\  sodaB 
man  sich  auch  deren  Anerkennung  nicht  wird  entziehen  können.  So 
könnte  man  [H  2J  abhingig  von  [H  1]  nennen.  Freilich  haben  wir 
hier  kdnen  Schluß;  und  es  seheint  nicht  zweckmäßig,  das  Wort  „ab- 
hängig" so  zu  gebrauchen,  wiewohl  es  sprachlich  möglich  sein  dürfte. 

Was  ich  unter  Abhängigkeit  im  Gebiete  der  Gedanken  Terstehe, 
mag  aus  Folgendem  erhelloi.  Ich  sage  hier  „Gedanke"  statt  „Satz"i 
da  TOm  Satse  doch  nur  sein  Gedankeninhalt  in  Betracht  kommt  und 
da  ein  solcher  bei  eigentlichen  Sätzen  —  und  nur  yon  solchen  sprechen 
wir  jetzt  —  immer  vorhanden  ist.  Was  ich  eine  Gruppe  von  Gedanken 
uonne,  wird  man  daraus  erkennen,  daß  icli  sage:  der  sjiraehliclie  Aus- 
druck einer  Gruppe  von  Gedanken  l>este]it  aus  eij^eullichen  durcli  „und" 
verbundenen  Sätzen.  Man  kann  eine  Grup]ic  von  Gedanken  als  einen 
Gedanken  auffassen,  der  aus  Gedanken  zu sajn mengesetzt  ist. 

Es  sei  nun  eine  Gruppe  von  wahren  Gedanken.  Aus  einem 
oder  einigen  Gedanken  dieser  Gruppe  möge  durch  einen  logischen 
Schluß  ein  Gedanke  G  folf^en,  sodaß  dabei  außer  logischen  Gesetzen 
kein  nicht  zur  Gruppe  Sl  gehörender  Satz  gebraucht  wird.  Wir  hiMeu 
nun  eine  neue  Gruppe  von  Gedanken,  indem  wir  der  Gruppe  den 
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Gt'danken  G  Hinzufäfren.  Was  wir  so  getan  haben,  majf  ein  logischer 
Schritt  heißen.  Wenn  wir  nun  durch  eine  Fol^jc  von  solchen  Schritten, 
bei  der  jeder  Schritt  das  Ei^ebnis  des  voriiugehenden  zum  Ausgang 
nimmt,  eine  Gruppe  von  Gedanken  erreichen  können,  die  den  Gedanken 
A  enthält,  so  nennen  wir  A  abhängig  von  der  Gnippe  SL  Wenn  dies 
nicht  möglich  iat,  so  nennen  wir  A  unabhängig  von  £1.  Dies  wird 
immer  stattfinden,  wenn  A  falsch  ist. 

Herr  Hilbert  wirft  im  §10  seiner  Grundlagen  <Ier  Geometrie  die 
Frage  auf,  ob  die  Axiome  vouemander  unabhängig  aeien,  und  fährt 
dann  fort: 

,,In  der  Tat  zeigt  Rieh,  daß  keines  der  Axiome  durch  logische 
Schlüsse  aus  den  übrigen  alnreleitet  werdou  kann."  Hiernach  scheint 
er  das  Wort  „unabhängig"'  ebenso  zu  gebrauchen,  wie  oben  festgesetzt 
worden  ist;  aber  es  scheint  auch  wohl  nur  so;  denn  bei  uns  handelt 
es  sich  um  Gedanken;  Herrn  Hilberts  Axiome  aber  sind  uneigentliche 
Satze,  die  also  keine  Gedanken  ausdrücken.  Dies  ersieht  man  daraus, 
daß  nach  Herrn  Hilbert  ein  Axiom  bald  gilt,  bald  nicht  gilt.  Ein 
eigentlicher  Satz  aber  drückt  einen  Gedanken  ans,  und  dieser  ist  ent- 
weder wahr,  oder  falsch;  tertium  non  datar.')  Ein  falsebes  Axiom  — 
das  Wort  „Axiom"  im  eigentlichen  Sinne  verstanden  —  ist  wert,  neben 
einem  schiefen  reehten  Winkel  in  Kastans  Panoptikum  ausgestellt  zu 
werden.  Übrigens  schwankt  wohl  Herrn  Hilberts  SprachgebrauclL 
Wenn  etwas  bald  diesen,  bald  jenen  Gedanken  ausdrucken  soll,  so 
drückt  es  in  Wahrheit  keinen  Gedanken  aus.  Der  Art  sind  die 
Hilbertsehen  Pseudoaxiome.  Sie  sind  Gruppen  von  Laoten  od«r  Ton 
geschriebenen  Zeichen,  die  Gedanken  ausdrücken  sn  sollen  scheinen^ 
ohne  es  jedoch  an  tun.  Nnn  ist  klar,  daß  solche  Gruppen  nicht 
Prämissen  yon  Schlüssen  seu  können;  denn  das  Schließen  ist  nicht 
ein  Wirken  im  Gebiete  des  Sinnlichen.  Selbst  eigentliche  SStse  können 
also  —  genau  genommen  —  nicht  Ptömissen  von  Schlüssen  sein, 
sondern  nur  etwa  die  von  ihnen  ausgedrückten  Gedanken.  Ans  Hilbert- 
sehen  Pseudoaxiomen  durch  logische  Schlüsse  etwas  abzuleiten,  ist 
ebenso  gut  möglich,  wie  durch  Kopfrechnen  ein  Gartenbeet  umzugraben. 
Bier  wird  also  Herr  Hilbert  das  Wort  „Axiom"  anders  als  sonst  ge- 
brauchen. Bei  diesem  Schwanken  seiner  Redeweise  ist  nicht  zn  er^ 
kennen,  wie  er  das  Wort  „abhängig"  Tersteht.  Wshrscheinlich  weiß 
er  es  sdbst  ebenso  wenig,  wie  er  weiß,  was  er  unter  „Axiom"  Tersteht. 

Zur  Erläuterung  meiner  Erkffirung  mögen  einige  Bemerkungen 
hier  folgen. 


1)  Vexgl.  Aum.  1  auf  C?.  398. 
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Indem  wir  einen  logischen  behritt  von  der  Gedankenf^'uppe  il  auB 
machen,  wenden  wir  ein  logiRclies  Gesetz  an.  Dieses  ist  nicht  zu  den 
Prämissen  zu  rechnen,  braucht  also  in  Sl  nicht  vorzukommen.  Es 
gibt  also  gewisse  Gedanken,  nämlich  die  logischen  Gesetze,  die  bei  der 
Fn^  nach  der  Abhängigkeit  eines  Gedankens  nicht  mitzurechnen  sind. 

Kur  wahre  Gedanken  können  F^missen  von  SchlusBen  sein.  Weam 
also  ein  Gedanke  abhängig  von  einer  Gedankengrappe  Sl  ist,  so  müssen 
alle  Gedanken  in  Sl  wahr  sein,  die  bei  den  Beweise  gebraucht  werden. 
Aber  wendet  man  vielleicht  ein,  man  kann  doch  rein  hypothetiseh  ans 
gewissen  Gedanken,  ohne  über  deren  Wahrheit  zu  urteilen,  Folcferungen 
entwickeln.  Gewiß,  rein  hypothetiechl  Aber  die  fraglichen  (bedanken 
sind  nun  nicht  Prämissen  von  Schlüssen.  Prämissen  sind  viel- 
mehr gewisse  hypothetische  Gedanken,  die  joie  fraglichen  Gedanken 
als  Bedingungen  enthalten.  Auch  im  Endergebnisse  mflssen  jene  frag- 
lichen Oedaoken  als  Bedingungen  rorkommen;  und  daraus  folgt,  daß 
sie  nicht  als  Pkämissen  gebraucht  worden  sind;  denn  dann  wären  sie 
im  Endergebnisse  Yerschwundon.  Hat  man  sie  weggelassen,  so  hat 
man  eben  einen  Fehler  gemaeht  Erst  nachdem  einer  dieser  fraglichen 
Gedanken  als  wahr  anerkannt  worden  ist,  darf  man  ihn  als  Bedingung 
weglassen.  Das  geschieht  durch  einen  Schlufi,  au  dessen  Fmemissen 
der  nunmehr  als  wahr  anerkannte  Gedanke  gehört. 

Der  Fall  ist  nicht  von  Tomeherein  ausausehliefieni  daß  jeder  Ge- 
danke der  Gruppe  Sl'  abhängig  ist  Ton  der  Gruppe  Sl,  während  zugleich 
jeder  Gedanke  der  Gruppe  Sl  abhängig  ist  Ton  Daraus  also,  daß 
alle  Gedanken  der  Gruppe  Sl'  ahhängig  sind  yon  St,  darf  nicht  ohne 
weiteres  geschlossen  werden,  daß  die  Gedanken  der  Gruppe  Sl  un- 
abhängig s  eien  von  Sl'* 

Auch  der  Fall  ist  nicht  ron  Tomeherein  auszuschließen,  daß  ein 
Gedanke  A  abhängig  ist  sowohl  von  einer  Gruppe  Sl,  als  auch  von 
einer  Gruppe  üj,  wobei  weder  ein  Gedanke  der  Gruppe  Sl  abhängig 
ist  von  Ä,,  noch  ein  Gedanke  der  Gruppe  Sl^  abhängig  ist  von  Sl. 
Man  kann  also  in  diesem  Falle  A  aus  der  (iruppe  Sl^  beweisen,  olme  die 
Gedanken  der  aruppe  Sl  auch  nur  zu  kennen.  Trotzdem  dürfte  man 
Ä  nicht  unabhängig  von  der  Gruppe  Sl  nennen. 

Wir  kommen  nun  auf  unsere  Frage  /.urück:  Ist  es  möglich,  die 
Unabhängigkeit  eines  eigentlichen  Axioms  von  einer  Gruppe  eigent- 
licher Axiome  zu  beweisen V  Das  führt  auf  die  andere  Frage:  Wie 
kann  man  die  Unabhängigkeit  eines  GedankeiLS  von  einer  Gnijipe  s  lUi 
Gedanken  beweisen?  Ztinäehst  mag  bemerkt  werden,  daß  wir  uns  mit 
dieser  Frage  auf  ein  Gebiet  begeben,  das  der  Mathematik  sonst  fremd 
ist    Denn  wenn  sich  auch  die  Mathematik  wie  alle  W  issenschaften  in 
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6.  FuEOi: 


Gedanken  vollzieht,  so  sind  doch  sonst  Gedanken  nicht  (legenstiLnde 
ihrer  Betrachtung.  Auch  die  Unabhängigkeit  eines  Gedankens  von 
einer  Gruppe  von  (ledankeu  ist  sranz  verschieden  von  den  Beziehungen, 
die  sonst  in  der  Mathematik  untersucht  werden.  ^\  ir  dürlcn  Jiuii  ver- 
muten, daß  dies  nene  Gebiet  seine  ihm  eigentümlichen  Grundwahr- 
heiten hat,  die  zu  den  in  ihm  zu  führenden  Beweisen  so  notwendig 
sind  wie  die  geometrischen  Axiome  für  die  Beweise  der  Geometrie,  und 
daß  wir  solcher  Grundwahrheiten  auch  insbesondere  bedürfen,  um  die  ün- 
abhiingigkeit  eines  Gedankens  von  »  iner  (irii])f)e  von  (iedanken  zu  heweiseu. 

Um  solche  Gesetze  aufzustellen,  erumern  wir  \in8  daran,  daß  unsere 
Definition  die  Abhängigkeit  von  Gedanken  auf  das  Folsren  eines  Ge- 
dankens durch  einen  Schluß  ans  audetn  Gpdanken  zurücklührt.  Dies 
ist  so  zu  versteh<'n,  daß  diese  and«'ni  «leUankcn  als  Prämissen  des 
Schlusses  sämtlich  gebraucht  werden,  und  daß  außer  logischen  Ge- 
setzen sonst  kein  Gedanke  gebraucht  wird.  Grundwahrheiten  unseres 
neuen  Gebietes,  welche  wir  hier  braucheD,  werden  sich  in  Sätzen  dieser 
Form  aussprechen: 

„Wenn  das  und  das  ist,  so  folgt  der  Gedanke  Cr  nicht  durch 
einen  logischen  Schluß  aus  den  Gedanken  A,  B,  G. 

Dafür  können  wir  auch  die  Form  annehmen: 

„Wenn  der  Gedanke  G  durch  einen  logischen  Schluß  aus  den 
Gedanken  A,  Ii,  C  folgt,  so  ist  das  und  das/' 

In  eh  r  Tat  lassen  sieh  solche  Gesetze  aufstellen,  z.  B.: 

enn  der  (tedanke  (l  durch  einen  logischen  Schluß  aus  den 
Gedanken  A,  B,  C  folgt,  so  ist  U  wahr." 

Ferner: 

,,^V(Mln  der  Gedanke  G  durch  einen  logischen  Schluß  aus  den 
Gedanken  A,  B,  C  folgt,  so  ist  jeder  der  Gedanken  Af  B,  C  wahr/' 

Wir  haben  ja  gesehen,  daß  nur  wahre  Gedanken  Prämissen  von 
Schlössen  sein  können.  Aber  mit  diesen  Grundwahrheiten  aUein  ist 
unser  Ziel  nicht  zu  erreichen.  Wir  bedttrfen  dazu  noch  eines  6e> 
s^ases,  das  nicht  so  leicht  auszusprechra  ist.  Ich  will  darum,  da  eine 
endgültige  Erledigung  der  Frage  hier  doch  nicht  mdglich  ist,  auf  eine 
genaue  Formulierung  dieses  Gesetzes  T«rzichten  und  nur  ung^hr  ver- 
standlich zu  machen  suchen,  was  ich  im  Sinne  habe.  Man  könnte  es 
einen  Ausfluß  der  formalen  Natur  der  logischen  Gesetze  nennen. 

Man  denke  sich  ein  Vokabular,  in  dem  aber  nicht  die  Wörter 
einer  Sprache  den  entsprechenden  einer  andern  gegeaflbergesteUt  sind, 
sondern  in  dem  auf  beiden  Seiten  Wörter  derselben  Sprache  stehen 
Yon  yerschiedenem  Sinne;  aber  so,  daß  Eigennamen  wieder  Eigen- 
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naineD,  Begntl  n\  Tu  teru  wieder  Begriffswörter  «gegenübergestellt  sind, 
und  zwar  mit  der  BeibehaltuHg  der  Stufe'),  so  daß  den  Wörtern  für 
Begrüfe  erster  Stufe  links  wieder  ebentx  lrhe  rechts  entsprechen.  Des- 
gleichen für  die  zweite  Stufe.  Auch  f  ir  Bezieliuiigswörtcr  mag  Ähn- 
liches gelten.  Im  allgemeinen  können  wir  sagen:  Wörter  gleicher 
grammatischer  Fimktion  sollen  einander  gegenüberstehen.  Jedes  der 
links  vorkommenden  Wörter  hat  seinen  bestimmten  Sinn  —  das  nehmen 
wir  wenigstens  an  —  und  ebenfalls  jedes  rechts  vorkommende.  Durch 
diese  Gegenüberstellung  ist  nun  auch  der  Sinn  der  Wörter  links  dem  ' 
Sinne  der  Wörter  rechts  zugeordnet,  und  diese  Zuordnung  sei  beider- 
seits eindeutig,  so  daß  weder  links  dasselbe  doppelt  ausgedrückt  vorkommt, 
noch  rechts.  Wir  können  nun  übersetzen,  aber  nicht  aus  einer  Sprache 
in  eine  andere  unter  Festhaltung  des  Sinnes,  sondern  in  dieselbe  Sprache, 
wobei  der  Sinn  sich  ändert.  Nun  kann  man  fragen,  ob  aus  einem 
Satze  links  bei  der  Übersetzung  wieder  ein  Satz  rechts  hervorgehe. 
Da  ein  dgentlicher  Satz  einen  Gredanken  ausdrücken  muß,  so  wird  da- 
zu nötig  sein,  daß  einem  Gedanken  links  wieder  ein  Gedanke  rechts 
entspreche.  Legen  wir  eine  unserer  gesprocheneii  Sprachen  zugrunde^ 
so  ist  dies  freilich  zweifelhaft  Wir  wollen  hier  ab^  eine  logisch 
Yollkommene  Sprache  Toraussetzen.  Dann  wird  in  der  Tht  jedem  links 
ausgedrückten  Gedanken  ein  rechts  ausgedrückter  entsprechen.  Wenn 
man  dies  auch  beaweifelt,  wird  man  doch  zugeben,  daß  es  in  einige 
Fällen  so  sein  kann.  Kun  mögen  links  die  Prämissen  eines  Schlusses 
ausgedrückt  sein;  wir  fragen,  ob  die  ihnen  rechts  entsprechenden  Ge- 
danken die  Pr&missen  eines  Schlusses  derselben  Art  seien,  und  ob  der 
dem  Schlußsätze  links  entsprechende  Satz  der  zugehörende  Schlußsatz 
rechts  sei.  Jedenfalls  müssen  die  rechts  ausgedrückten  Gedanken  wahr 
sein,  um  Primissen  sein  zu  können.  Nehmen  wir  an,  diese  Bedingung 
sei  erfttllt  Nun  kann  man  yersucht  sein,  unsere  Frage  zu  bejahen, 
mit  Berufrmg  auf  die  formale  Natur  der  logischen  Gesetze,  der  zufolge 
jeder  Gegenstand  für  die  Logik  so  gut  wie  jeder  andere,  jeder  Begriff 

1)  Über  Begriffe  erster  und  sweiter  Stufe  habe  ich  gdiaadelt  in  meinen 

Grundgesetzen  der  Arithmetik  I  §  §  21  u.  22  (Jena,  1893).  Hier  beschränke  ich 
rnich  auf  Ff>lfrendey  Bekannt  ist  di»»  Subsumtion  eines  rieirenstaniles  unter  einen 
Bc^'rifr  P]ato  ist  ein  Mensch,  Zwei  ist  eine  rriniKahl  .  Hierbei  haben  wir  nur  Be- 
grilfe  erstur  Stufe.  In  einer  ähnlichen  Beziehung,  wie  hier  Gegenstände  zu  Be- 
griffen  erster  Stafe  stehen,  können  Begriffe  erster  Stafe  m  Begriffen  sweiter 
Stofe  stefaMi.  Hierbei  ist  aber  niebt  an  Unterovdnniig  so  denken;  denn  bei  dieBer 
sind  beide  Begriffe  von  derselben  Stufe.  Man  nehme  den  Sati  gibt  eine 
Primsahl".  Hier  sehen  wir  den  Begriff  erster  Stufe  Primzahl  zu  einem  Begriffe 
zweiter  Stufe  in  einer  iVlinliehen  Beziehung  stehen,  wie  die  ist,  in  der  Zwei  zu 
dem  Begriffe  Primzahl  sieht. 


.  ij  i^od  by  Google 


428 


G.  Fbbob: 


«rster  Stufe  bo  gut  wie  jeder  andere  sei  und  mit  ihm  TertanBclit  werden 
könne  ubw.  Aber  dies  wftre  Toreilig;  denn  nneingescbzinkt  formal, 
wie  hierbei  TOranagoeoUl  wird,  ist  die  Logik  gamiehi  Wiie  iie  ee, 
so  w8re  ne  inhaltlos.  Wie  der  Geometrie  der  Begiiff  PuM  angehört, 
80  hat  auch  die  Logik  ihre  eigenen  Begriffs  und  Beaiehuugen,  und  nur 
dadurch  kann  sie  einen  Inhalt  haben.  Diesem  ihrem  Eigenen  gegen- 
über verhält  sie  sich  nicht  forrntJ.  Keine  Wissenschaft  ist  ganz  formal; 
aber  in  einem  gewisson  Grade  ist  auch  die  Gravitationsmechanik  formal, 
insofern  alle  optischen  und  chemischen  Eigenschaften  ilir  ifunz  gleich- 
gültig sind.  Körper  von  verschiedenen  Massen  sind  für  sie  nicht  ver- 
taiischbar;  aber  ilie  Verschiedenheit  der  Körper  in  chemischen  Eigen- 
«chaiten  steht  ihrer  Vertauschung  in  der  Gravitationsmechanik  nicht 
im  We^e.  Der  Logik  gehören  z.  B.  an,  die  Verneinung,  die  Identität, 
die  Subsumtion,  die  Unterordnung  von  Begriffen.  Und  hierbei  duldet 
die  Logik  keine  Vertauschung.  Mau  wird  in  einem  Schlüsse  zwar 
Karl  den  Gioßen  durch  Sahara,  den  Begriff  Kvniij  durch  Wüste  er- 
setzen können,  sofern  die  Wahrheit  der  Prämissen  dadurch  nicht  auf- 
gehoben wird;  aber  man  wird  so  die  Beziehung  der  Identität  nicht 
durch  das  Liegen  eines  Punktes  in  einer  Ebene  ersetzen  dürfen  Denn 
von  der  Identität  gelten  logisclie  Gesetze,  die  als  solche  nicht  unter 
den  Prämissen  aufgezählt  zu  werden  brauchen,  und  diesen  würde  auf 
der  andern  Seite  nichts  entsprechen.  So  könnte  dort  eine  Lücke  im 
Beweise  entstehen.  Bildlich  kann  man  es  so  ausdrücken:  von  dem  ihr 
Fremden  weiß  die  Logik  nor,  was  in  den  PramiBsen  Yorkommt,  von 
ihrem  Eigenen  weiß  sie  alles.  Um  demnach  sicher  m  sein,  daß  bei 
nnserm  Übersetzen  einem  richtigen  SehluBse  links  wieder  ein  richtiger 
Schluß  rechts  entsprechOi  muß  man  dafür  sorgen,  daß  im  Vokabular 
den  etwa  links  vorkommenden  Wörtern  und  Ausdrücken,  deren  Be- 
deutungen der  Logik  angehören,  gleichlantende  rechts  gegenüberstehen. 
Nehmen  wir  an,  das  Vokabular  genüge  dieser  Bedingung;  dann  wird 
nicht  nur  einem  Schlüsse  wieder  ein  Schluß,  sondern  aach  einer  guiaen 
Schlnßkettoi  einem  Beweise  links  wieder  eine  Schlußkette,  ein  Beweis 
rechts  entsprechen,  Torauagesetzt  immer,  daß  die  Ansgangssatse  rechts 
gelten  ebenso  wie  links. 

Es  handele  sich  non  darum,  ob  ein  Gedanke  Q  Ton  einer  Gmppe 
Sl  Ton  Gedanken  abhängig  sei.  Wir  können  diese  Frage  vemeinen, 
wenn  mittels  unseres  Vokabulars  den  Gedanken  der  Gruppe  Sl  die 
Oedanken  einer  Gruppe  Sl*  entsprechen,  die  wahr  sind,  während  dem 
Gedanken  G-  ein  Gedanke  O'  entspricht,  der  Msch  ist;  demi  wenn  6r 
Ton  ü  abhängig  wäre,  so  mfißte,  da  die  Gedanken  von  Sl'  wahr  sind, 
auch  G'  Ton  St*  abhängig  sein,  und  dann  wäre  wahr. 
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Man  wird  so  uagelahr  den  Weg  erkeunen,  auf  dem  es  vielleicht 
gelingen  wird,  die  Unabhängigkeit  eines  eigentlichen  Axioms  von 
andern  zu  beweisen.  Freilich  fehlt  noch  viel  an  einer  genaueren 
Durchführung.  Insbesondere  wird  man  finden,  daß  die.s  letzte  Grund- 
gesetz, das  ich  mit  jenem  Vokal »ular  zu  erläutern  versucht  habe,  noch 
der  genaueren  Formulierung-  i»edarf,  und  daß  diese  nicht  leicht  sein 
wirtl.  Ferner  wird  festzusetzen  sein,  was  ein  logischer  Schloß  ist,  und 
was  der  Logik  eigentümlich  augehrut. 

Wenn  man  (hmn  nach  den  oben  gegebenen  Winken  eme  Anwendung 
auf  die  Axiome  der  (xeomftrie  marhen  wollte,  bedürfte  man  noch  einiger 
Sätze,  die  z.  B,  bekunden,  daß  der  liegrilt"  Punkt,  die  Beziehung  des 
Liegens  eines  Punktos  in  einer  Ebene  usw.  der  Logik  nicht  angehören. 
Diese  Sätze  müssen  wohl  als  axiomatische  angesehen  werden.  Freilich 
sind  solche  Axiome  ganz  besonderer  Art  und  können  in  der  Geometrie 
sonst  nicht  gebraucht  werden.  Aber  wir  befinden  ans  hier  auf  einem 
Neulande. 

Man  sieht  wohl,  daß  diese  Fragen  nicht  kurz  abgetan  werden 
können,  und  ich  will  deshalb  nicht  reriachen,  diese  Untersuchungen 
hier  weiter  zu  fähren. 

Jemandem,  der  etwa  auf  meine  Ausführungen  antworten  wollte, 
möchte  ich  dringend  empfehlen,  sich  zunächst  möglichst  klar  darüber 
zu  äußern,  was  er  ein  Axiom  nenne,  wann  er  ein  Axiom  von  andern 
unabhuigig  nenne,  wie  er  die  Bedeutung  des  Wortes  „Aziom^  gegen 
die  des  Wortes  „Definition''  abgrenza  Freilich,  wenn  man  fragt,  nur 
um  zu  fragen,  kann  man,  wie  Herr  Kor  seit  ftlrohtet,  ins  Unendliche 
fragen.  Aber  keinem  Yemflnffe^en  wird  es  ein&Uen,  immer  weiter 
zu  fragen,  wo  gar  keine  Gefahr  des  Mißyerstehens  Torliegi  Bei  einem 
wissenschaftlichen  Streite  muB  man  so  genau  wie  möglich  fiwtzustellen 
Buchen,  worin  die  Meinungsrerschiedenheit  bestehe ^  damit  ein  blofier 
Wortstreit  vermieden  werde.  Hier  muß  man  sich  entscheiden,  ob  ein 
Axiom  etwas  Hörbares  sei,  etwa  eine  Folge  Ton  Worten,  welche  die 
Grammatik  einen  Sats  nemit,  und  ob  es  dann  ein  uneigentlicher  Satz 
sei  oder  ein  eigentlicher,  oder  ob  etwa  ein  Axiom  ein  Gedanke  sei, 
der  Sinn  eines  eigentlichen  Satzes.  Solange  das  Wort  „Axiom^  in 
der  Mathematik  nur  als  Überschrift  diente,  konnte  ein  Schwanken  in 
dar  Bedeutung  ertragen  werden.  Nun  aber,  seitdem  die  Frage  gestellt 
worden  ist^  ob  ein  Axiom  von  andern  unabhängig  sei,  ist  das  Wort 
„Axiom'*  in  den  Text  selbst  eingetreten,  und  von  dem,  was  es  bezeichnen 
soll,  wird  etwas  behauptet  und  bewiesen.  Nun  ist  es  nötig,  völligi' 
Übereinstimmung  über  seine  Bedeutung  herbeizuführen.  Herr  Hilbert 
hätte  schon  in  der  ersten  Auflage  seiner  Schrift  eine  Detinition  des 
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Axioms  oder,  wenn  eine  solche  unmöglich  schien,  oiue  l'lrliiuterung 
geben  sollen.  Aber  vielleiclit  war  ihm  damals  seine  Abweichinik?  von 
der  iiiukhiiischeu  Gebrauchsweise  des  AVortes  noch  nicht  zum  Bewußt- 
sein gekommen.  Doch  hätte  er  dann  in  der  zweiten  Auflage  diese 
Lücke  ausfüllen  sollen.  So  bleibt  es  ganz  im  Dunkeln,  was  er  eigent- 
lich glaubt  bewiesen  zu  haben,  welcher  logischen  oder  außerlogischen 
Gesetze  und  Hilfsmittel  er  dabei  bedarf.  Auch  das  i.^^t  nicht  sieher  zu 
erkennen,  ol)  der  Kor  seit  sehe  Gebrauch  des  Wortes  „Axiom"  mit  dem 
Hilbertschcn  übcreinstiinnie.  Wenn  ich  also  hier  auf  Klarheit  drinije, 
so  ist  das  nicht  als  nut/inses  Frajren  aliynlcluien.  VVunn  ]emau(l  (ien 
Streit  weiter  führen  moIU*',  olmr'  nnm  ernsten  Versuch  zu  machen, 
die  ancferetrten  Fragen  zu  beantworten,  so  würde  er  nur  leeres  SStroh 
dreschen,  woran  ich  mich  nicht  beteiligen  möchte. 


Verzeichnis  älterer  mathematischer  Werke  aus  der  im 
Besitss  der  JacobBonscliQle  m  Seesen  foefindliclieii 
Wertheimsclien  Bibliothek. 

Im  Auftrage  der  bibliographischen  Kommission  mitgeteilt 
Ton  Felix  Müller  in  Friedenau. 

Die  Jahresberichte  der  Deutschen  Mathematiker-Vereinigung  haben 
wiederholt  Gelegenheit  genommen,  auf  mathematisch« bibliographisehe 
Untemehmimgen  aufmerksam  zu  machen  und  Notizen  von  biblio- 
graphischem Interesse  zu  bringen.  Unsere  Leser  wissen,  daß  in  den 
Sitsungen  der  Deutschen  Mathem.- Vereinig,  der  Gedanke  angeregt  und 
diskutiert  wurde,  eine  besondere  mathematische  Zentralbibliothek  zu 
begriinden.  Stieß  auch  die  Realisierung  dieser  Idee  auf  große  Schwierig- 
keiten, so  wurde  der  Plan  doch  nicht  ganz  und  gar  MLen  gelassen. 
Die  Deutsche  Mathem.-Vereinig.  wählte  eine  bibliographische  Kommis- 
sion, welche  die  Aufgabe  hat,  die  weitere  Verfolgung  der  angeregten 
Idee  sich  angelegen  sein  zu  lassen  und  überhaupt  die  Mitglieder  in 
bibliographischen  Fragen  nach  Möglichkeit  zu  unterstützen. 

Eine  der  wichtigsten  Fragen  ist  nun  die,  in  welcher  Bibliothek 
irgend  ein  seltenes  mathematisches  Werk  zu  finden  sei.  Mit  Freuden 
begrüßten  wir  die  Errichtung  eines  mit  dar  EdnigL  Bibliothek  zu  Berlin 
in  Verbindung  stehenden  Äuskunfbsbüreaus,  das  auf  besondere  Anfrage 
diejenige  öffentliche  Bibliothek  Deutschlands  namhaft  macht,  in  der 
ein  gesuchtes  Werk  zu  finden  ist.  Der  in  Aussicht  genommene  General- 


L.  kj  .i^cd  by  Google 


lltexe  nwtfaematiwih«  W^rke  der  Wertheinuehen  Biblioihek. 


431 


katalog  aller  öffentlichen  Bibliotheken  Deutschlands  wird  dem  Bedürf- 
nisse der  Gelehrten  in  weiterem  Maße  entgegenkommen. 

Aber  aueh  in  Privatbibliotheken  sind  oft  seltene  Schätze  aus  der 
matheraatiseheu  Literatur  verborgen.  Herr  Prof.  Wölffing  hat  vor 
mehreren  Jahren  ein  Verzeichnis  von  Bänden  mathematischer  und  natur- 
wissenschaftlicher Zeitschriften  veröffentlicht,  die  in  öffentlichen  und 
Privatbibliotheken  Wflrtembergs  zu  finden  sind.  Vor  einiger  Zeit  ge- 
langte an  nns  die  Nachricht,  daß  der  verstorbene  Dr.  Wertheim  seine 
wertvolle  Bibliothek  der  Jacobson  schule  in  Seesen  vermacht  habe.  Da 
wenige  Fachgenossen  yon  der  Existenz  dieser  Bibliothek  Kenntnis 
haben,  so  Teranlaßte  Herr  Prof.  Gütz m er  einen  jüngeren  Mathematiker^ 
Horm  Große,  ein  Verzeichnis  der  der  Jacobsonschule  vermachten 
mathematischen  Werke  anzufertigen.  Die  bibliographische  Kommission 
beschloß;  eine  Umarbeitung  dieses  Verzeichnisses,  welche  die  seltenerm 
mathematischen  Werke  aus  dem  15.,  16.,  17.  und  18.  Jahrhundert  eulr 
hSlt,  in  den  Jahresberichten  zu  Tttöffentlicheii.  Wir  hoffiBn,  daß  dieses 
VenBeichnis  nelen  Mitgliedern  willkommen  sein  wird. 

(Die  eingeUammerten  Zahlen  bezeichnen  die  Kam&ani  dee  BibUotheks-Eataloga). 

1483.  PraeclaiiBsimiis  Uber  elementorum  EnoUdis.   Venet.  fol.  (E.  292). 

1484.  Piere  Boisi  Arithmetica.    Questa  infirascripta  tauola  dinota  e  di- 

mostra  la  significatione  de  le  infrascripte  zifre  etc.  Vonet.  (89). 
1491.  EuclMis  F!lcm'r-1n  In*  cwm  cnmment.  Cajnpani.  Vicent.  tbl.  (18). 
1608.  Johann  Widmann.    Arithmetica  germanica.    liebend  und  hübsche 

Hechnungeu  auff  allen  Kauö'maiischafftcn.    Pforzheim  (241 ). 
1509.  Luca  del  Borgo.    De  divina  proportione,  arlthmeticae  disciplinaei 

traetatns  de  quinque  corporibus  regalaribafl.    Venet.  (10.) 
1509.  BuclidlB  Megarensts  Opera  a  Campaao  tralata.    Emend.  Lucas 

Paciolua.    Venet  (30). 
1Ö23.  Luoa  del  Borgo.    Summn  de  arithmetica,  geometria,  proportioni 

p  prop(>r*!r«nalitii.     Vt-net.  fol.  (2). 
1525.  Albrecht  Dürer.    Uiidurwejsung  der  messutig  mit  dem  zirckel  und 

richtscheyt.    Nümb.  (327). 
1627.  Albreeht  Dfirer.  Etliche  ündeiriofat  zu  Befestigung  der  Stett,  SeUioß 

nnd  Hecken.    NOmh.  (326). 
1528.  Albreoht  Dürer.    Von  menschlicher  Proportion.    Ntlmb.  (296). 

1532.  Orontii  Pinaei  Protomathesis.    Paris  fol.  (20). 

1533.  EvY.Xtui (ir  6Tnr/fi(<}v  8ißl.  u.    Basileae  fol.  (.'5()i). 

1533.  Job.  de  Begiomonte.    De  triangulis  omnimodiä  hbri  V.  Norimb. 
foL  (33). 
id.   BasiL  (32). 

1539.  Hier.  CardanTu.    Practica  arithmetioae  et  mensamadi  angularis. 

Mediol.  8.  (229.) 

1540.  Lnna  del  Borgo.    De  abaco.    Venet.  fSBl 

1543.  Buolide  Alegarense,  ed.  Nie.  Tartalea.    Vinezia  toL  (297). 

29« 
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1544.  Mich.  Stifcl.    Arithmetica  iotegra.    Cum  praef.  Ph.  Meiaachtonis. 

Xorimb.   4,  ('Joü.) 
1Ö4Ö.  Hier.  Oardauus.    Ars  magna.    Norimb.  (11). 
1546.  Nio.  Tartftglia.    Qvesiti  ed  inveiitioni.    Venet.  (340). 
1550.  Siuüidiv  M^arauds  sex  libri  priores  de  geometricis  principüs.   gr.  et 

lat.,  Audi.  J.  Scheubelio.    Basil.  fol.  (328). 
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Gedankenlose  Denker. 

Eine  Ferien  plaudere  i. 
Von  J.  Thomae  in  Jena. 

So  widersinnig  und  übertrieben  es  auch  ecbeincn  mag,  eo 
nimmt  doch  der  men^trhliche  Yinntand  seine  Greietze  nicht  ans 
der  l^atur,  sondern  schreibt  aie  ihr  vor.  Kakt. 

Wer  eine  Arithmetik  auf  eine  formale  Zahlenlehre  aufbauen  will, 
eine  Lehre,  die  nicht  fragt,  was  sind  und  was  sollen  die  Zahlen, 
sondern  die  fragt,  was  brauchen  wir  Ton  den  Zahlen  in  der  Arith- 
metik,  dem  wird  es  erwünscht  sein,  auf  ein  anderes  Beispiel  einer  rein 
formalen  Sehdpfung  des  menschlichen  Verstandes  hinweisen  zu  können. 
Ein  solches  Beispiel  glauhte  ich  im  Schachspiel  gefunden  sn  hahen. 
Die  Schachfiguren  sind  Zeichen,  denen  im  Spiel  kein  anderer  Inhalt 
zukommt,  als  der  ihnen  durch  die  Spielregeln  zuerteilt  wird.  Die 
Redeweise,  die  Zeichen  seien  leere,  kann  zu  MißrerstSndnissen  da 
fOhren,  wo  der  gute  Wille  zum  Verständnis  fehlt  So  glaubte  ich 
audi  die  ZMm  in  der  Arithmetik,  im  Recheuspiel  als  Zeichen  an- 
sehen zu  dürfen,  denen  eben  im  Spiel  kein  anderer  Inhalt  zukommt, 
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als  der  ihnflu  duxcli  die  Bechnungs-  oder  Spielregeln  saerteilt  wird. 
Das  Zeichemysftem  des  Bechenspieles  wird  aas  den  Zeichen 

0123456   7  89 

in  bekannter  Weise  hergestellt 

Keine  Sprache  dttrfke  so  weit  differenziert  sein^  dafi  der  Sinn  eines 
jeden  Wortes  ToUkonrnmi  eindeutig  sei.  So  sagt  man,  die  Figuren 
im  Schachspiel  haben  keine  Bedeutung,  und  doch  wäre  es  wohl  wider- 
sinnig zu  behaupten,  der  Springer  habe  im  Schachspiel  keine  Be- 
deutung, oder  eine  Zahl  habe  in  der  formalen  Arithmetik  keine  Be- 
deutung, sei  z.  B.  kein  Grüßenverhaiinis^  und  es  wäre  doch  wider- 
sinnig zu  sagen,  die  Zahl  e  ha1)e  in  der  Arithmetik,  im  iiechenspiel 
keine  Bedeutung.  Der  Inhalt  einer  Schachfigur,  z.  B.  des  weißen 
Dunienspringers,  oder  des  schwarzen  d-Bauem,  wird  im  Schachspiel 
durch  ihr  Verhalten  gegen  die  Spielregeln  bestimmt.  Da  wirkt  wieder 
die  Nichteindeuti^keit  des  Wortes  „verhalten''  unliebsam.  In  einem 
idealen  Staat  verhalten  .sich  die  Bürt^er  den  Staütsgesetzen  gegenüber 
gleich,  in  einem  ständischen  versciiieden.  Tiere,  Häuser  usw.  sind 
auch  den  Staatsgesetzen  unterworfen,  aber  sie  verhalten  .sich  7x\  ihnen 
nndens  als  die  Menschen.  Da  werde  ich  nun  dinrh  im  inm  Kollegen 
Herrn  Frege  auf  Seite  101  seiner  Gnmdgesetze  der  Arithmetik  be- 
lehrt, (laß  sich  verhalten  ungefähr  so  viel  heißt,  wie  sich  benehmen. 
Die  Schachfiguren  können  sich  demnach  zu  den  Spielgesetzen  gar  nicht 
Terhalten^  sondern  höchstens  der  Spieler,  der  z.  B.  falsch  ziehen  kann. 

Wenn  gesagt  wird,  im  Rechenspiel  habe  ein  Quotient,  dessen 
Nenner  Null  ist,  keine  Bedeutung,  so  wird  das  dadurch  begründet^  daß 
im  Reohenspiel  die  Zei<^en  selbst  ^^nwohl,  als  auch  die  aus  ihnen  durch 
die  Kechnungsregeln  erzeugten  eindeutig  sein  müssen.  Da  aber  aus 
der  angegebenen  Form  sich  leicht  der  Satz  ziehen  läftt 

rt  =  a,  a, 

so  ist  ein  Quotient  mit  dem  Nenner  Null  in  der  formalen  Arithmetik 
nicht  zulässig.  Die  Forderung  der  Eindeutigkeit  legt  Oberhaupt  der 
Neuschöpfong  Ton  Zeichen  im  Bechenspiel  gewisse  Ghremsen  auf.  Wenn 
ich  z,  B.  sagen  wollte,  die  beiden  Gleichungen 

3a; -1,   3a; -2 

sind  miteinander  nicht  yertraglich,  aber  ich  schaffe  ein  Zeichen, 
»     das  den  beiden  Gleichungen  genügt,  so  wird  «  *     *    -}  sein 
mflSsen,  das  Zeichen  wird  nicht  eindeutig  sein,  ist  demnach  in  der 
Arithmetik  unzuUuisig. 
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Daß  der  ^^aehwarze  König''  im  Sehaclispiel  ebenso  gut  etwas  be* 
deute,  ale  der  ;,8iiiii8^  in  der  Astronomie  (Frege  Seite  \Oil),  der 
Meüiiu^  bin  ich  allerdings  immer  gewesen. 

Selbst  das  Wort  jjidemtisch"  scheint  nicht  eindeutig  zu  sein. 

Auf  Seite  140  zitierten  Schrift  stellt  Herr  Frege  den  Satz 
auf,  „der  Morgenstern  ist  derselbe  wie  der  Abendstem"  und  scheint 
die  beiden  für  identisch  zu  erklären.  Hat  nun  dci-  AlxMidsterr.  die- 
selbe Masse  wie  der  Morgenstern?  Nein.  Hat  er  dieselbe  innere 
Enersrie  (thermische,  chemische  nsw.jV  Nein.  Hat  er  dieselbe  Be- 
^vegungsrichtung?  Nein.  Dieselben  BeleuchtungsverliilltnisseV  Nein. 
Aber  irgend  ein  Residuum  wird  in  beiden  doch  woiii  dasselbe  sein, 
demnach  sind  sie  identisch.  —  Sagt  man  aber,  der  Mor«rensterii  ist 
derselbe  „Stern''  \vie  der  Abendstem.  so  tritt  ein  Tertium  hinzu.  Der 
menschliche  Verstand  in  «einer  snuvenniei«  Schr)])ferkraft,  der  Natur 
ihre  (Tesetze  vorschreibend,  bildet  eiTicn  JBegriü"  „Stern"'  und  richtet 
diesen  Begriii"  so  ein,  daß  der  Morgenstern  derselbe  Stern  ist,  als  der 
Abendstem.  Ahnlieh  abstrahiert  der,  der  zählen  lernt,  von  der  Ver- 
schiedenheit der  Keehensteine,  an  denen  er  es  lernt,  setzt  sie  einander 
gleich.  In  dieser  Möglichkeit  oder  Fähigkeit  des  menschliehen  Ver- 
standes, von  der  Verschiedenheit  gewisser  Dinge  zu  abstrahieren,  sie 
einander  gleich  zu  setzen,  glaubte  ich  die  Fruchtbarkeit  des  Gleichheits- 
zeichens zu  erkennen,  (Elementare  Funktionentheorie  pag.  2),  werde 
aber  durch  Frege  gründlich  abgeführt. 

In  bezug  auf  das  Schachspiel  habe  ich  mich  nun  anch,  wie  mich 
Herr  Frege  belehrt,  stark  geirrt.  Nach  ihm  gibt  es  in  diesem  Spiele 
keine  Lehrsätze  und  Beweise.  Der  Satz:  Turm  und  König  können 
den  feindlichen  König  auf  jedem  Kandfelde  matt  setzen,  ist  also  nur 
wohl  für  meinen  nicht  hinreichend  logisch  geschulten  Verstand  ein 
Lehrsatz,  und  sein  Beweis  ein  Scheinbeweis.  Durch  Frege  erfahre  ich, 
daß  die  Schachspieler  wohl  Denkarbeit  leisten,  aber  keine  Gedanken 
haben^  sie  sind  gedankenlose  Denker.  Dieser  Begriff  ist  wohl  von  dem 
d^  Träumers  Twschieden,  wenigstens  habe  ich  die  Schachspieler  noch 
niemals  Tr&umer  nennen  hören.  Wenn  ich  sage,  diese  Semmel  ist 
dick  mit  Butter  bestrichen,  so  drückt  dieser  Satz  Tielleicht  einen 
Gedanken  aus,  denn  er  bezieht  sich  auf  etwas  Konkretes,  und  zwar  auf 
etwas  Eßbares.  Wenn  ich  aber  sage:  Im  Endspiel  des  Stamma 
(ersticktes  Matt)  kommt  die  Besonderheit  des  Springers  zu  beredtem 
Ausdruck,  so  scheint  dieser  Satz,  wenn  ich  Frege  recht  Terstehe, 
keinen  Gedanken  auszndrfleken.  Man  Tergleicht  gern  einen  Schach- 
spieler mit  einem  Feldherm,  der  einen  Schlachtplan  entwirft  und  ihn 
im  Gange  der  Schlacht  nach  den  Umstanden  ändert.    Ob  auch  der 
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Feldherr  unter  den  Begriil'  des  p;tnlankenlosen  Denkers  fallt  otltr  iiiclifc, 
wage  ich  nicht  zu  entscheiden.  Die  Schaclispielor  freilich  »^lauhcn  in  iluen 
Spielen  und  Probleiiipn  tiefe  schöne  jiikante  und  ähnliclic  Gedanken  zu 
linden,  so  daß  auch  djis  Wort  „Oedanke''  nicht  eindeutig  zu  sein  scheint. 

Damit  wiire  eigentlich  meine  J'lauderei  zu  Ende,  man  gestatte  mir 
aber  nuidi  einige  weni^re  Bemerkungen  anzutiiiren.  —  Herr  FrcLre 
entrüstet  sich  an  einer  Stelle  seiner  Schritt  mit  den  Worten  „Xun 
läßt  Thomae  pir  eine  Zahl  wachsen*'.  Dabei  habe  ich  natürlich  naeh 
Till  EuienspKLrel  gedacht,  man  könne  die  Zahl  Drei  etwa  wie  in 
folgender  Figur  wachsen  lassen, 

»  3  3  . .  3  3  . . , 

aber  da  sind  die  verhungnisTollen  Tünktchen.  Sie  bedeuten  (VergL 
Frege  pag.  135)  jedenfalls  auch  noch  vier  Dreien.  Mithin  kann  ich 
die  Zahl  Drei  zwar  wachsen  lassen,  aber  doch  nur  etwa  achtmal,  jeden- 
falls beschränkt.  In  der  Schule  habe  ich  gelernt,  die  Zahl  lasse 
sich  nicht  durch  einen  Dezimalbruch  darstellen,  man  schrieb 

i  =  0,33333  . . 

Da  aber  die  beiden  Pünktehen  jedenfalls  auch  noch  zwei  Dreien 
bedeuten,  so  ist  nun  |  doch  durch  einem  Dezimalbruch  mit  sieben 
Stellen  darstellbar. 

Eine  sehr  zu  bedauernde  Rückhaltung  legt  sich  Herr  Frege  da 
auf,  vo  er  von  neuen  Rechnungsarten  (Spezies)  spricht.  Er  sdieini 
in  den  „Grenzaber^gen'*  eine  solche  eu  wittern.  Er  gibt  aber  kein 
Beispiel  an,  in  dem  ein  Grenzübergang  mit  andern  Mittehi  als  mit  den, 
durch  die  Zahlenfolgen  oder  Fundamentalreihen  auf  irrationale  Zahlen 
erweiterten  vier  bekannten  Spezies  ausgeführt  würde.  Die  neuem  Yer^ 
treter  d«r  formalen  Arithmetik  haben  versucht,  die  Rechnungsregeln 
auf  irrationale  Zahlen  formal  auszudehnen,  indem  sie  für  gemeine 
Zahlen  diese  Frage  als  durch  Hankel  erledigt  ansehen.  Daraus  er^ 
klärt  es  sich,  daß  mancherlei  in  ihren  Aufstellungen  fehlt,  was  für 
eine  lückenlose  Durchführung  ihrer  Ideen  eigentlich  notwendig  wäre. 
So  fehlt  bei  mir  z.  B.  zu  meinem  Bedauern  die  Vorschrift,  die  Hankel 
mit  „Modnlns  einer  Rechnungsart'^  bezeichnet 

Aber  ein  Problem  löst  mein  Freund  und  Kollege  Frege  in 
glücklicher  Weise.  Er  sagt  auf  Seite  129:  Wir  können  definieren: 
Eine  Keilie  V(in  näu.sern  heißt  eine  unendliehe  Iveihe,  wt'Uü  kein  Haue 
in  ihr  ein  letztes  ißt,  sunJtm  wenn  nach  einer  /u  gebenden  Vorschrift, 
immer  neue  und  neue  Häuser  gebaut  werden  können*'.  Da  den  h  mrin 
Herr  Kollege  sicher  einen  Bauplatz  für  eine  solche  Straße  weiß,  weil 


L.  kj  .i^cd  by  Google 


438 


Hlbkbt  Stier: 


jft  sonst  der  Begriff  Unendlich  einer  Schlange  gliche^  die  eich  in  den 
Schwanz  beißt,  so  braucht  er  diesen  nur  anaugeben,  und  die  Agraiv 
frage  ist  ein  für  allemal  geldsi 

Nachdem  nnn  Frege  „die  formale  Zahlenlehre  ein  fOr  allemal  ab- 
getan'' hat,  und  nachdem  er  erkannt  hat,  daß  auch  sein  Versuch  die 
Zahlen  logisch  ssu  begrOnden  (Seite  253.  Nachwort)  mißglückt  ist,  so 
haben  wir  nun  gar  keine  Zahlen  und  mUaaeu  nach  ihm  zu  dem 
traurigen  Schluß  kommen 

Die  Mathematik  ist  die  unklarste  aller  Wissensehaften. 

Geschiieben  in  den  Hundstagen  des  Jahre«  1906. 


Teclinisßlie  Arbeit 

Festrede  zur  7öjftlirigeii  Jubelfeier  der  Technischen  Hochschule 

zu  Hannover. 

Von  HuBBBT  Stieb  In  Hannover. 

Die  Zahl  dor  Gegenstände,  über  welche  man  bei  Gelegenlieit  dieser 
Feier  reden  könnte,  wilre  anßnrnrdentlich  «jroß.  sobald  man  solche  aus  den 
einzelnen  Gebieten  der  Technik,  deren  Studium  uns  an  den  technischen 
Hochschulen  beschäftigt,  herausgreifen  wollte.  £s  schien  aber  geboten, 
beute  ein  Thema  von  aUgerndnem  Intw^ae  su  wlhlen,  welches  äch  möglichst 
gleichartig  auf  alle  hier  rertretenen  techmschen  Zweige  bezieht  So  soll  denn 
Tersncht  werden,  die  Art  und  Weise  in  gecb-ängter  Kürze  zu  schildern, 
und  nach  ihrer  Bedeutung  hervorzuheben,  nach  welcher  sich  die  Arbeit 
des  Technikers  /??  seinem  Bernte  vollzieht. 

Die  Technik  verlegt  sich  beut /.ntai/e  nach  den  verschiedensten  Kiohtnngen 
hin,  und  die  Ziele,  welche  die  einz»^lnen  Angehörigen  derselben  vert'olgen, 
wie  der  Bauingenieur,  der  Hascfainenkonstmkteur,  der  Architekt,  der  Hütten* 
ingenieur,  der  praktische  Chemiker  und  der  Elektrotechniker,  gehen  weit 
auseinander.  Trotzdem  aber  Inßt  sich  in  der  Art  des  Schaffens  doch  eine 
Gemeinsamkeit  erkennen,  und  man  kaim  bei  allen  denjenigen,  die  wir  unter 
dem  Namen  dor  Techniker  zn!?ammentas»<en ,  aneh  von  einer  fpchn'i^tJi  n 
Arbeit  reden,  wele}ie  sich  unter  gemeinsamen  Gesichtspiuikten  vollzieht. 
Ja,  bis  zu  einem  gewissen  Grade  lalit  sich  derselben  auch  die  rein 
künstlerische  Arlmt,  und  zwar  nicht  bloß  diejenige  des  Architekten, 
der  wenigstens  zur  einen  Hftlfte  seines  Schaffens  ganz  zur  Technik  gehört, 
sondern  amli  die  der  anderen,  bildenden  Künste,  vor  allem  auch  die- 
jenige des  Kunstgewerbes  einreihen.  Es  bedingt  sogar  diese  Art  der 
technischen  Arbeit  über  das  engere  (Gebiet  der  Technik  hinaus  eine  Auf- 
fassung des  gesamten  Lebens  in  besonderem  Sinne,  welche  man  geradezu 
als  charakteristisch  technische  Lebensanschauung  bezeichnen  muß.  Die  Art 
seiner  Arbeit  und  die  darauf  beruhende  Lebensanschauuug  bilden  dann  femer 
naturgemäß  eine  bezeichnende  Unterscheidung  des  Technikers  gegen  andere 
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Berufszwpige  im  ötfeutiicheu  Lebeu,  wie  dem  des  Kaufnumns»  des  Juristen, 
des  ^oidaim,  des  VcraaUuuffifbeamien^  des  Arztes. 

Dm  Entwieklung  der  an  den  Hocfaschnlen  gepflegten  TechnOt  Sst  in 
dem  Terflossenen  Vieiteljahrhiindeit  dne  andauemd  aufsteigende  nnd  immer 

größeren  Umfang  gewinnende  gewesen.  Man  kann  wahrnehmen,  wie  sich  der 
Einfluß  derselben  mehr  und  mehr  Wirlainfr  verschafft  hiit  und  die  Technik 
selbst  in  d<>Tii  Oi-ganismus  des  modernen  Staats-  und  (ipsell-f  !;uftsleben.s  zu 
einer  hoch  bedeutungsvollen  und  einflulireicheu  Stelle  aufrückt.  So  ist  hier 
und  gerade  an  diesem  Gedenktage  wohl  ein  Wort  von  der  technischen 
Afheii  und  der  twAmMsUren  Lebensemsekaumg  als  Grundbedingungen  der 
Tecbnik  tkberhanpt  an  seinem  Platte. 

Zunftdist  ist  herrorsuhebeu,  daß  der  Techniker  stets  ffm:  tat' 
Söchlichrn  Anfyahen  gegenübersteht,  welche  ihm  das  tägliche  Leben 
und  die  Natur  selbst  im  weitesten  Umtanire  ?,tellen.  Diese  Aufgaben  zer- 
fallen natürlich  in  gewisse  Gruppen,  welche  im  ganzen  und  großen  nach 
gemeiusamen  Grundregeln  zu  behandeln  sind,  welche  aber,  sobald  wir  auf 
die  EinxelfSlle  eingehen,  jene  immer  wechselnde  Fftlle  Terschiedenariiger 
Erscbeinnngen  «eigen,  wie  eben  Natur  und  Leben  sie  uns  ununterbrochen 
bieten. 

Der  Techniker  hat  diese  Aufgaben  mit  3[iffih)  tu  lösen,  welche 
zwar  ebenfalls  trewissen  allgemeinen  und  streng  logisscben  Gesetzen  folgen, 
wie  dieselben  die  Grundlage  der  ganzen  natürlichen  Welt,  in  der  wir  leben, 
nnd  sonach  auch  unseres  eigenen  Daseins  bilden.  Andererseits  aber  bieten 
auch  sie  wieder  eine  luendliehe  Versebiedenheit  in  ihrem  Oebrauch  im 
Einzelfall,  nnd  Tor  allem  bemerken  wir  auch  bei  ihnen  eine  stete  Steigerung 
und  Ausdehnung  nach  ihrer  Zahl  und  der  Art  ihrer  Anwendung.  Wir 
brauchen  uns  ja  nur  an  die  Entwicklnnjj  innerhalb  jener  75  Jahre  seit  der 
Gründung  unserer  Hochschule  zu  erinnern,  um  uns  die  Verschiedenartigkeit 
der  uu»  inzwischen  gewordenen  technischen  Aufgaben  und  die  Steigerung 
ihres  Unifanges  su  vergegenwärtigen.  Wie  aber  sind  auch  demgegenüber 
nnsere  Nittel  zu  ihrer  BewSltiguog  gestiegen  1  Mit  der  FttUe  der  Aufgaben, 
welche  uns  das  staatliche,  das  wirtschaftliche  und  das  soziale  Leben  ge- 
bracht haben,  ist  dem  Techniker  auch  eine  weitere  Erforschung  der  Natur, 
ihrer  Krilf'tc  und  ihrer  Hilfsmittel  zur  Pflicht  geworden:  und  er  hat  dif^'^er 
Verptlichtung  in  vollem  ^laßf^  i^enüf^t,  indem  er  rastlos  neue  Wege  er- 
schlossen hat,  um  den  neueu  Auforderungeu  zu  entsprechen. 

Der  reiAte  Tedmiker  ttekt  fni'ttm  im  J.,d>en.  Das  Leben  be* 
dingt  seine  Tätigkeit  nnd  macht  dieselbe  zu  einer  lebendigen  nnd  frucht- 
bringenden, und  darum  ist  sie  auch  dazu  angetan,  ihn  selbst  mit  der 
rechten  Lebenskraft  und  Freudigkeit  so  zu  durchdringen,  daß  er  sie  auch 
auf  andere  zu  übortras^en  vermasr.  Andererseits  aber  ist  ihm  auch  kein 
btilistaud,  kein  bH<!uenies  Ausrulieu  auf  einem  gewouü«?uen  Standpunkt  ge- 
stattet. £r  kauu  sich  keiu  System  aufbauen  und  von  diesem  aus  eine 
Welt  konstruieren,  deren  Erscheinungen  ein  für  alle  Mal  in  dieses  System 
einzuzwängen  sind.  Aber  er  entgeht  auch  dadurch  der  Gefahr,  gelegentlich 
bemerken  zu  mflssen,  daß  das  System  n^it  den  rastlos  sich  ändernden 
Lebensverhältnissen  nicht  äbereinstitnmt  und  er  deshalb  wieder  einmal  daran 
gehen  muß,  dasselbe  durch  mühsame  Flickarbeit  mit  der  Wirklichkeit  in 
Übereinstimmung  zu  bringen. 
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AU>  besonders  gruudlegeud  kommt  fttr  die  Bedeutung  der  techoiacben 
Arbeit  in  Betracht,  d&B  der  TecknUear  noirkUeh  fchaißt  unter  den 
Bedingungen  natfiriieb,  die  ittr  menschlicbes  Schaffen  überhaupt  möglich 
sind.    Er  übertrügt  eine  von  ihm  im  Geiste  geplante  Arb^t,  welche  zn- 

nächst  inif  den  ihm  znstehenrlen  Mitteln,  dt>nienig«>n  der  zf ichnprisolion 
Darstellung,  der  Berechnung,  des  \  ersuches,  ih  v  iM  ^rlin  ilMin^^  de^  Modelle, 
festgestellt  ist,  in  eine  in  die  Augen  tretende  äutiere  W  irkliebki'it,  deren 
Dauer  Aelbstrerstlndlieh  Terscfaieden  ist,  je  nach  den  Gesetzen,  weldie  in 
der  Erhaltung  natfirlicher  Dinge  Überhaupt  gelten.  Aber  die  Werke  des 
Technikers  treten  wie  die  natürlichen  Dinge  in  sichtbarer  Gestaltung  vor 
uns,  sie  behaupten  sich  neben  ihnen  und  bedürfen  keiner  vermittelnden 
Zwischeninstauz,  um  sich  gelt^'nd  zu  machen  und  zu  wirken.  Und  wenn 
auch  nicht  für  eine  Kwigkeit,  so  schafft  er  doch  meist  nicht  nur  für 
seine  Zeit  allein,  sondern  auch  für  nachfolgende  GeschUdder  auf  JaJn'- 
hunäerte. 

Wir  sprechen  wohl  von  einem  Schaffen  des  Malers,  des  bildenden 
Künstlers  übeihaupt,  und  betrachten  ein  Bildwerk,  ein  Oemülde,  einen  Bau 
als  Schöpfungen;   aber   in  ganz  demselben   Sinne  sind  auch  die  Wrrle 

der  '/'f'knik  Sihiipfntuixu.  Die  Dnrclibreelnuii:  liohcr  Gebirp:e,  die 
Überbrückung  von  Flüssen  und  Meeresai uieu ,  die  Herstellung  v»;rwjt.kelter 
Maschinen,  welche  die  Tätigkeit  vieler  einzelner  Hände  ersetzen  und  ver- 
einfachen, die  Errichtung  monumentaler  Gebäude  sind  ebeDfiUls  Schöpfungen. 
Nun  hat  freilich  nur  der  liebe  Gott  allein  die  Welt  aus  Nichts  geschaffen. 
Jede  menschliche  Schöpfung,  auch  das  freieste  Werk  des  bildenden  KOnstlers, 
besitzt  eine  Reihe  von  Vorgängen,  von  Anregungen  und  Beeinflussungen,  in 
wf^lcbrn  f'S  wurzelt,  wenn  <lie.se  sicli  auch  unser*  r  Wahnichunnirr  entziehen 
und  sogar  *lem  Künstler  selbst  nicht  uiimer  '/um  vulkn  Btwußlüeiu  kommen 
mögen.  Auf  diese  Vorgänge  gestützt  vollzieht  sich  dann  wohl  eine 
künstlerische  Erfindung  in  einem  Augenblicke  glficklicher  Begeisterung; 
meistens  aber  ist  auch  sie  nur  das  Ergebnis  einer  gansen  Fülle  verborgener 
geistiger  Arbeit.  Andererseits  ist  aber  eine  technische  Krfiudumj  keines- 
wegs allein,  wie  man  wohl  meint,  das  reine  re- hneris«  Ik-  EriT'  l  nis  der  Be- 
rücksichtigung gegebener  äußerrr  Bodincnnitren  und  der  Anw^nduntr  <lt'r 
durch  die  Hilfsmittel  des  Fachs  dargebotenen  Rezepte;  auch  lii<r  stellt 
sich  der  schöjifcrischc  Augenblick  ein.  Jedem  Werke  aber  gehen  für 
den  Techniker  lange  Z»ten  medianischer  Arbeit  voraus.  Eine  Fälle  von 
Material  mufi  herbeigeschafft,  gesichtet,  geordnet  und  nach  ihrem  Wert  für 
die  zu  lösende  Aufg;ibe  /us  iimiK  iiLM  stellt  werden.  Diese  selbst  muß  nach 
allen  Seiten,  hiusichtlich  ihrer  Eigentümlichkeiten  und  Besonderheiten, 
gepriitt  ufnifu.  Ei-st  nnf-h  Bewältigung  dieser  ganzen  Vorarbeit,  nacli 
gewunuener  Klarheit  über  ihren  Wert,  nachdem  er  den  Ötoif  derselben 
geistig  in  sich  verarbeitet  und  denselben  so  gewissermaßen  zu  seinem 
persönlichen  Eigentum  gemacht,  tritt  auch  an  den  Techniker  der  Augen- 
blick der  schtipferiscben  Erfindung  heran,  die  Stunde,  wo  sich  ihm  aus  all 
den  Vorbedingungen  heraus  die  Lösung  in  einfacher  Klarheit  ergibt. 
Seine  Tlltij'keif-  i-^t  nicht  weni^fpr  und  in  nicht  srerinirerein  ^^aße  eine 
schaü'eiiil'  wi-'  diejenige  aut  dein  vorgenannten  künstlerischen  (itiM.  ff.  und 
auch  bei  ihm  drüngt  sich  schließlich  die  Entstehung  der  grundlegenden 
Gedanken  zumeist  in  kurze  Stunden  zusammen. 
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Es  ist  hier  nicht  pinzugelion  auf  die  Monire  der  r»':ii  tocbnischen 
Hilfsmittel,  welche  üim  zu  äeiüer  Erliiidung  auf  Ueu  verschiedenen  Gebieten 
zur  Verfügung  stehen  und  die  er  selbstTerstindlidi  belienradieii  muß;  wie 
der  Architekt  seine  StUformen,  der  i^uingexiienr  seine  KonstmktioDSBysteme, 
der  Maschinenfcechntker  seine  Bewegungstnochanismen. 

Es  sei  hier  nur  noch  nnf  ein  Hilfsmittel  von  ganz  allpemeiner  Be- 
deutung hingewiesmi,  iiiimlich  auf  die  Mathematik  und  zwar  vonichmlich 
auf  jenes  Gebiet  dieser  Wissenschaft,  in  welchem  dieselbe  in  Verbindung 
mit  den  Erscheinungen  der  Natur  auftritt  und  diese  in  ihren  Wirkungen 
und  gesetBm&ftigen  Uisachen  ermittdt|  sei  es  im  Hinblick  auf  die  Festig- 
keitslehre, ^e  Statik,  sei  es  mit  Bücksichfaishme  auf  die  Lehre  von  den 
Erscheinungen,  unter  welchen  sich  Bewegung  und  Wirkuii«:  der  ver- 
scliii'dpnsten  Ktirper  vollzieht,  dos  Wassers,  der  Erdiiiassen,  des  I^ampfes 
und  der  elektrischen  Kraft,  in  einem  sich  stets  steigernden  Maße  ist  die 
Wissenschaft  der  Mathematik  bestrebt,  diese  Gesetze  zu  ergründen  und  in 
bestimmten  Formeln  festzulegen. 

Der  Techniker  aber  ist  demgegenüber  in  gleichem  Maße  t&tig  gewesen, 
nicht  alldn  diese  Ermittelungen  für  seine  Zwecke  gewinnbringend  und 
nntsbar  su  verwerten,  sondern  dieselben  auch  Aber  das  dem  Mathematiker 
T^ngewiesene  Maß  hinaus  zu  ent wi'l:oiTi  und  ihre  praktisehfi  Verwendunn-  in 
dt'iTi  gleichen  Maße  zu  erweitern,  wie  die  steigenden  Forderungen  seiner 
Autgaben  dies  verlangen.  Was,  mn  nur  ein  Beispiel  heranzuziehen,  dem 
Architekten  der  alUti  WeU,  was  dem  Baumeister  des  MiUdaltere  nur  aus 
empirischen  Beobachtungen  nnd  dnrcfa  langjährige,  mtths^ge  Er&hmngen 
möglich  war,  der  Gewinn  des  festen  Gerüstes  für  seine  Konstruktionen 
nnd  Kunstformen,  läßt  sich  heute  mit  unbedingter  Sicherheit  rechnerisch 
feststollen.  Es  genügt,  an  jene  Anfanfjsstadion  unserer  Kenntnis  des  Eisens, 
welche  mit  der  Oründungszeit  unserer  Hochschule  zusammen t'alltn,  zu  er- 
innern und  demgegenüber  die  Fortschritte  in  den  mathematischen  und  natur- 
wissenschaftlichen Kenntnissen  ins  Auge  zu  fassen,  mit  welchen  wir  diesen 
Stoff  hente  in  seinen  Eigenschaften  der  Festigkeit,  der  Elastizität,  der 
TVagf&bigkeit,  der  M<3i:li(  likeit  der  Art  seiner  Bewegung,  festzulegen  Ter- 
mögen,  sei  es  zum  Zweck  weitgespannter  Konstruktionen  der  Baukunst^ 
wie  Brücken  und  Hallenanln^en,  sei  es  zum  Zwecke  der  bewegenden  und 
treibenden  Arlirit  irirend  welcher  Art  von  Maschinen.  Wie  ausgedehnt  ist 
andererseits  auch  die  Art  der  Gewinnung  und  Verarbeitung  des  Materials 
geworden,  TOn  der  schlichten  Herstellung  des  Guß-  oder  Schmiedeeisens 
jener  Jahre  bis  zu  den  komplizierten  und  großartigen  Hervorbringungsweisen 
unserer  Eisen-  und  Walzwerke,  und  wie  rastlos  zeigt  sich  hier  der  moderne 
Techniker  an  der  Arboit,  nicht  bloß  dem  Eisen,  sondern  einer  früher  un- 
geahnten Fülle  von  Stoffen  rresfenüber.  Dieser  stets  crbr^hten  T^eistungs- 
fähigkeit  aber  uiuU  die  Anwendung  <h  r  Kenntnis  der  mathematischen  und 
der  physikalischen  Grundbedingungen  aller  Baustoffe  vorangehen.  Sie  ge- 
hört heute  zu  den  wichtigsten  Voraussetzungen  für  jede  Erfindung,  sie  gibt 
eine  wesentliche  Grundlage  des  gesamten  technischen  Sdiaffens  ab. 

Doch  aueli  liier  ist  nocb  ein  Umstand  zn  htnücksichtigen:  Die  Mathe- 
matik ist  ohne  alle  Fraq-e  nn  sich  unfehlbar,  aber  ihre  Gesetze  bedürfen,  um 
als  solche  tUr  uns  wirksam  zu  werden,  auch  der  Wrwentiung  im  richtigen 
Sinne. 
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Der  Techniker  muß  sie  nicht  bloß  verstehen  und  kennen,  er  muß  sie 
auch  hebemdtmy  um  sie  an  der  rechten  Stelle  mid  in  der  rediten  Weise 
amEuwenden;  sie  dürfen  ihm  nur  Hilfinnittel  bleiben ,  deren  Sldave  er  nie> 

mals  werden  darf,  deren  Anwendung  er  vielmehr  im  logischen  und  selb- 
ständigen Sinne  beherrscht.  Er  unterwirft  sich  den  unwandelbaren  Folgerungen 
derselben,  für  ihre  Anwendung  bleibt  ihm  jedoch  die  persönliche  geistige 
Freiheit  und  Selbstümlif^kfit. 

Zu  dieser  geschilderten  Tätigkeit  dos  Technikers,  welche  durch  die 
Vorarbeiten  snr  Lösung  seiner  Aufgabe  bedingt  wird,  tritt  aber  nnn  noch 
ein  anderes  Moment»  nidit  unmittelbar  tecbniscfaer,  aber  doch  höchst  wichtiger 
Art  hinzu. 

Fast  alle  technischen  Leistungen  werden  geschaffen  unter  dem  Gesichts- 
punkt der  frhisfhnfffirhm  Produktion^  welche  entwedf^r  eine  dircldc  sein 
kann  wie  bri  der  iudustriellcn  Masehine  oder  eine  ittäir<kiey  wie  bei  den 
Uuternebniuugen  tXir  die  Zwecke  des  Verkehrs.  Andererseits  aber  müssen 
seine  Werke  auch  beigestellt  werden  mit  bestimmt  abgemessenen  Mitteln, 
doren  Umfang  sumeist  von  vornherein  gegeben  ist  oder  nach  dem  sn  er- 
zielenden Gewinn  bemessen  wird.  Über  schrankenlose  Mittel  verfügt  er 
wohl  kniiin  jemals,  lindistens  dt-r  Arrliilekt  kommt  mitunter,  aber  in  ganz 
seltenen  beneidenswerten  Füllen,  /u  solchen.  Aus  diesen  tinan/iellen  Kück- 
sichten  aber,  welche  oftmals  die  größten  wirtschaftlichen  Pläne  umfassen 
und  über  das  eigentliche  Fach  der  Technik  hinaus  sich  zu  großen  staats- 
mSnmschen  Aufgaben  gestaltm,  erw&chst  dem  Tedmiker  ein  neues ,  wätes 
(Gebiet  voller  Schwierigkeiten  von  oft  ungeahnter  GrOße.  Es  ist  aUerdings 
zuzugeben,  da£  ihm  ftlr  diese  Seite  seiner  Tätigkeit  in  den  meisten  FUlen 
noch  anderweitige,  oft  mehr  als  (jiit  ist,  inaßjjebende  Persönlichkeiten,  be- 
ratend und  lieltend  zur  Seite  stehen.  SchlieBlicli  aber  bleibt,  ihm  doch  anch 
in  diesem  Falle  die  letzte  Entscheidung,  zumal,  was  die  richtige  Bemessung 
der  für  die  Ausführung  seiner  Arbeit  erforderlichen  Mittel  anlangt.  Auch 
hier  bedarf  es  seinerseits  einer  Fülle  praktischer  Überlegung  und  technischer 
Erfahrung  sowie  rückgratsteifer  Selbständigkeit. 

Unter  Umstünden  aber  ist  gerade  diese  Seite  der  Tätigkeit  des  Tech- 
nikers eine  imdankbare,  ja  dornenvolle  zu  nennen.  Fremde  Einwirkungen, 
denen  er  sieli  fügen  muß,  durchkreuzen  und  beschränken  seine  Ideen  schon 
im  Entwurt  oder  legen  sie  sogar  gänzlich  lahm,  unzureichende  Mittel  werden 
ihm  zur  Verfügung  gestellt,  welche  die  Durcfaführnug  seiner  Plftne  sogar 
so  beechiibiken,  daß  nur  ein  unToUkommenes  Stfti^werk  entsteht,  und 
schließlich  werden  ihm  sogar  noch  die  aus  solchen  Verhältnissen  sich  er- 
gebenden Mängel  sein»  Werke  zur  Last  gelegt.  Nach  Beispielen  für 
.solche  Vorkommnisse  brauchen  wir  nicht  weit  zu  suchen.  Welcher  Staats- 
techniker  insbesondere  wüßte  ni(  ht  <i(Ten  air/.iiführen! 

Ist  nun  endlich  nach  Erfüllung  alier  dieser  Vorarbeiten  die  Lösung 
der  Aufgabe  klai*  gelegt,  so  erw&cbst  fOr  den  Techniker  doch  zuletzt  nodi 
eine  Schwierigkeit,  deren  Bewältigung  die  volle  Anspannung  seiner  Kennt* 
nisse  und  seiner  Befiibigimg  erfordert.  Nur  in  den  seltensten  Ftilen  ist 
eine  Aufgabe  so  eintarh  irestaltet,  daß  sie  unter  Berücksichtigung  der 
Vorbedintnmfren  füi*  dieselbe  von  vornherein  nur  eine  firchjr  miUjUche 
J.usuH'i  mit  Sieherbeit  '/nlilßt.  Meistens  sind  verschiedene  M()!.,diehkeiten 
der  Lösung  vorhanden,  und  es  bleibt  nun  dem  Techniker  zwischen  ihnen 
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eine  Wahl,  welche  ihm  weder  dnrch  formale  üoch  durch  gesetzliche  Vor- 
schriften, weder  durch  ErfahrungssäUe  noch  durch  Befolgung  vorhandener 
Beiq»iele  vOUig  «nfMirt  werden  kann.  In  dieser  liehtigen  und  antreffenden 
Wahl  der  aar  Verfügung  stehenden  Losungen,  deren  VMantwortung  er 
nicht  anf  andere  abzuwälzen  vermag,  tritt  die  Persönlichkeit,  die  ihr  Tun 
und  Lassen  zu  vertreten  hat,  in  den  Vordergrund.  Hier  zeigt  sich  jene 
Kraft  der  bewußten  Selbständigkeit,  welche  auch  die  Folgerungen  zu  tragen 
bereit  ist,  die  ans  ihren  Entüchlüssen  sich  er;j:eb('n.  Diese  Verhältnisse 
seines  Berufes  aber  sind  es^  welche  den  Techniker  zum  selbständigen  Denken 
und  Handeln  swingen  nnd  danun  auch  gerade  in  diesem  Bornfe  so  viele 
energische  nnd  perstfnlieh  bedentSAme  Mensehen  groflsieheiL  Wenn  das 
Wort  unseres  großen  Feldherm  ,jSnA  wägen,  dann  wagen"  noch  für  irgend 
eine  andere  Tätigkeit  Geltung  hat,  so  für  diejenige  der  Technikerl 

Mit  dem  Gesagten  ist  versucht  worden,  diejenige  Arbeit  zu  schildern, 
welche  man  als  J^rfrnfhmff ,  als  die  KongepüOH  eiues  in  Aussicht  ge- 
nommenen Werken  bezeichuet.  Nun  aber  gilt  es,  diese  Erliuduiig  in  die 
Wirklichkeit  m  übertragen  nnd  das  Geplante  anoh  zur  schlieBlichen  Voll* 
endnng  m.  hiingen. 

^eht  man  hier  noch  einmal  das  Schaffen  des  bildenden  Kllnstlers  sum 
Vergleich  heran,  so  findrii  wir  dort  den  einzelnen,  der  perscmlich  abgeschlossen 
sein  Werk  erfindet  und  der,  um  dassell>e  m--  Leben  zu  rufen,  nur  der  eigenen 
Hand  oder  weniger  leicht  folgender  Gehilfen  bedarf  und  es  femer  innerhalb 
einer  doch  verhältnismäßig  nur  kurzen  Ai'beitszeit  vollendet.  Hier  aber 
sehen  wir  den  Ingenieur  oder  Architekten,  auch  nur  als  einzelnen,  der  aber 
die  ansgeddmteste  Fülle  von  Hilfsarbeitern  verschiedenster  Art  TCrwenden 
muß  und  bei  dem  zwischen  dorn  Beginn  der  Arbeit,  zwischen  der  ersten 
Peststellung  der  Gnmdzüge  derselben  und  ihrer  schließliclien  Vollendung 
Jahre,  ja  Jahrzehnte  verstreichen.  Der  Tednnker  inuü  diese  Hilfskräfte 
lenken,  unter  dem  Gesichtspunkte  folgerichtiger  Durchführung  seiner  Ge- 
danken leiten,  an  den  rechten  Stellen  yerwerten  und  schließlich  beherrschen. 
Geben  sich  Wissen,  Erfahrung  und  schöpferische  Begabung  bei  der  Erfindung 
eines  technischen  Werkes  kund,  so  stellt  die  Ausführurifj  eines  solchen  an 
den  Charakter  des  Ausftlhrenden,  an  seine  physische  und  moralische  Tüchtigkeit, 
an  sein  Organisationstalent  und  an  seine  Ausdauer  die  höchsten  Ansprüche. 

In  der  Auswahl  und  der  Art  der  Benutzung  der  Ausführungsmittel 
und  Hilfskräfte,  in  der  Erkenntnis  dessen,  was  mit  denselben  erreichbar  ist 
oder  nicht,  ist  der  Techniker  einer  bedeutenden  AusfElhrung  durchaus  einem 
Heerfllhrer  zu  Tergleichen,  welcher  in  verwandter  Weise  Uber  seine  Truppen 
verfügt.  Wie  ein  solcher  muß  er  es  yerstehen.  die  ihm  untergebenen 
Kräfte  zum  gemeinsamen  Handeln  zu  vereinigen  und  sie  in  der  Verwirklichung 
seiner  Gedanken  zu  einem  gh'icklichen  Ergebnis  zu  führen. 

Große  technische  Werke,  insbesondere,  wenu  sie  bisher  noch  nicht 
begangene  Wege  erschließen,  sind  ebenso  Wele  gewonnenen  Feldzüge  für 
ihre  Urheber,  wie  die  Semmeringbahn  eines  Ghega,  die  Oberbrfiekung  von 
Weichsel  und  Rhein  durch  Lentse  und  Lohse,  die  Schaffung  von  Werk- 
stfttten  durch  einen  Borsig,  Egestorf  und  Krupp,  die  Durchbrechung 
des  Mont-Cenis  durch  Sommeillier,  der  Bau  des  Reichstagsgebäudes  durch 
Wallot  Tlire  Bedeutung  wird  auch  dadurch  nicht  abgeschwächt,  daß  sie 
in  weiterer  Fortentwicklung  überholt  worden  sind.    Aber  nach  ihrem  Werte 
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und  ihrem  Einflüsse  haben  sie  für  unsere  hentige  Welt  Vorteile  gebradoit, 
die  wohl  den  blutigen  Lorbeer  nianeher  gewonnenen  Schlacht  aufwiegen. 

Während  der  AusfUbruDg  indessen  kommt  zumeist  noch  ein  erschwerender 
Umstand  in  Betracht:  Wohl  lasspTi  sieb  die  Anforderunpf^n ,  welche  die 
jeweilige  Aufgabe  mit  sich  bringt,  im  aligemeinen  vorher  übeiseheu.  Ver- 
fahruügsweise  und  Ausführungspläne  finden  darin  ihre  Begründung  und 
werden  darnach  gestaltet.  Aber  nicht  alles  läßt  sich  voraussehen  und 
gerade  bei  den  grGfiten  üntemehmungen  hftufen  sieh  oft  unerwartete  ffinder- 
nisse.  Sie  mttssen  überwunden  werden  und  zwar  meist,  um  den  Fortgang 
der  Ausführung  nicht  aufzuhalten,  in  kürzester  Frist  und  wohl  mit  ganz 
anderen  Mitteln  als  es  im  ursprüiiglii-licn  Plane  lag  und  wie  diosflbon 
unter  anderen  Verhältnissen  wohl  am  Phttyp  gewosü«  wären.  Diese  Zwischen- 
fälle treten  auch  nicht  bloß  im  groüeu  und  in  seltenen  Fällen  auf,  nein, 
sie  können  täglich,  ja  stündlich  eintreten  und  andauernd  die  wachsame 
Überlegsamkeit  und  das  tfttige,  tatkräftige  Eingreifen  des  ausführenden 
Führers  in  Anspruch  nehmen. 

Noch  eine  Frage  aber  wird  bei  den  Arbeiten  technisoher  Ausf&hrungen 
berührt,  niimlich  die  so'iah:  Unsere  Zeit  hat  die  ganze  europäisch©  Be- 
völkerung in  zwei  Lairer  gespalten,  die  sich  als  Arbeitgeber  und  Arbeitnehmer 
bitter  bekämpfen,  wahrend  alle  Verhältnisse  doch  zu  einem  gemeinsamen 
Wirken  beider  drängen.  Der  Techniker  steht  zwischen  beiden;  er  gibt 
doreh  seine  Erfindungen  der  einen  Seite  die  Wege  zur  grofiartigen  Aus- 
beutung natürlicher  Kräfte  und  Mittel,  er  gibt  der  anderen  durch  seine 
geistige  Leitung  die  Möglichkeit  zu  höherer  kultureller  Entwicklung.  Ein 
bedeutendor  Techniker  ist  von  selbst  berufen  zur  T'berbrüekun^  dieser 
Gegensätze  und  wird  als  Vertrauensmann  beider  Parteien  seiue  Stellung  in 
segensreicher  Weise  auch  in  der  sozialen  Bewegung  auszunutzen  im- 
stande sein. 

Das  wttre  in  kurzen  Zügen  dasjenige,  was  hier  über  die  besondere 

Art  und  den  wd,tw  Umfang  der  technischen  Arbeit  gesagt  werden  könnte. 
Die  Schluß folfferimg  für  die  trcJinische  I .ehenrnnschaumig  ergibt  sich  nach 
dem  Vorhergehenden  von  selbst,  ist  snrrnr  rnm  Teil  darin  schon  ausi^'esprochen; 
„Tin  Leiien  stehend,  jede  Erstheinuug  desselben  erfassend  und  gleichmäßig 
richtig  bewertend,  immer  das  Erreichbarmögliche  vor  Augen  haltend,  die 
Mittel  zur  Verwirklichung  seiner  Qedanken  voll  beherrschend,  sie  an  der 
rechten  Stelle  Terwendend  und  ohne  Stillstand  sie  nach  Möglichkeit  erweiternd 
und  das  alles  unter  Festhaltung  seiner  Pwsdnlichkeit  und  Selbsiündigkeit": 
das  ist  unter  techp'ScJi<r  J.ehensamchauung  zu  verstehen  Man  könnte  es 
nur  für  »  inen  Vor/.u«^^  unseres  Gesamtlebens  halten,  wetm  sich  diese  Art  der 
Anschau  Ulli:  inuurhalb   tle.s?.elben   in  steigendem  -Malie  Geltung  verschallte. 

Insbesondere  den  jimgen  Studierenden,  unsem  Kommilitonen,  ist  es 
nahe  zu  legen,  sich  mit  dieser  Lebensauffassung  vertraut  zu  machen.  Sie 
erh&lt  den  Mensehen  jung  und  bewahrt  ihn  vor  Pessimismus.  Ob  die  Welt 
gut  oder  schlecht  konstruiert  ist,  daran  können  auch  die  Techniker  nichts 
flnfb  rn;  nl>er  sie  kcmnen  sieh  dem  einmal  unabänderlich  neirelienrn  selbstilndig 
ue-^rnülter  stellen  und  alle  seine  leiten  zu  ihrem  und  anderer  Besten  aus- 
zunutzen lernen. 

Den  tecbnischtti  Genossen,  der  Mehrzahl  unter  den  zu  dieser  Fest- 
yersammlung  Anwesenden,  ist  mit  dem  Gesagten  wohl  nicht  durchaus 
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Neues  <L'p)>r  u-lit.  Gleiches  fühlen  die  Technikor  wohl  alle.  Aher  es  erschien 
wünscbeusvvi  11,  dies  hier  einmal  öffentlich  auszusprechen,  um  auch  denjenigen, 
welche  dem  technischen  Kreise  femer  stehen,  die  Bestrebungen  nach  eioem 
der  Bedeutong  der  techniaclien  Tätigkeit  auch  entsprechenden  EinfloB  yer- 
stKndUch  sn  macheiL  Für  den  Teehmker  selbst  bleibt  freilich  das  beste 
ICttel  seine  Arbeit  und  ihre  Fflrdemng  nach  den  bisherigen  Grundsätzen. 

Und  "wenn  abermals  25  Jahre  in  dieser  Arheit  für  die  Technik  ver- 
gangen sind,  niögeo  dann  die  Techniker  jener  kommenden  Tage  sich  sagen 
können,  daß  sie  ihr  SchaflFensgebiet  mit  derselben  rastlosen  Tatkraft  get<5rdert 
haben  wie  bisher  und  dadurch  auch  die  entsprechende  Würdigung  desselben 
errungen  seil 


Zu  den  Funktionen  des  elliptischen  Zylinders. 

Da  von  diesen  Funktionen  in  diesem  Bande  der  Jahresberichte  schon 
mehrfach  (S.  49,  219,  403)  die  Rede  war,  darf  ich  vielleicht  mitteilen, 
daß  sich  mehrere  meiner  Schüler  mit  ihnen  teils  schon  beschäftigt  haben, 
teils  noch  beschäftigen.  Herr  Dannaeher  hat  die  Beweise  der  fiindamentalen 
SStze  Heines  fHber  die  Bzistenz  der  ausgezeichneten  Parameterwerte,  m  denen 
periodische  Lösungen  gehören,  in  Ordnung  gebrn  1it  (ist  als  Programm  der 
Kantonsschule  Frauenfeld  Ostern  1 9O0  und  zugici  h  als  Züricher  Disser- 
tation erschienen);  Herr  Butts  hat  Methoden  zu  numerischer  Berechnung 
solcher  ParameterwerUj  und  der  zugehörigen  periodischen  Lösungen  aus- 
gebildet (erscheint  in  einer  amerikanischen  Zeitsohrift);  ein  dritter  geht  an 
die  asymptotischen  Beihen. 

Ztlrich.   .  H.  Bübskabdt. 


Mitteilnngen  nnd  Nacbrichten. 

Geeignete  MitteUnngen  wird  der  Hevauigeber  stets  ndt  grSStem  Danke  entgegen- 

PfftliTinfln« 

t  AkadttmieiL  OMeUseheftexL  YemioJgiuiflfen.  VonanuDliuigeiu 

DeutMhe  ICathoma.tlkey'Verelnlgnng.   Auf  Orand  der  geschehenen 

Anmeldungen  nnd  des  allgemeinen  Programms  der  Natnrforscherrersaninihing 
bringen  wir  folgende  Tagesordnung  für  unsere  heurige  Jahreerersammlung 

in  Vorschlag. 

Sonntag,  den  16.  Srptrmbfr,  findet  Ahends  bV,  ühr  zwangloser  üegrüfiungs- 
abend  für  Damen  und  TIeiTen  in  der  Liederhalle  statt. 

Moniat]^  (hn  17.  September,  Vormittags  9^/^  ühr  beginnt  die  erste  all- 
gemeine Versammlung  im  Festsaal  der  Liederhalle,  in  welehern.a.  A.6iitsmer- 
Halle  den  Bericht  der  Unterrichtskommission  der  Gesellschaft  Deutscher  Natur- 
forscher und  Ante  erstattet,  Nadunittags  3  Uhr  findet  die  Konstituierung 
der  Abteilungen  und  hierauf  die  1.  Abteilungssitzung  statt,  für  welche  die 
folgenden  Vorträge  über  FunktionentbeOlie  in  Aussicht  genonmien  sind: 
0.  Bhimenthal  Aachen:  Üher  die  ganzen  transzMLdenten  Funktionen  und 
den  Picardschen  Öatz  (Referat). 

jAbreiberidit  d.  DouImImii  AIfttii«ai.-Y«roiitlgut>g.  XV.  Heft  8,8.  30 
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Mitteilangen  und  Nachrichten. 


A.  PriiLgs]ieim*Mll]ich«n:  Über  du  Fouriencbe  Integral-Theorem. 

G.  Faber 'Karlsruhe:  Über  Beihen  nach  Legendreschen  PolynomeiL 

0.  Perron-München:  Über  die  singulären  Punkte  auf  dem  KonvergenzkreiM. 

P.  Schaf]] fit Un -Berlin:  Zur  Theorie  der  Besselßclion  Funktionen. 
0.  Juel- Kopenhagen:  Über  nichtaualytische  Raumkurven. 

Abends  8  Uhr  ist  Gartenkonzert  mit  festlicher  Beleuchtung  und  Feuer- 
werk in  den  Eoranlagen  von  Cannstatt. 

Dienstag,  den  18.  September^  Vormittags  9  Uhr:  2.  A.bteilungssitzung  (Vor- 
träge aber  Fnnktionentheorie,  sweite  Gruppe). 

F.  Hartogs-Hfinchen:  Über  neoere  Untenuchnngen  auf  dem  Gebiet»  der 
analytischen  Funktionen  mehrerer  Variablen  (Referat). 

P.  Stäckel-Hannover:  Lber  Potenzreihen  von  mehreren  Veränderlichen. 
M.  Krause-Dresden:  Zur  Theorie  der  Funktionen  reeller  Vei^derlichen. 

D.  Hilbert- Göttiugeu:  über  Wesen  and  Ziele  der  Theorie  der  Integral- 
gleichungen. 

E.  Hilb -Augsburg:  Über  eine  Enreiterang  dea  Kleinschen  OsciUations- 
Theorema. 

H.  Minkowski-Glittingen:  Über  ein  noch  zu  bestimmendes  Thema  aus  der 

theoretischen  Physik. 
P.  Eo  ehe -Güttingen:  Über  konforme  Abbildung  mehrfach  zosammenhängender 

ebener  Bereiche. 

Nachmittags  3  Uhr:  3.  Abteilungssitaung  (Vorträge  über  Geodäsie  und 
Astronomie). 

0.  Drienconrt-Paris:  Sur  rastrolabe  a  priame  (instrument  Glande^Diiencourt) 

et  ses  resultats  dans  la  determination  de  llieure  et  de  la  latitade. 
C.  Stechert-Hamburg:  über  die  Methoden  der  Zeit-  und  Breitenbestimmungen 

durch  Beobachtung  gleicher  Zenitdistanzen. 

£.  H amtn 0 r-Stuttgart:  DomoTistration  ninip'pr  neuerer  geo<lSti«cher  und  topo- 
graphischer Itistniinentt':  a)  des  ( niillaiiiiit'-rarpentiprschen  DraVitbasis- 
meßapparats  mit  Invardiähten  (Referat  mit  praktischer  Vorlühruug), 
b)  des  Hammer-Fennelscben  selbstrec^enden  Tachjmeter-Theodolits. 

A.  Marcuse -Berlin:  Die  astronomische  Ortsbestimmung  im  Luftballon. 

S.  Well is(  h- Wien:  Die  Bestimmung  der  Erdgestalt  durch  Au><j1eiilmng 
von  BreitengrudiiK^^siinfjen  nach  der  Methode  <l(r  kleinsten  Produkte. 

F.  S.  Archen  hol  d-Treptow:  fber  die  Resultate  der  äonnenlinsternisexpedition 

der  Treptow- Sternwarte  zu  Burgos. 
R.  V.  St  erneck-Ciit'inowitz:  über  die  scheinbare  Form  des  liimmelsgewölbes. 
Abends  7  ühr  ist  Festmahl  in  der  Liederlmlle. 

Mittwoch,  den  19.  S^ßtenUnr,  Vormittags  9  Uhr:  4.  Abteiluugssitzung 
(Yortiüge  (Iber  Geometrie). 

A.  Schoen  flies -Königsberg:  Bericht  über  die  Bntwicklung  der  Lehre 
von  den  Punktmannigfaltigkeiten.    II.  Teil  (Geometrie  und  Funktionen* 

theorie). 

K.  Rohn-T-eip/ifir:  Lineale  Konstruktion  der  Kurve  3.  Ordnnn„' 
Th.  Schni i d -Wien:  Zur  konstruktiven  Behandlung  des  Achstiikiuuplexes. 
Ii.  M  u  11  e  r  -  Braunschweig :  Polbestimmung  für  Verzweigungslagen  bei  der 
Bewegung  eines  ebenen  Shnlich-Ter&nderlichen  Systems  in  seiner  Ebene. 

G.  Landsberg-Breslau:  Über  die  TotaUorfimmung. 


lütteiliiiigM  und  NichriditMi. 
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F.  Hey  er- Königsberg:  Anw^^ndung  des  erweiterten  Euklidiadien  Algorith- 
mus auf  ResultantenMldn Titreu. 

Nuch mittags  d  Uhr:  5.  Abteiluugssitsung  (Vorträge  Uber  angewandte 

Mathematik). 

C.  Bunge -Göttingen:  Über  graphische  Lösung  von  Differenüalgleiehungen. 
B.  Uebmke-Stattgart:  a)  Uber  neue  Mechaniemep  rar  LOsung  TOn  Auf- 
gaben der  Dyniinik,  mit  Anwendung  auf  die  mechaniselie  Integration 

von  DifTcreutialgleielrangen  2.  und  höherer  Ordnung  und  von  Systemen 
solcher,  b)  Über  neue  Anwendungfen  der  Rolle  auf  das  Zeichnen  ver- 
schiedener Klassen  von  Kurven  und  auf  die  Ausfühnmg  von  BertUurongs- 
tranf5forTnationon.         Vorfilhning  vorsehiedeiier  Apparate. 

J.  Kübler-Eßliiigcu:  Da^  Gleichgewichts  Verhältnis  der  Materie  zum  Weltraum 
und  die  dadurdi  bedingte  stufenweise  EntwicUnng. 

A.  Wagenmann-Stuttgart:  Ifathematisehe  Theorie  des  Entwiddungs- 
f^edankens. 

£.  H ackh- Stuttgart :  Dio  Matht-niidik  der  Begriflfe. 

Abends  sind  Festrorstellnngen  in  den  königlichen  Theatern. 

Domicrstaff,  den  20.  September^  Vormittags  9  Uhr  findet  die  QeschSftS* 
flitzung  der  Deutsohen  Mathematiker-Vereinigung  statt 

Tagesordnung: 

1.  Bericht  über  den  Stand  der  D.  M.-V.  und  die  Tiitii^kuit  dei  Vorstandes. 

2.  Bericht  über  die  literarischen  Unternehmungen  der  D.  M.-V. 
8.  Bericht  der  Kommissionen. 

4.  BeschluA&ssung  Aber  die  Verwendung  des  Aktivrestes  des  IIL  Liter- 
nationalen Mathematiker- KongressoK. 

5.  "n*^^-ünd\mg  rinos  Mathmatiker-Archirs. 

6.  Eulcrleior  im  Jahre  1007. 

7.  Herstellung  eines  ausführlichen  Mitgliederverzeichnisses  der  D.  M.-V. 

8.  Neuwahlen  in  den  Vorstand.    Wahl  der  Kassenrevisoren. 

A.  PiuxcJSUEiM,  A.  Kra/.bk, 

Vorsitzender.  Schriftführer. 

Mathematische  GeselliiChaft  su  Göttingen.  9.  SiLHnft  am  10.  Juli 
1906.  F,  Roth  referiert  über  W.  Wirtingers  Untersuchungen  über  all- 
gemeine <&- Funktionen  un<i  setzt  das  Auttreten  allgemeiner  Thetas  mit  vier 
Variablen  bei  gewissen  Gebilden  vom  Geschlechte  9  n&her  auseinander. 
Herr  Taber  berichtet  über  eine  von  ihm  gemachte  Anwendung  der  kom- 
plexen Zahlsysteme  auf  lineare  Gruppen,  insbesondere  auf  die  Bednribilitftts- 
kriteiien}  wenn  die  Gruppe  in  einem  gegebenen  Bationalitätsbereich  liegt. 
10.  Sif'ftttf/  am  17.  Juli  190ß.  L.  Nelson  trügt,  vor  über  die  Geschichte 
und  Philosophie  des  Inliiiit<sinian)(>fn"itlVs.  11.  Sifzuuff  am  ^4.  Jfdi  1906. 
£.  Jaensch  trägt  vor  über  die  Begründung  der  Geometrie  auf  Kongruenz 
und  Bewegung  und  die  Anschauungen  der  Psychologie.  12,  SUtung  am 
31.  Juli  1906,  D.  Hilbert  bespricht  die  Hauptpunkte  seiner  vierten  Mit- 
teilung über  lineare  Integralgleichungen  ans  den  Gott.  Nachr.  1906,  wdche 
die  Transformationstheorie  der  quadratisdien  und  bilinearen  Fonnen  tob 
unendlich  vielen  Variablen  enthält. 
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V.  Internationaler  K"onf>:roß  für  Versicherungs-Wissenschaft.  Dor 
6.  Internationale  Kongreß  tiii-  ^'ersicherungs- Wissenschaft  lindet  zu  Berlin 
vom  10.  bis  15.  September  1906  statt  Anmeldungen,  Antnio^pn  und 
Mittmlungen  sind  zu  richten  an  den  Generalsekretär  des  Deutschen  Vereins 
für  YersichenuigS'Wisseiucliaft,  Herni  I>r.  A.  Hanes  in  Berlin  W.  50, 
Spidienutr.  SS.  Ehrenprihdclent  des  internationalen  Kongresses  ist  Graf 
▼on  Posadowski 


2.  Preisaiiiisaben  und  gekrönte  FreiBBohiiften. 

FreisatiflKaben  4er  Belgischen  Akademie  der  WiMonsoliaftan 

für  1907.  Trourrr,  cn  haufnir  et  m  azimut^  les  expressions  des  termcs 
jyrhfflpaux  des  dikHiitiofui  p'riodiqtws  de  la  verticah^  fhin^^  Vhypotlihe  de  la 
hun-cuincidnu-e  des  cmlrcs  de  yravite  de  Vicorce  ei  du  nojfau  i&restres, 

(Preis  800  Frs.) 

Hnire  fes  iUmnis  de  deux  formes  du  second  ordre  (deux  sysUmes  jpiam 
mm  auperpoaA,  im  s^Üme  pkm  et  wne  gerhe,  deux  fferbes  de  sommete 

diffSrents),  <m  etäbUt  une  correspondancc  quadrafique  („Verwandtschaft  zicdten 
Cradrs'-  dam  le  sens  de  Heye,  Geometrie  d<r  Lage,  vol.  II,  chap.  XX II). 
FA^fher  stifsf^mes  d'el('m'»f^  qui  on  df-duif  par  jorirtion  oii  par  interscction 
des  couples  d'tlimetüs  Immiogttes  des  deux  formes  du  secotid  ordre,  (Freis 
800  Frs). 

Charles  Lagjrange- Preis.  Der  Charles  Lagrange-Preis  für  das  beste 
gedrodtte  oder  ungedmckte  mathematische  oder  experimeutelle  Werk,  das 
unsere  mailiematisehen  Kenntnisse  in  der  Geophysik  wesentUck  fOrdert, 
in  Hollo  von  1200  Frs.,  wird  in  der  Jahressitsung  der  Belgischen  Akademie 
der  Wissenschaften  in  Brüssel  1909  zuerkannt  werden.  Der  Termin  für  die 
Einlieferun«?  der  Werke  an  den  stöndigen  Sekretttr  läuft  bis  sam  31.  De- 
zember 1908. 


3.  Hocliscliiiliiacliricliten. 

Verzeiciinis  der  für  das  Wintersemestor  1906  7  angekündigten 
Vorlesungen  über  die  mathematischen  Wissenscliattcn. 

Berlin.  Schwarz,  Differentialrechnang  (4);  Übungen  dazu;  Synthetische 
Geometrie  (4);  Element&rgeometriscbe  Hetleitmig  der  wichtigsten  Eigenichallen 

der  KegelBchnitte ;  Seminar;  Kolloquinm.  Frobeniu^,  Algebra  (4);  Seminar. 
Schottky.  Integ-ralrcchnnng  (l^i;  t^bungen  dazu;  AUgemeiut'  Fuiiktionentlieurie  (4); 
Seminar.  Hettuer,  Bestimmt«  Integrale  (2).  Knoblauch,  Determioauteu  (4); 
Krumme  Flächen  (4);  Raumkurven  (1).  Schur,  Gewöhnliche  Differenti^- 
gleichnngen  (4).  Landau,  Zahlentheorie  (4).  Lebmann-Filh^s,  Analytisohe 
Geometrie  r  Förster,  Geschichte  der  miftelalterliclHMi  >Astronomic  (2);  Kosmische 
Erkenntnis  und  psychische  Probleme  (l)',  Theorie  und  Khtik  der  HanmmessuTifj  '2). 
Struve,  Sphärische  Aatrononiie  {H);  Übungen.  Bauschinger,  Bahubestimmung 
der  Himmslskörpw  (8);  Übungen  dasu.  Ristenpart,  Theorie  der  FinsterniBse 
nnd  Stembedei^ngen ;  Berechnung  der  Finsternisse  von  190U.  Scheiner,  Ein- 
leitnng  in  die  Astrophysik  II  (3);  Astroph} sikalischca  Kolloquium.  Helmert, 
GradmesBungea  (1);  Methode  der  kleinsten  Quadrate  (1).  Maiouae,  Allgemeine 
ffimmeUknnde  mit  Lichtbildern;  Kolloquium  Über  astronomische  Geographie; 
Theorie  und  Praxis  geographisch-  und  nautisch-astronomischer  Ortsbestimmungen. 
Planck,  Allgemeine  Mechanik  (4) ;  Mathematisch-physikalische  Übungen.  Kri gar  • 
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Menzel,  Theoretische  Physik  V  (4\  Neesen,  Elementare  Mechanik  2). 
Weinstein,  Erdmagnetismus  und  Erdelektriziiät;  Mathematische  Physik  i4). 
Wazburg,  Aasgewählte  Kapitel  aus  der  theoietisdien  Physik  (2).  Yaleutiner, 
IQnetisohe  Theorie  der  Que  (2).  Gehrcke,  Ausgewählte  Kapitel  ans  der  Optik. 
Aschkinaß,  Elemente  dor  höheren  ^^^:thomatik,  mit  besonderer  Berücksichtigung 
ihrer  Anwendungen.  Griineiseu,  Uber  Ditferentiiilgleieliungen  von  Schwingungs- 
vorgttiigeii.  Slaby,  Elektrotechnik  (4);  Fuukeutelegrapbie  ('2).  Meyer,  Ein- 
Htbmng  in  die  moderne  MaBcbineoteelinik  (8);  ExknnioneD.  Ihering,  Maschinen- 
konde  mit  übnngeti. 

Bonn.  Study,  Nicht-euklidische  Geometrie  (4);  Einleitung  in  die  analytische 
Mechanik  4  ;  Seminar.  Kowalewski,  InhnitesimaLrechnnng  II  (4);  Übungen 
dazu;  Theorie  der  Fourierschen  Reihen  (2);  Geometrie  der  Zahlen  (2);  Seminar. 
London,  Elemente  der  analytischen  Geometrie  der  Ebene  nnd  des  Raumes  (4); 
Übungen  dazu;  Daxstellende  Geometrie  II  mit  Zeichenübungen  3);  Seminar. 
Schmidt,  Einfuhrung  in  die  Algebra  (3);  r)e!«^rminantcn  (2).  Knstner,  Theorie 
der  Bahnbeatimmang  der  Planeten  and  Kometen  Topogniphie  des  Sonnen» 
sjftems  (1).  MOnniehmey  er,  Allgemeine  Störungen  (2).  Kayser,  Phy^ikalieehee 
Kolloquium.  Bucherer,  Ausgewählte  Kapitel  aus  der  Lehre  vom  Elektro- 
magnetismus mit  Demonstrationen  (21;  Praktische  Anleitnnir  zur  .\usführung  ein- 
facher Kxperinieute  für  Lehramtskandidaten.  Kaufmann,  Elektrizität  und 
Hagnetismus  (4);  Übungen  dazu.    Pflüger,  Dispersion  des  Lichtes  (1). 

Brauuticliweig.  Dedekind,  Elemente  der  Zahlentheorie  (1);  Theorie  der 
Foniieraelien  Reihen  (8).    Fr  icke.  Analytische  Geometrie  und  Algebra  (8); 

Differential-  und  Integralrechnung  (5);  tbungen  dazu  (2).  Müller,  Darstellende 
Geometrie  (4  ;  Übungen  dazu  (6);  Geometrie  der  Lage  (*2^;  Ausgewählte  Kapitel 
aas  der  Theorie  der  Kurven  und  Flächen  i^2).  Weruicke,  Statik  starrer  und 
elastisch-fester  Körper  (4);  tTbougen  (2).  Wieghardt,  Technische  Mechanik  (3); 
Übungen  dazu  (1).  SchOttler,  Technische  Mechanik  II  (4);  Übungen  dazu  (1)} 
Kinematik  (1).  Körner,  Graphisrlie  Statik  (i  :  Übungen  dazu  (2).  Koppe, 
Geodäsie  I  ^2);  Ü  bungen  dazu  (2);  Ausgleichungsrechnong  I  1^2);  Übungen  dwiu  (4){ 
Geod&tisehes  Praktikum  (3). 

Breslau.  Rosanes,  Analytische  Geometrie  dets  Raumes  (3);  Elemente  der 
Theorie  der  Differentialgleichungen  (8);  Seminar.    Stnrm,  Zahlentheorie  (8); 

Gcometrisclte  ("»rter  höheren  Gradea  '.^  ;  Seminar.  Kneser,  Analytische  Mechanik  (4); 
Übungen  dazu:  Theorie  der  FourierHcheu  lieilien  und  Integrale  (2);  Seminar. 
Laudsberg,  Einleitung  in  die  höhere  Anuly»i8(Keiheulehre}  (2);  Integralrechnung  i^4); 
Übungen  daiu;  Anwendungen  der  Theorie  der  elliptisehen  Funktionen  (1).  Frans, 
Mechanik  des  Himmels  II  (4);  Theorie  der  Bahnrechnung  der  Planeten  (2);  Astro- 
nomisches Seminar;  Astronomische««  Kolloquium.  Lummer,  Theoretische  Er- 
gäuj^ungen  zur  Experimcntalvoriesung  über  Physik.  Physikalisches  Kolloi^uium. 
Fr  i  n  g  s  h  ei  m ,  Theoretische  Physik  HI  (4)..  S  ch&f  er,  Thermodynamik  imd  kinetische 
Theorie  der  Gase  (4). 

Erlaagen:  Gordan,  Analytische  Geometrie  der  Kbene  (4);  Zahlentheorie  (4); 
Seminar  Xoether:  Differential-  und  Integralrechnung  I  t  RcHtimmte  Inte- 
grale und  Fourieische  Reihen  (2);  Algebraische  Flächen  '^2);  bemiuar.  -  Reiger: 
Astrophysik  (1).  —  Wiedemann:  Physikalisches  Kolloquium;  Übungen  in  Expe- 
rimentalvottrftgenfOxLehramtBkandidaten  (1). — W  e  h  n  e  1 1 :  TheoretischePhysik  II  (1) ; 
Übungen  ftix  Lehramtskandidaten  in  Gemeinschaft  mit  Wiedemann. 

Freiburg.  Lfiroth,  Analytische  Geometrie  des  Raumes  (4);  Populäre  Astro- 
nomie (2j;  Seminar.  Stic k elberger,  Analytische  Geometrie  der  Kbene  und 
Differentialrechnung  {ö)\  Funktionentheorie  (3);  Seminar.  Löwy,  Ditfcrential- 
gleichungen  (3);  Über  den  Zahlbegriff  (2);  Übungen.  Weingarten,  Anleitung 
in  die  Hydrodynamik  (8).  Seith,  Elementare  Geometrie  der  Ebene  und  des 
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Rautuce        Ki^nigsberger,  Optik  mit  Übungen  (S);  Grundlagen  der  Elekfaconen- 

theorie  (1);  Übungen. 

GSttingen.  Klein,  Elliptische  Funktionen  (4);  Seminar.  Hilbert,  Differential- 
und  Integralfechttung  II  mit  Übungen  (geleitet  dnreh  Garafh^ory)  {<i)\  Heehamk 
der  Kontinua  (4)r  Stuiiuar.  Minkowsky,  Enzyklopädie  der  Elementar- 
mathematik (4):  Invariautentheorie  (2);  Seminar.  Runge,  Darstellende  Geometrie (4); 
Übungen  dazu  (^4;;  Seminar.  Praudtl,  Ausgewählte  Abschnitte  der  Dynamik  (ä); 
Seminar.  Zexmelo,  Elemente  der  anidjtiBchen  Mechanik  (4);  Mathematieche  Be- 
handlung der  Logik  (1).  Caratheodory,  Minimalprinzipien  der  Mechanik  und 
Physik  (2).  Herglotz,  Einführunf2r  die  analytische  Geometrie  des  Raumes  (2); 
Übungen  im  Gebiete  der  elliptischen  uuktiuntn  (2).  Voigt,  Elektrodynamik  (4); 
Kinetische  Theorie  der  Materie  (2);  Seminar.  Ambronn,  Methode  der  kleinsten 
Qaadzate  (1);  Bahnbeetinmiungen  von  Kometen  und  Planeten  (3);  Obungen  dazu. 
Sch warzscbild,  Rotation  und  Figur  d*'r  HimmelsköriJer  (3);  Seminar.  Wiechert, 
Physik  des  Erdk5r|)erH  und  seiner  <  •hertiilche  (3);  Ebbe  und  Fh^t  und  verwandt« 
Phänomene (,1);  Geophysiüahsches Praktikum.  Riecke,  Mathematisch-physikalisches 
Seminar.  Abraham,  Die  partiellen  Differentialgleichtmgen  der  mathematischen 
Physik  (4).  Brendel«  Die  mathematische  Technik  des  Yersichwungswesens  (3). 
Bose,  Einführung  in  die  mathematische  Behandlung  der  Natorwisscnschaften  (3). 
Simon,  Einführung  in  die  Elektrotechnik;  Elektrische  und  magnetische  Kreise; 
Ftobleme  der  Telephonie. 

Grelf§waM.  Thom^,  EUiptiscbe  Funktionen  II  (4»:  Die  hypcrgeometriiohe 
Funktion  (2)j  Seminar.  Engel,  Differential-  und  Inl«  jt^nalrcclmung  I  (4);  Übungen 
dazu:  Analytische  Geometrie  desTiaumesfS' ;  Th-orie  derTran8formationBgruppen(4); 
Seminar  Vahlen,  Theorie  der  Ditierentialgleichungen  (3);  Übungen  dazu.  Mie, 
TheoretiBche  Optik  (4);  Übungen  dazu;  Besprechung  neuerer  physikalischer  Ar- 
beiten (mit  Starke).  Holti,  Medianik  und  Molekulafphyeik  (1);  Statische  und 
Gewitterelektrizität  (1);  Physik  der  Gestirne  v'-  -  Starke,  Mathematische  Er- 
gänzungen der  Experimentalphysik.  Schreber,  Die  Kraftmaachiaen  (2).  Berg, 
Geschichte  der  neuem  Physik. 

Halle*  Uautor,  Differential-  und  Integralrechnung  mit  Übungen(5);  Seminar.  — 
Wangerin,  Partielle  Differentialgleichungen  und  ihre  Anwendung  in  der  mathe- 
matischen Physik  (4);  Variationsrechnung  (2);  Sph&rische  Trigonometrie  und  mftthe- 
miilifiche  Geographie  (2) ;  Seminar.  —  Gutzmer,  Tutcgralrechnuiig  mit  f'hungen  (5) ; 
Darstellende  Geometrie  mit  Übungen  (4);  Seminar.  —  Eberhard,  Algebra  II  (3); 
Übungen  dazu;  Analytische  Geometrie  des  Baumes  (2).  —  Bernstein,  Eonfonne 
Abbildung«!  (Riemannache  Funktionentheorie)  (2);  Wahrscheinlichkeitsrechnung 
mit  Anwendungen  (1);  Praktikum  der  Versich  cm  npsmathematik  (2);  Kursus  der 
Herstellung  mathematischer  Modelle  ("2).  —  Buchholz,  Höhere  Geodilsie  f2>: 
Methoden  der  Bahnbestimuiung  der  Planeten  und  Kometen  (1).  —  Dorn,  Thourie 
der  Elaatisitftt  (2).  —  Schmidt,  Theorie  der  WBxme  (S);  Übungen  zur  Physik 
elektrischer  Schwingungen.  —  Walter,  Festigkeitslehre  (2);  Einführung  in  die 
Technik  den  Kispubahnbaues  und  Betriehes  (2);  Mechanische  Technologie  der 
Baustoffe  und  ihre  Verwendung  (1);  Übungen  im  Maschinenlaboratorium.  — 
Bern  dt,  Einffthrung  in  die  Blektrotechiuk  (2). 

ÜAMiiover«  Kiepert,  Differential'  und  Integralrechnung  mit  Übungen; 
YariaUonarechnuDg.    Stili  kel,  Differential-  and  Integralrechnung  mit  l'bungen; 

Analytische  ♦^cnmftrie  der  Kbonc  nnd  flog  Raumes.  Petzold,  .\l^'e1)raisclie  .^nalysis 
und  irigonometrie.  Kodouberg,  Darstelieude  Geometrie,  Wober,  Mechanik. 
Reinhertz,  Geodäsie. 

Heidelberg«  Könige  berger,  Höhere  Algebra  (4);  Theorie  der  Differential- 
gleichungen (2);  yariationBrechnung  (1);  Seminar.  Cantor,  Diffezentialo  und 
Integzalreclmwig  (4);  Übungen  daxu;  Politische  Arithmetik.  KOhler,  Syntbetiache 
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Geometrie  (4).  Böhm,  Theorie  and  Auweudang  der  uintachen  und  vielfachen 
bitegnie  (S);  Blemttitonn«iibeinatik  (4).    Valentiner,  BababeBtimmnng  der 

Kometen  and  Plftmeten  (8);  Kapitel  der  Stellarastronomie.    Wolf,  Elemente  der 

A?;tronomie  und  mathematisch f^n  OooLn-fiphie  (2).  Pockels,  Theorie  der  Elektrizität 
und  dea  MagnetiBmas  (S);  Übungen  zur  theoreti»ohen  Physik;  Einführung  in  die 
ElektMteohnilr.  Geophysik  n.  Weber,  Die  Qnmdlagea  des  Energieprinzips  in 
elementar (  T  Darstellung  (2  Vekioranaijsis,  WissensoheHlich- photographische 
Übungen.   Kftl&kne,  Entladung  der  Elektrizität  in  Gasen  und  BiKlioaktivität. 

Jena:  Thomaer  Bestimmte  Integrül*^ '4> ;  Differeutialgleichnnpen  f  IV,  Seminar. 
—  Uaußner:  Integralrechnung  mit  Übungen  (ü);  Mathematische  Nähemngs- 
meUioden  (2);  Analytische  Geometrie  des  Bnimes  (4);  Seminar.  —  Fiege:  Funk- 
tionentheorie  nach  Riemuui  (4);  Begriffsschrift  (1).  —  Rau:  Darstellende  Geome- 
trie (4^;  Übuppi  n  fla7ii  f-*.'-.  ^Trrlianik  (4).  ■  Knopf:  Stömngarechnnnn"  S) ; 
Mechanische  Quadratur  2).  —  Auerbach:  Theoretische  Optik  (4):  Kintührun«^ 
in  die  theoretische  Thysik  (2).  —  Straubel:  Grundzflge  der  geometrischen 
Optik  (1).  —  Reieh:  EinfUhning  in  die  Technik  (1). 

KQnigsbei^.  Meyer,  Analytische  Geometrie  II  (8);  Übungen  dazu;  lutogral- 
rechnting  (i)]  Analytische  Mechanik  (4);  Seminar.  —  Schoenflies,  Theorie  der 
Ditterentialgleichungen  (4){  Seminar.  —  Saalschütz,  Über  pseudo.- elliptische 
Integrale  in.  Gattung  mit  den  nötigen  Bntwieklungen  ftiUi  der  llieorie  der  elliptt« 
sehen  Funktionen  nach  der  Methode  der  Fundamcnta  Jacobis  (2);  Übungen  zur 
Intcgralrecliunng.  —  Rattermann,  Spharigcbe  Aptronomie  (2);  Metboden  des 
wissenschaftlichen  Rechnens.  —  Cohn,  Theorie  der  Beobachtun(?sfehler  (2);  Aus- 
gewählte Kapitel  der  Himmelsmechanik  (2).  —  Volkmauu,  Theorie  der  Elektrizität 
und  des  Magnetismus  (4){  Ifothematiseh-phyBikatiBehes  Seminar.  Schmidt,  Die 
großen  Physiker  und  ifaie  Leistungen. 

Kiel,  Pochhammer,  Analytische  Geometrie  der  Ebene  (3  :  Ti  c  rie  der 
Funktionen  einer  komplexen  Variable  (8);  Seminar.  Heffter,  Diüerontxal-  und 
Integralrechnung  II  (4);  Übungen  dazu;  Einleitung  in  die  Zablentbeorie  (4);  Seminar. 
Weinnoldt,  Darstellende  Geometrie  II  (3).  Kobold,  Einloitung  in  die  höhere 
Geotlägie  (2  ;  GeodlUische  üVmngen.  Ilar/.er,  Rotationeproblome  der  Mechanik 
des  HimmeKs  (ß);  tJbung^n  im  numerischen  Kischncu.  Kreutz,  Theorie  der 
speziellen  IStüruugeu  (2);  Übungen  im  astronomischen  iieübuon.  Groümanu, 

Theorie  dw  Re&aktion  (2).  StrOmgren,  Bewegungen  der  Satelttten  in  nnserem 

Sonnensystem  (1);  Mathematische  Geographie  (1).  Lenard,  Besprechung  physi- 
kalischer Fragen  (mit  Becker)  Weber,  Einleitung  in  die  theoretische  Physik  (4); 
Meteorologie  (l);  Physikalisches  Kolloquium;  Theorie  physikalischer  Meßappatate 
mit  Übungen.  Becker,  Die  geschichtliche  Entwicklung  der  Elektoisitfttstheorien, 
insbeiOBd«te  die  Mazwellsche  Theorie. 

Leipzig.  Neumann,  Analytische  Mechanik  4  ^  n:iuar.  Mayer,  Variations- 
rechnung (4).  Höldcr,  t^her  die  Grundlagen  der  Arithmetik  urtfl  (ter  Gnlßen- 
lehre  (2);  Differential-  und  Integralrechnung  (6);  Seminar.  Hohn,  Anwendung 
der  Differentialrechnung  auf  Raamkurven  und  Flftcben  (4);  Invarianten  (S);  Seminar. 
II  ausdorff,  Zahlentiieorie (4).  Liebmann,  Analytische  Geometrie  des Banmes  (4); 
Übungen  dazu.  Bruns,  Allgemeine  Himmelskunde  (4);  Seminar  für  wiflsenschaft- 
liches  Rechnen.  Peter,  Ausgewählte  Kapitel  der  praktischen  Astronomie  (2); 
Praktische  Übungen  auf  der  Sterawarie.  Fischer,  EinllBhrang  in  die  matiie- 
matische  Behandlung  der  Naturwissenschaften.  Des  Coudres,  Elektrizität  und 
Magnetismus  (Maxwelluche  Theorie)  (4);  Vektoranalyhis  1);  ?!eminar  über  Thermo- 
dynamik; Physikalisches  Kolloquium  (mit  Wienerj.  Dahms,  Elemente  der 
geometrischen  Optik;  Allgemeine  Stereoskopie.  Marx,  Kathoden-,  liadium-  und 
BOntgcnctrahlen;  Ionisation  der  Gase.  Fredanhagen,  Kinetische  Theorie  des 
gasförmigen  und  flüssigen  Ziistandes  BSttgcr,  Phasenregel  und  ihre  prakti.sche 
Bedeutung,   t.  Ottingen,  Meteorologie.  Scholl,  Technische  Krafterzeugung. 
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Marburg.  Hensel,  S}iitheii8che  Geometi-ie  (4);  Deierminatiteu  (8);  Wshr- 
schemlicbkeitsrechnoog  (1);  Seminar,  xseumann,  Anwendungen  der  elliptischen 
Fanktionen  (S);  Tarialionneohiiiiiig  (8);  ÜbimgeiL  t.  Dalwigk,  AnalTtitohe 
Geometrie  des  Raumes  mit  besonderer  Berücksichtigung  der  Flächen  2.  Ordnung  (4); 
KnnnTiiungstheorie  ebener  Kurven  und  kinematische  Untersuchungen  über  ebene 
Kurven  ^2;;  Ausgewählte  Kapitel  aus  der  Geodäsie,  Topographie,  Flächenabbilduag 
lud  Kartographie  (2);  Übungen  dam;  KraibmktiTe  ÜbmiKen  fib«r  Kegelschnitte 
und  Fl&chen  S.  Ordnung.  J  u  n  ^ ,  Flfteheiltbeorie  (B).  F  u  e  t  e  r ,  Integralrechnung  (4) ; 
Übungen  da^n  Richarz,  Ergänzungen  zur  Experimentalphysik;  Physikalisches 
Kolloquium  ^mit  Feußner);  Übungen  zur  theoretischen  Fhjsik  (mit  Feuttner). 
FenSneCf  Tbeoireti»ehe  Physik  (4);  Übungen  dazu;  PhjBikaliicbei  EoUoqaiuni. 
ö  8 1 r e  ieb,  Mathematisehe  Geographie.  Schulze,  Hydrodynamik  ond  Akustik  (S); 
Anleitung  bot  Bexecbnnng  einfaeher  physikalischer  Aufgaben. 

MOnchen  (Technische  Hochschule),  v.  Dy  ck,  Höhere  Mathematik  I.  mit  Übungen; 
Analytische  MochaBik.  -  Pinsterw al d er,  Höhere  Mathematik  III.  mit  rbnn>'<  H; 
Theorie  der  gerichteten  Größen  ^Vektoren)  mit  Übungen.  —  v.  Dyck  und 
Finsterwalder,  Mathematisdies  Seminar  (CoUoqninm).  —  r.  Brannmflhl, 
Onmdsftge  der  höheren  Mathematik  (für  Architekten  und  Chemiker)  mit  Übungen; 
Projektivisrlie  Geometrie  in  Bynthetiscber  Behar!f1]tu;-j  mit  Übungen;  Mathematisch- 
historisches Seminar.  —  Burmester,  Darstelleude  Geometrie  I.  mit  Übungen.  — • 
M.  Schmidt,  Yermessongskunde  I.  mit  Praktikum;  Landesvermessuug ;  Katastw- 
technik;  Geodätisches  Fraktikom  III;  Kartierangsttbmigen.  —  F9ppl,  Tedinisdie 
Mechanik  II.  (graphische  Statik)  und  III.  (Festigki  itslenri  ; ;  f'bunpen  zur  c]^raphi8cheQ 
Statik.  —  Bischoff,  Ausglcichungsrechnung  I'ruktikum Mechanisches  und 
graphisches  Rechnen.  —  Kutta,  Elementare  Mathcinulik;  1  riguuometrie  mit  be- 
sonderer Berflcksichiigong  des  8tndinms  der  YenneBsungsingenienre  mit  Übungen; 
Algebraische  Analysis;  "Wahrscheinlichkeitsrechnung.  —  Ewers,  Einführung  in 
die  Vcktorentlicorie  und  Anwendung  derselben  auf  physikalische  Probleme.  — 
Großmann,  Elemente  der  Astronomie.  —  Schröter,  Mechanische  Würmetheorie 
(Teohnisehe  Thermodynamik)  mit  Übungen.  —  Fischer,  Ausgewählte  Kapitel 
der  Physik  (Entwicklung  der  Qrandbegriffe  und  Grundgesetze). 

HIlBchen*  Lindemann,  Theorie  derFunktionen  einer  komplexen  Variablen  (4); 
Anwendungen  der  IiiHtiit^  Hinmlrechnung  anf  die  Theorie  der  Kurven  und  Flächen 

im  llatime  (i);  über  Transformationsgruppen  (2);  Seminar.  Voß,  Algebra  (4); 
Theorie  der  algebraischen  Kurven  (4);  Seminar.  Pringsheim,  Differential- 
rechnung (.6);  Zahlentheorie  (4).  Döhlemann,  Darstellende  Geometrie  I  (6); 
Übungen  dasn;  Liniengeometrie  in  synthetiscb-analjtiBcher  Behandlung  (4). 
V.  Weber,  Analytische  Geometrie  der  Ebene  (4';  Übungen  dazu;  Integralrechnung 
mit  Übungen  (4).  Korn,  PotentialthooriV  und  Kugelt'unktionen  (4).  Brunn, 
Mengenlchi'e  (4).  Uariogä,  Ausgewählte  Kapitel  aus  der  Fuuktionenthcorie  (2). 
Böntgen,  Physikalisches  Kolloquium.  Gr&tz,  Analytische  Mechanik  (6);  Über 
die  Fortschritte  der  exakten  Naturwissenschaften,  v.  Sceliger,  Mechanik  des 
Himmels  I  (4);  ARtronomiBclipa  Kolloquium.  Donle,  Einführung  in  die  elektro- 
magnetische Tiieorie  des  Lichtes  (2). 

Münster.  Killing,  Synthetische  (Jeometrie  4  ;  Ann)vtische  Geometrie  II  ;4); 
Übungen  dazu;  Seminar,  t.  Lilien thal,  Differential-  und  integralrecbnuug  II  (4); 
Funktionentheorie  (4);  Seminar.  Dehn,  Mechanik  II  (4);  Dantellende  Geometrie 
mit  t'bungen  ri).  Plaßmann,  (»rls-  und  Zeitbestimmung  (2i;  Über  den  Mond  (2»; 
Zeiirei  hiiung  und  Kalenderkunde  \1:  t'bungen  im  astronomisclien  Beoluulitini  und 
Kccbnen.  Ueydweiller,  Elementar-mathematische Ergilnzimgen  zur  Experimental- 
physik ;  Physikalisches  und  chemisches  Kolloquium.  Konen,  Theoretische  üptik  {li) ; 
Übungen  in  Demonstrationsversuchen  und  in  Anfertigung  einCsdier  physikalischer 
Appankte;  Übungen  zur  Optik. 
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Bostoek.  Staude,  Theorie  der  analjtiscben  Funktionen  (4);  Differential-  und 
Intrn-THlrochnung  (4);  Seminar.  Dieterici,  Einleitung  in  die  theoretiecbe  Physik  (8); 
Praktikum  für  Mathematiker  (8);  Physikalisches  Seminar  (2);  Kümmeli,  Fotential- 
theotie  (.1). 

StraBbaiy.  Reye,  Geometrie  der  Lage  (8);  Analytisclie  Meckuiik  (2) ;  Seminar. 
Weber,  Differential-  und  Integralrechnung  (4);  Anwendungen  der  elliptischen 
Funktionen  auf  Algebra  und  Zablentheorie  2i;  Seminar.  Wellstein,  Analytische 
Dreipckspreometrie  (2);  Eiuleitung  in  die  Gruppentheorie  Seminar.  Timerding, 
Analytische  Geometrie  der  Ebene  Übungen  dazu;  Hydraulik  (1);  Darstellende 
Geometrie  I  (S);  Obnngen  dnsn.  Epstein,  Die  kypergeometxiBelie  Differential- 
gleichung (2).  Simon,  Geschichte  der  Mathematik  im  Altertum  in  Verbindung 
mit  Kulturgeschichte  (2).  —  Mathematisches  Kolloquium.  —  Becker,  Theorie  der 
speziellen  Störungen  und  der  Babnverbet>serung  (2);  Übungen  dazu;  Theorie  der 
Ansgleichnng  der  Beobechtnngsfdiler  (i);  Asttonomiscbee  KoUoquinm;  Be- 
obachtungen. Wirtz,  Einführung  in  die  Theorie  der  Gezeiten  und  verwandter 
Phänomene  (1);  Theorie  der  Refraktion  ll  Braun,  Physikalisches  Kolloiiuium. 
Cohn,  Elektiisit^tslclixe  (4).  Hergesell,  Physik  der  Erde;  Meteorologisches 
Kolloquium. 

Stvttfart.  Rensehle,  Knirendiekosiion  (i);  Analytische  Geometrie  des 
Aanmes  (2);  Übungen  da/u;  Ausgewftblte  Kapitel  aus  der  neueren  analytischen 
Geometrie  der  Ebene  und  des  f'anmpfl  '3) ;  IHffereufial-  und  rntegralrechnnng  f^J) ; 
Übungen  dazu  (2);  Seminar.  Mehmke,  harstelkude  Ut^ometric  (4);  Übungen 
dazu  (6);  Vektoren-  und  Pnnktrechnung  ^3);  Übungen  dazu  (1);  Seminar. 
Bretschneider,  Bepetittonen  in  niederer  Mathematik  (2)  Wolfting,  Elemente 
der  DifTeiential-  und  Intoj^ralrechnung  mit  Übungen  (4);  Höhere  Algebra  (3).  Roth, 
Schattenkontjtruktiouen  und  iJeleuchtungskunde  f4V  Stühler,  Niedere  Analrsis  (1); 
Auflösung  numerischer  Gleichungen  (1).  v.  Autenrieth,  Technische  Mechanik  i^ti); 
Übnngen  dasn  (S).  Hammer,  I^ktische  Geometrie  I  (4);  Ansgleichangsrecluning 
nach  der  Methode  der  klrätsteu  Quadrate  (2);  Astronomische  Zeit-  und  direkte 
geographische  Ortsbestimmung  (2).  Hohenner,  Praktische  Geometrie  I;  Trigono- 
metrie mit  Übungen  (4);  Karteupxojektionen  (1);  Übungen  dazu  (1);  Katastcr- 
messnugen  (2^  Ifarksdbieidekwide  (S).  Heer,  Plan-  nnd  Gelftndeieieluien  (4). 
Koch,  Theoretische  Physik  (2);  Meteorologie  (1)«  Lang,  ElektxomagnetiBehie 
Schwingungen  (2). 

Tharandt.  Kunze,  Forstmathcmatik  3;.  WrinmeiHter,  Infinitesimal» 
rechnung  IT  mit  t  htm  gen  (4):  Mathomatisclies  KepL-titoriuni  (2'\ 

Tübing<^n:  v.  Brill:  Eintührmig  in  die  höhere  Mathematik  Über  nicht- 
starre  Systeme  und  die  Mechanik  von  Hertz  (3;;  Seminar.  —  v.  Stahl:  Höhere 
Algebra  (2);  Elliptische  nnd  Abel  sehe  Funktionen  (t);  Seminar.  —  Maurer: 
Höhere  Anlysis  II  (3);  Übungen  dazu  (1);  Sphärische  Trigonometrie  (1);  Übungen 
da/u  il\  Waitz:  Theorie  des  Lichtes  i3};  Übnngen  da/n  2  ;  Meteorologie 
und  Kiimatologie  (1).  —  Sommerfeld t:  Einführung  in  die  KristaUoptik  {1)  — 
Gans:  Theorie  des  Sehalls  (S). 

Wflrzbiirg.  Prym,  Theorie  der  Funktionen  einer  komplexen  Verftnder- 
liehen  (4);  Im  Pro.<)eminar:  a)  Zahlentheorie  (2);  b)  Einfflhrung  in  die  analytische 

Genraetric  der  Kbcne,  gemeinsam  mit  dem  Assistenten  (4).  Im  Seminar:  Über 
die  Funktionen  einer  reellen  Veränderlichen  (2).  —  Rost,  Algebra  (4):  Dar- 
stellende Geometrie  I  (4);  Analytische  Mechanik  I  (4);  Variationsrechnung  (2j.  Im 
Proseminar:  a)  Übungen  aus  der  analytischen  nnd  der  syntbetLschen  Geometrie  (8); 

b)  Übungen  aus  der  danstellendou  'loomctrio,  gomrinsam  Tuit  dem  Assistenten  1'; 

c)  Elemente  der  Determinantentheonr\  dun  h  den  .Assistenten  "i  ;  d^  .^npgowlihltos 
Kapitel  der  Elementarmathematik,  durch  den  Attsist^uten  Im  .Seminar:  Au- 
leitnng  sn  selbständigen  wissenschaftlichen  Arbeiten.  —  Seit«,  Theorie  der 
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elastischf  ri  K:hper  (2).  —  Paul  v,  Biocbende  IL  Teil  (1).  —  Harm«,  AnagewRlilte 
Kapitel  der  theoretischen  Physik  (iy    Vlmn^pn  dazu 

Zürich.  Burkhardt,  Elemente  der  Ditierential-  uud  lutegralrechuung  (4); 
Gewöhnliche  Diffeieutialgleichuugeu  (4);  Seminar.  Weiler,  Analytiache  Geometrie 
mit  Übungen  I  (4);  Darstellende  Geometrie  mit  Übimgen  I  (A);  Matbematitebe 
Geographie  (2).  Gubler,  Algebraische  Analysis  (-2);  Determinanten  (1);  Sphärische 
TritJ-onoaietrie  (1).  Wolfer,  Einleitung  in  die  Astronomie  (3);  übnnfjen  dazu; 
Bahnbestimmung  von  Planeten  und  Kometen  (^2).  Kleiner,  Theoretische  l'hyaik  (2). 


4.  Pttrsonaliiaolizioliteii. 

XrneimiiDgeii,  Atmeiohnimgen  usw.: 

Hofrat  Alfred  Ackermann-Teubner  in  Leip/äg  wurde  von  der  Fhilo- 

sophiscben  FakultKt   der  UniTersitSt  Greifswald   gelegentlich  ibrar 
'  450jährigen  Jubelfeior  ehrenhalber  zum  Doktor  der  Philosophie  ernannt 
. .  nunc  mathematiciB  libris  editis  eadem  officina  utnon  solum  in  Germania 

sed  in  toto  fere  teiTanim  orbe  primnni  obtineret  locum  industria  et  i  onsilio 

consecutuui  f;iutorem  scieutiae  mathematicae  et  liberalem  et  sapieutem". 
Professor  Dr.  Finsterwalder  in  München  wurde  zum  Ebrenmitgliede  der 

schweizerischen  natorforschenden  Gesellschaft  ernannt. 
Professor  Dr.  J.  Frans,  Direktor  der  Sternwarte  zu  Breslau,  wurde  snm 

Mitgliede  der  Royal  Astronomical  Society  gewählt. 
Dr.  Großmann,  Privatdozent  für  Astronomie  an  der  Universität  Kiel,  wurde 

zum  Observator  der  Kommission  für  internationale  Brdmessung  bei  der 

Akademie  der  Wissenbchaften  in  München  ernannt. 
Dr.  J.  Ivey  wurde  zum  ao.  Professor  der  Mathematik  und  Astronomie  an 

der  Tula&er  UniveraitSt  ernannt. 
Professor  P.  A.  Lambert,  ao.  Professor  der  Mathematik  au  der  Lehigh 

Universität,  wurde  zum  o.  Professor  daselbst  ernannt. 
Professor  A.  E.  Meake,  ao.  Professor  der  Mathematik  an  der  Lehigh  Uni- 
versität, wurde  zum  o.  Prutrssur  daselli^t  Vu  furdprt. 
Professor  IV.  E.  Müller  an  der  Technischen  ilijchschule  in  Wien  bat  einen 

Ulli  au  die  Technische  Hochschule  in  Charlottenburg  abgelehnt. 
Pkrofeasor  Dr.  BOutgen  hat  einen  Ruf  als  Nachfolger  des  verstorbenen 

Prof.  Drude  zum  Direktor  des  Physikalischen  Listituts  der  Universität 

B.  rlin  abgelehnt. 

Professor  Dr.  G.  Scheffers  an  der  Technischen  Hochschule  in  Darmstadt 
wir  l"  /um  o.  Profe.s.sor  der  darstellendon  Geometrie  (als  Nachfolger  von 
('.  liauck)  an  der  Technischen  Ilochsciiiile  zu  Charlottenburg  ernannt. 

Professor  Dr.  A.  Sommerfeld  in  Aachen  wurde  zum  o-  Professor  für  theo- 
retische Physik  an  der  UniversiUt  Mftnehen  ernannt. 

Professor  Dr.  P.  Stftckel  an  der  Technischen  Hochschule  in  Hannover  wurde 
zum  korrespondierenden  Mitgliede  der  Gesellsdiaft  der  Wissenschaften  in 
Göttingen  gewählt. 

Professor  E.  Weiß,  Professor  der  Astronomie  an  der  Universität  Wien,  wurde 
zum  k.H  r.  spoinlierenden  Mitgliede  der  Akademie  der  Wissenschaften  iu 
Pans  gewühlt. 

Professor  Dr.  Weinmeister  wurde  für  das  Studienjahr  1906/07  zum  tCektor 
der  Kgl.  Forstakademie  zu  Tharandt  gewählt. 
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Habilitationen: 

Dr.  Adler,  Privatdozent  an  der  Deutschen  Technischen  Hochschule  in  Prag, 
ist  als  Privatdozent  fHr  darstellende  Greometrie  an  die  Technische  Hoch- 
schule in  Wien  übergesiedelt. 

Dr.  E.  Bopp  hat  sieb  an  der  üniveraitftt  Heidelberg  als  PrivatdoseiLt  fttr 
V athematik  habilitiert 


\ 

\ 


&.  Yer]uisolLtfl0. 

Von  Lamontsohes  StipMidium  für  die  Jahre  1907,  1908  und  1809. 

Ans  den  Renten  der  von  Lamontsclieu  Stipendien-Stiftuiifr  kommt  demnSchst 
ein  Stipendium  zu  210Ü  Mark  zur  Vorlt  ihung.  Die  Stiftung  ist  bestimmt, 
in  erster  Linie  die  Heranbildung  junger  Gelehrter  im  Fache  der  reinen 
Mathematik,  der  Physik  und  der  Astronomie  zu  fördern.  In  zweiter  Linie 
kann  das  Stipendium  auoh  ssur  Förderang  des  höheren  Studiums  der  Natur- 
wissenschaften überhaupt  jungen  Chemikern,  Mineralogen,  Botanikern  oder 
Zoologen  verliehen  werden.  Des  Stipendium  wird  auf  drei  Jahre  Terliehen, 
jedoch  soll  nach  den  ersten  drei  Jahron  df^rsolbe  Bewerber,  wenn  er  vor- 
zügliche Leistunsren  nachzuweisen  imstande  ist,  um  leruere  Beibehaltung 
seines  Stipendiuius  bis  höchstens  drei  Jahre  nachsuchen  können.  Die  Be- 
werber mflssm  an  der  Hfinehener  Univerdttt  immatrikiilieit^  geborene  Bajem 
und  katholisdher  Religion  sein  und  nach  Vollendang  der  allgemeinen 
UniTersitätsstiidien  die  mathemathischen  Disziplinen,  d.  h.  die  reine  Mathe- 
matik, die  Physik  oder  die  Astronomie  zum  Beruf  gewählt  haben  oder 
eventuell  dem  h<»heron  Studium  der  Chemie,  Mineralogie.  Botanik  oder  Zoo- 
logie sich  widmen.  Jeder  liewerber  muß  cig-ene  Arbeiten,  die  sein  Talent 
bekunden,  oder  weuigsteus  eine  schriftliche  Erklärung  von  einem  kompetenten 
Gelebrten  vorlegen,  worin  ihm  besengt  wird,  daB  er  die  Fähigkeiten,  dra 
FteiB  und  die  Ausdauer  besitze,  die  nötig  sind,  um  eine  höhere  wissen- 
schaftliche Ausbildung  zu  erlangen.  Die  Stipendiaten  sollen  in  der  Regel 
am  Sitze  der  Müuchener  Universität  sich  aufhalten  und  immatrikuliert 
bleiben,  doch  können  fite  Stipendien  mit  be-^ond'-rer  Bewillii^unsr  der  philo- 
sophischen Fakultät  und  des  akademischen  Senat.s  /u  IJt.isestipendien  benutzt 
werden.  Gesuche  sind  auf  der  Müuchener  Uuiversitütskanzlei  hiugsteus  bis 
81.  Oktober  L  J.  einzoreiohm. 


Literariflclies. 

1  Notisen  und  Bespreelmiigeii« 

Die  Äultux  der  Gegenwart.     Ihie  Entwicklung   und   liue  Ziele. 

Herausgegeben  von  Paul  Hinneberg  in  Berlin.   In  4  Teilen.   Jeder  Teil 

in  mehreren  Abteilungen.    Leipzig  und  Berlin,  B.  G.  Teubner. 

Teil  I:  Die  geisteswissenschaftlichen  Kulturgebiete.  1.  BQÜfte.  Beliffion  und  Phi- 
losophie, Literatur,  Musik  und  Kunst  (mit  Toraogehender  JUinleitung  su 

dem  Gesamtwerk). 

„  II:  Die  goisteswissenBchaftlicheu  Eultui^biete.  2.  HBlfte.   Staat  und  GeaeU« 
Schaft,  Becht  und  Wirtschaft. 
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Teil  III:  Jy'^c  nattirwisRenschaftlichen  Eulturgebiete.  Mathematik,  Anorganische  oad 
Organische  NatunK'iseenschaftea ,  Medizin. 
„  IV:  Die  technischen  Kulturgebiete.    Hau  Techuik,  Maschinen -Technik,  In- 
dustrielle Technik«  LandwiitschadUicbe  Technik,  Handels-  und  Veikehn- 
Technik. 

[I  und  II  haben  su  erscheinen  begonnen,  III  und  lY  sind  in  Ywberdtang.] 
Es  ist  ein  Biesenwerk,  von  dem  hier  der  erste  Aiisflchnitt^)  fertig  dar- 
geboten wird.  Die  Kultur  der  Gegenwart,  ihre  Entwicklung  und  ihre  Ziele 
soll  es  darstellen  in  vier  Teilen,  von  denen  die  ersten  beiden  die  G^tes- 
wi'^'^  -nschafteo,  die  folgenden  l^atnrwissenschaft  und  Technik  umspannen 
werden. 

Schon  die  Fassung  des  Titels  deutet  au,  daß  es  sich  hier  nicht  am 
eine  EnzyUopIdie  des  Wissens,  eine  Aulhtapelang  toter  Erkenntnism  ond 
Notizen  handelt:  vielmehr  soll  das  Werk  mitten  hineinfahren  in  das  Werden 

und  Wachsen  unserer  Kulturschfttee  und  -ansdiauungen,  soll  zeigen,  wie 
sich  bei  der  wissenschaftlichen  Arbeit  auf  allen  Gebieten  die  Ausblicke  und 
Ziele  verschieben  und  weiten,  und  damit  auch  den  Einzelforscher  in  seiner 
Kleinarbeit  zur  Selbstbesinnung  und  zum  scharfen  Erfasjsen  und  Wieder- 
durchdenken der  größten  und  höchsten  Aufgaben  seiueä  Tuns  einladen.  Nur 
Toren  kennen  im  Ernste  die  Spezialisierung  beklagen,  wie  sie  heutsatage 
anf  allen  Gebieten  der  Wissenschaft  eingetreten  ist:  ohne  die  Spezialisierung 
ist  nirgends  ein  Fortschritt  möglich,  sie  hat  sich  mit  dur  Notwendigkeit 
eines  Naturgesetzes  überall  durchgesetzt,  weil  sie  auf  der  Beschriinktheit 
der  Kraft  des  einzelnen  beruht.  Aber  sie  trSjrt  auch  ihr  Korrektiv  in  sich 
selbst:  wie  sxe  die  Koopcrntion  iikiulcniisclier  Krirptrschaften  fflr  große 
wisseuücbaftliche  ünteniebiuungeu  hervorgelockt  hat  und  noch  zu  immer 
weiterer  Ausdehnung  bringen  wird,  so  seitigt  sie  von  selbst  das  Bedllrfiiis 
nach  zosammenfkssenden,  verbindenden  Darstellongen  aller  Art,  wie  sie 
denn  ja  auch  heute  auf  allen  Gebieten  des  Wissens  in  früher  nie  geahnter 
Zahl  und  Umfänglichkeit  geschaflTen  wenlfMi. 

So  ist  auch  das  vorliegende  Werk,  das  alle  die  einzelnen  Gebiete  zu- 
saimneufassen  soll,  selbst  ein  Erfordernis  der  Fortschritte  der  Kultur,  die 
es  schildern  will.  Aristoteles  bat  einst  die  griechische  und  damit  die  heutige 
Wissenschaft  begründet,  indem  er  seine  Schäler  und  Nachfolger  hinaussandte 
an  die  Einzelarbeit  auf  den  verschiedensten  Gebieten  des  Forschens  und 
Erkctmens;  heute  werden  einmal  die  Vorkämpfer  aus  den  unterdes  so  viel 
zabireicher  prewonlenen  Provinzen  zurück-  und  znsnmmenbcrufcn,  nm  zn  be- 
richten, was  gewonnen  worden  ist,  wie  es  erkämpft  wurde  und  wohin  die 
neuen  Züge  geben  «ollen. 

Aber  konnte  ein  Mann  seinerzeit  schon  die  Arbeiter  hinaussenden  auf 
die  weiten  Felder,  wer  durfte  heute  hoffen,  die  zweihundert  (denn  so  viel 
ungeftthr  werden  nötig  sein)  für  dieses  Werk  zusammenzuwerben:  sollten  es 
doch  alle  nicht  nur  gereifte  Forscher  sein,  sondern  Führer  und  Pfadfinder, 
die  auch  über  die  neuen  Ziele  ihrer  Wissenschaft  das  Wmt  zu  nehmen 
imstande  seien.  Die  Autorität  eo/'.s  allseiti^'-eii  (ith-brlen  konnte  nicht  den 
W'crbcruf  vertreten;  nicht  einmal  ein  Lcibniz  besaß  noch  die  Liuiversaiität, 

1)  Teil  I,  Abteilunf:  YTTT .  flie  priedii-che  und  lateinische  Literatur  und 
Sprache  von  U.  v.  Wilamo witz-üöllendorf f,  K.  Krumbacher,  J.  Wacker- 
uagel,  Fr.  Leo,  K  Norden,  F.  Skutscb.  [VII,  464  S.]  1905.  geh.  JC  IQ.—f 
geb.  M  12.—. 
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die  in  diesem  Werke  umspannt  wird.  So  kounte  nur  der  GtMlanke  selbst, 
die  große  Sache,  die  Fahne  werdon,  nm  dir  sich  alle  scharten.  Wahrhaftig, 
CS  gehörte  nimmermüder  Mut  dazu,  unter  solchen  Umständen  den  Gedanken 
dieses  Werkes  aussndenken,  den  Plan  festsulegen,  die  Mitarbeiter  za  sammeln; 
im  glauben  es  dem  rOhrigen  Herausgeber  gemef  daB  das  Werk  erst  ,^acli 
langjährigen  Vorbereitangen  auf  Chnmd  zahlloser  Konferenzen  und  Korrespon- 
denzen" in  AngriflF  genommen  worden  ist.  Und  wir  dürfen  stolz  darauf 
sein,  daß  es  wieder  Deutschland  ist,  wo  fin  solcher  Riesenbau  geplant  und 
ausgeführt  wird,  daß  noch  heute  in  DputschlaTid  ^oße  Gedanken  ihre 
einigende  ivralt  in  solcher  Weise  zu  bevvuhieu  vermögen. 

MerkwQrdigerweise  sind  es  die  «fklassisolien**  Philologen,  die  merst  mit 
ihrem  Anteil  herrortretoi.  Und  man  darf  es  —  um  das  gleich  Torw^  sa 
nehmen  —  ruhig  ansspreohen:  wenn  die  noeh  ausstehenden  Teile  di  s  Gun  *  m 
gleich  großzügig,  anregend  nnd  genußhringend  ausfallen,  wie  dieser  Band 
auf  die  Arbeiter  seines  (Jebietes  und  weit  darüber  hinaus  zu  wirken  vermag, 
so  wird  das  gioßc  Werk  die  kühnsten  üoffiiangen  seiner  Urheber  und 
seiner  Leser  erfüllen  

Die  Torstehendeo,  einer  in  der  Beilage  zur  Allgemeinen  ZSeitungKr.SS,  1906, 
erschienenen  Besprechnng  von  Fr.  Vollmer  entnommenen  ^tze  kennseiehnen 
in  trefflieber  W^eise  die  hohe  Bedeutung  des  Gesamtunternehnicns  der  ,,Kultiir 
der  Gegenwart"  wie  der  bisher  fertig  gestellten  BUnde. *)  Mf^ge  es  dem 
Herausgeber  gelingen,  die  mathematischen,  naturwissenschaftlichen  und  tech- 
nischen Abteüuugen  in  einer  Weise  auszugestalten,  die  der  außerordentlichen 
Bedeutung  dieser  Zweige  für  die  Kultur  der  Gegenwart  voll  entspricht.  Vor 
allem  ist  es  freilich  Aufgabe  der  Fachkreise,  zur  Enrmchung  dieses  Zides 
beizutragen  und  dahin  zu  wirken,  daß  die  genannten  Wissenschaften  in  dem 
nm&ssenden  Unternehmen  so  dargestellt  werden,  daß  nichtfachmännisch  ge- 
bildeten Kreisen  ein  wahrer  Maßstab  tür  die  Beurteilung  der  Bedeutung  der 
einzelnen  naturwissenscbaftlichen  und  technischen  Gebiete,  ihrer  Leistungen 
und  ihres  Kuiturwertes,  dargeboten  werde:  Es  gilt,  eine  Mission  zu  cr- 
fBllen.  G. 

Die  physikalischen  Institute  der  Universität  Göttingen.  Fest- 
schrift im  Anschlüsse  an  die  Einweihung  der  Neubauten  am  9.  Dezembor 
1905.  Herausgegeben  von  der  Güttinger  Vereinigung  zur  Förderung  der 
angewandten  Physik  nnd  liatiiematik.  Mit  zahlräichen  Abbildungen  und 
Tafeln.  [IV,  200  B.]  gr.  4.   Leipzig  1906,  B.  G.  Tenbner. 

Den  unmittelbaren  Anlaß  au  der  YerSffentlichung  dieser  Schrift  bildete 

das  Fest  der  Einweihung  der  neuen  physikalischen  Institute  in  Göttingen. 
£8  ist  darin  zunächst  eine  Besehreibung  dieser  Feier  enthalten  mit  den 


1)  Außer  Teil  1,  Abt.  Vlü  sind  noch  erschienen:  Teil  I,  Abt.  1 :  Die  allgemeinen 
Orondlagen  der  Kultur  der  Gegenwart.  Bearbeitet  Tont  W.  Lexis,  Fr.  Panlsen, 

G,  Scböppa.  A.  Matthias,  H.  Gaudig,  Q.  Ker.schen steinen,  W.  v  Dvck, 
L.  Pallat,  K.  Kraepelin,  J.  Lessing,  0.  N.  Witt,  U.  Göhler.  P.  Scbleuther, 
K.  Bfleher,  E.  Pietichmann,  F  Milkau,  H.  Biels.    [XV,  67t  S.]  1908. 

g»b.  JC  16.  —  ,  geb.  M  18.  —  .  —  Teil  I,  Abt.  4:  Die  christliche  Religion  mit 
inuchluß  der  israelitisch -jftdiflchen  Religion.  Bearbeitet  von:  J.  Wellhausen, 
A.  Jülicher,  A.  Haruack,  N.  Bonwetsch,  K.  Müller,  F.  X.  v.  Funk, 
E.  Troeltsch,  J.  Pohle,  J.  Mau  -Iii,  Krieg,  W.  Herr  mann,  B.  Seeberg, 
W.  Faber,  H.  J.  Holtzmann.  [XI,  752  ä.J  1906.  geh.  JC  16.—,  geb.  JC  18.». 
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dabei  gehalteven  Ansprachen  des  Korators  der  UnWersitSt,  des  Broroktors, 
des  Dekans  der  pbUosophiseben  FalraltEt,  der  beiden  Vorsitsenden  der 

Güttinger  Vereinigung  zur  Furderung  der  angewandten  Phydk  und  Maßie* 
maiik.  Eine  bei  Gelegenheit  der  Feier  von  der  Göttinger  Vereinigung  an 
Herrn  Ministerialdirektor  Althoff  pericbtctc  Adresse  ist  gleichfalls  ihrem 
vollpn  Wortlnutc  nach  mitgctoilt.  Einon  zwoiteii  Teil  der  Schrift  bilden 
die  Reden,  in  welchen  die  Dirtsktoreu  des  physikalischen  Institutes  über 
seine  Geschiebte  nnd  Uber  seine  Aufgaben  berichtet  haben.  Daran  sdiließen 
sich  die  Besehreibungen  des  neuen  physilEslischen  Hauptanstitutes  und  des 
Institutes  für  augewandte  Elektrizität.  —  In  d<  n  lu  den  der  Institntsdirektoren 
wurde  der  Natur  der  Saehe  nach  von  der  Aiisdcbmtnnf  gesprochen,  welche 
der  Unterricht  auf  dem  (iebiete  der  Physik  und  auf  den  angrenzenden 
Gebieten  der  Mathematik  au  der  Universität  iluttnieen  im  Laufe  der 
letzten  Jahre  gewonnen  hat.  Es  lag  nalie,  die  kur/cu  Andeutungen  jener 
Beden  durch  ausflihrlichere  Mitteilungen  der  beteiligten  Institutsdirektoren 
zu  eig&nzen.  Diese  Berichte  Uber  die  Institute  für  angewandte  Mathematik 
und  Mechanik,  für  physikalische  Chemie  und  für  Geophysik  bilden  einen 
dritt^^Ti  Teil  der  Seluift.  Sie  gibt  so  einen  vollstiindigeii  t^berblick  über 
die  Entwickhing  des  pliysikaliseben  Studiums  an  der  Universität  Göttingen, 
der  vielen  willkommen  sein  wird,  welche  jener  Entwicklung  mit  Interesse 
gefolgt  sind.  Den  Schluß  der  Schrift  bilden  einige  Daten  über  die  Ent* 
Wicklung  der  GQttinger  Vereinigung. 

Götttngen.  E.  Bssoks. 

Vorlesungen  über  Differential-  und  Integralrechnung  von  Emanuel 
Czuber.  I.  Band.  2.,  sürgfaltig  durchgesehene  Aullage.  Mit  115  Figuren 
im  Test.  [XIV,  560  S.]  gr.  8.  Leipzig  1906,  B.  6.  Teubner.  geb.  .4^  13. — , 

Es  sei  hier  darauf  hingewiemni  dafi  das  bekannte  und  von  den 
Studierenden  gern  gebrauchte  Lehrbuch  der  Differmtial-  und  Integralreobnung 

von  E.  Czuber  in  zweiter,  sorgfältig  verbesserter  Auflage  erschienen  ist» 
Die  Gesamtanlage  des  Werkes  ist  dicsent  geblieben,  und  es  sind  nur 
kleinere  Erweiteningen  vorgenommen.  Der  Studierende  tiudet  hier  einen 
zuverlässigen  und  geschickttii  FiUiror  in  das  grundlegende  (Jebiet  der 
Analjsis.  Die  Auswahl  der  Beispiele  ist  mit  Sorgfalt  getrofl'en,  und  es  ist 
eine  gewisse  Vielseitigkeit  der  Anwendungen  angestrebt 

In  den  bekannten  Lehrhilchem  der  Infinitesimalrechnung  ist  die  Darstellung 
eine  dogmatische.  Eine  Reihe  von  Lehrsätzen  wird  bewiesenf  eine  grriBere  Zahl 
von  Anwendungen  werden  gemacht.  Dagegen  fehlt  es  an  dem  Entwickeln 
von  Fragestellungen,  welche  zu  diesem  System  von  Sätzen  führen  könnten. 
Die  von  Ostwald  emptohlene  und  gewiß  vorzügliche  Methode  ist,  die 
historische  Entwicklung  des  Gegenstandes  in  die  Darstellung  /.u  verHechten. 
Indes  führen  mehrere  Wege  zn  demsdben  Ziel.  Z.  B.  dfirfte  eine  stärkere 
Berttcksichtigung  der  von  F.  Klein  in  seiner  Vorlesung  Uber  Anwendungen 
der  DifTcretitial-  und  Litegralrechnung  entwickelten  Idem  gleich&llfl  sur 
Belebung  des  Interesses  am  (Tcgenstande  dienen. 

Diese  I?emerkungen  sollen  nicht  den  Wert  eines  Buches  wie  des 
C/,u  b  er  sehen  herabsetzen.  Man  wird  ein  solches  Buch  nach  den  ^'or2Ügeu 
schützen,  die  es  besitzt,  und  nicht  nach  Wünschen,  die  man  erfüllt  sehen 
möchte,  aber  eine  weitere  Belebung  der  Darstellung  der  Infinitesimalrechnung 
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muß  hente  um  so  dringender  gewünscht  werden,  als  sie  dir  Vornnssptrung 
der  angestrebten  Ausdehnang  des  Uaterriebis  in  derselben  auf  weitere 
Kreise  bildet. 

Halle  a.  S.  Felix  Bernstsui. 

Lea  Soiiroes  des  Thöories  Physiques.  —  Les  Origines  de  la 
Statique  par  F.  Duhem.  —  Tome  Eremier.    Paris  1905,  A.  Herrmaon. 

Das  Torliegende  Buch  bedeutet  einen  Markstein  in  den  Forschungen 
über  Geschichte  der  Mechanik.  Der  Verfasser  hat  uns  mit  einer  Darstellung 
der  Geschichte  der  Statik  ijn  Mittelalter  beschenkt,  in  der  wir  mit  Epochen 
der  Entwiddnog  Tertrant  wertem,  Ton  denen  bisber  so  gnt  wie  nichts  be- 
kannt war.  Diese  neuen  Ergebnisse  dürften  weit  Aber  den  Kreis  der 
engeren  Fadigenossen  Interesse  erregen.  Sie  waren  natürlich  nur  dadurdl 
zu  gewinnen,  daß  der  Verfasser  auf  Entdeckungen  alter  Werke  in  den 
Bibliotheken  ausgegangen  ist,  daß  er  Schrift^itfiller  wieder  ans  Licht  gezogen 
hat,  die  schon  seit  langem  in  den  Lehrbüchern  und  SScbriften  über  Statik 
nicht  mehr  genannt  worden  waren. 

In  diese  Genesis  seiner  Fcrsebnngen  wird  der  Leser  dnrdi  die  Anlage 
des  Budies  mit  bineingezogen,  indem  anfangs  die  DaisteUnng  durcbans  anf 
der  bekannten  historischen  Basis  beruht,  dann  aber  durch  die  hinzukommenden 
neuen  Eutdt'ckungcn  soliließlich  auf  ganz  neue  Gnmdlage  gestellt  wird.  Diese 
Methode  ist  nicht  gerade  vorbildlich  —  man  muß  sich  daran  gewöhnen,  daß 
auf  Rpite  200  verworfen  wirtl,  was  auf  Seite  100  gepriesen  wird  — ,  aber  einem 
geistreichen  Schriftsteller  ist  viel  erlaubt,  und  der  Leser  wird  in  einer  Weise 
snm  Zeugen  der  Forscbertätigkeit  gemacht,  die  wnen  seltenen  Beis  ausübt. 

Analysieren  wir  ün  wenig  den  reiclien  Inhalt  des  Werkes.  Im  An- 
seblnB  an  die  gangbaren  DarsteHnngen  schildert  zuerst  der  Verfasser  in 
kurzer  kompakter  Darstellung  die  Leistungen  des  Aristotplcs,  des 
Arch i ni  ed  p .  des  Leonardo  da  Vinei,  des  Cardaui.  Alier  liier  be- 
ginnt schon  die  Liste  der  unvorgenehenen  Entdeckungen.  Allgemein  hatte  • 
man  angenommen,  daß  das  bewundernswürdige  Werk  des  Leonardo  da  Vinci 
seinen  Nachfolgem  unbekannt  geblieben  sei.  Dies  ist  aber  ganz  und  gar 
nicht  der  Fall  gewesen.  Cardani  und  Benedetti  haben  es  im  16.  Jahr- 
hundert auf  das  ei^gste  benutzt.  Insbesondere  entnahm  Cardani  daraus 
seine  besten  Gedanken  über  die  bewegende  Kraft  der  Maschinen  und  die 
Unrafjglichkeit  einer  perpetuierlichen  Bewegung.  Nachdem  diese  Fest- 
stellung goiiuuht  war,  schien  es  nun  natürlich  und  einfach,  den  Weg  der 
Entwicklung  bis  zu  Galilei  und  Newton  weiter  zu  verfolgen. 

Aber  eine  unerwartete  Entdeckung  durcbbridbt  zum  zweiten  Mal  den 
Gang  der  Darstellung. 

Tartaglia.  dessen  Name  mit  der  Geschichte  der  Entdeckung  der 
Lösung  der  (ileichung  dritten  Grades  verknüpft  ist,  erweist  sich  als  der 
Verfasser  einer  sehr  interessanten  Schrift,  in  der  ein  Spezialfall  des  Satzes 
vom  Parallelogramm  der  Kräfte  abgeleitet  jtvird. 

Er  definiert  den  Begriff  dw  irixkend«!  Schwere  eines  Eörpos  auf  der 
geneigten  Ebene  nnd  bestimmt  dieselbe  vollkommen  riobtig.  Aber  diese 
schöne  Entdeckung  war  ein  unverschämtes  Plagiat,  wie  sein  wissenschaft- 
licher Gegner  Ferrarri  aufdeckt.  Sie  gehörie  einem  Schriftsteller  des 
AULi.  Jahrhunderts:  Jordanas  Nemorarias. 
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Der  Name  dos  Jordanus  Netnorariiis  ut  in  der  Geschichte  der 
Ifothematik  wohlb^annt.  Er  ist  der  große  Erneuerer  der  Algebra,  der 
Begründer  einer  gelehrten  Tradition,  die  für  die  näcbgtou  Jahrhunderte  maß- 
gebend ist.  Er  inaugiert  dit-  Epuclie  der  mathematischen  Klostergelehrsam- 
keit. Zu  den  zahlreichen  Hypothesen  über  seine  Person  und  Herkunft  fügt 
Duhem  eine  neue:  er  soll  aus  Nexui  gebürtig  gewesen  sein  und  wäre  da- 
mit als  Italiener  anzusehen.  So  bekannt  die  Stellung  des  Jordanus  in  der 
Qeschiohte  der  Ifotliematik  war,  so  anbdcannt  war  sie  in  der  Geschichte 
der  Mechanik.  Dnhem  hat  zuerst  die  Schriften  des  Jordanus  „saper 
demonstrationem  pondcns**  wieder  in  die  Hand  genommen,  von  der  sich 
zwei  Exemplare  in  der  Bibliotheque  Nationale,  eines  in  der  Bibliotlieeque 
Masarine  befanden.  Die  Lektüre  derselben  führte  zu  einer  völlig  un- 
erwarteten Folgerung.  Jurdanus  hatte  nicht  nur  durch  die  Hand  der 
Araber  die  Wissenschaft  der  Hellenen  empfangen,  sondern  er  hatte  die 
Statik  tun  ganz  neue  Gesichtspunkte  hereidiert. 

ßo  hatte  er  das  Hebelgesetz  aus  folgendem  Postulat  bewiesen,  in  dem 
man  die  Keime  des  Prinzips  der  virtuellen  Veränderungen  erkennen  wird: 
Es  erfordert  gleiche  Kraft,  um  verschiedene  Gewiolite  zu  heben,  wenn  die 
Gewichte  sich  umgekehrt  wie  die  unentllich  kleineu  Hubhöhen  verhalten. 

Nachdem  Duhem  eist  einmal  auf  die  Entwicklung  der  Ötatik  im 
Mittelalter  aufina'ksam  geworden  ist,  folgt  nun  Schritt  für  Schritt  die  Auf- 
deckung des  ganzen  Zusammenhangs.  Albert  de  Saie  entwiekdit  1350 
die  Theorie  des  Schwerpunkts  und  verfBllt  ebenso  im  15.  und  16.  Jahr- 
hundert den  Plagiatoren. 

Ein  ganz  besonderes  Interesse  dHrfte  es  aber  erregen,  daß  auch  das 
Werk  des  Leonardo  da  Vinci  nicht  so  isoliert  auftaucht,  wie  es  bisher 
erschien.  Wir  verdanken  Duhem  die  Bekanntschaft  mit  einem  anonymen 
Schriftsteller,  den  er  den  Vorläufer  des  Leonardo  nennt  und  der  die 
Wissenschaft  durch  so  bedeutende  Ideen,  wie  die  Definition  d«  Drehmoments 
bereichert  hat.  Er  hat  außerdem  zuerst  das  Gleidigewicht  auf  der  sdbiefm 
Ebene  bestimmt. 

Leonardo  da  Vinci  enveist  sieh  als  abhängig  von  der  Bchnle,  die 
Jordanus  begründete.  Der  Einfluß  läßt  sieb  direkt  aus  dem  Vergleich  mit 
dem  Buch  des  Blasius  de  Parma  nachweisen,  welcher  eine  Darstellung 
der  Mechanik  geliefert  hat,  die  Leonardo  benutzte.  Erst  im  16.  Jahr^ 
hundert  erfolgt  die  Reaktion  gegen  die  Tradition  der  Sehuln  des  Jordanus, 
eine  Reaktion,  die  notwendig  war  wegen  msndier  Lrrtümer,  die  sich  in  den 
Entwicklungen  fanden.  f  in'>  Reaktion,  die  aber  die  übertriebene  Wirkung 
hatte,  den  Namen  des  Jordanus  wie  seiner  Nachfolger  aus  der  Oescbichte 
der  Mechanik  zu  tilgen.  Guido  Ubaldi  und  (»iovanni  Battista  Bene- 
detti,  beides  ältere  Zeitgenossen  des  Galilei,  sind  die  Rufer  im  Streit  und 
mit  teils  richtigen,  teils  falschen  Argumenten  eliminieren  sie  einen  großen 
Teil  des  Falschen,  abw  auch  des  Richtigen  der  überkommenen  Tradition. 

Es  sind  nun  Galilei,  Btevin,  Roberval,  Descartes,  unter  deren 
Händen  die  Statik  auf  die  gültigen  Gmndlagen  gestellt  wird.  Auftall 
gering  schätzt  Duhem  «labei  die  Leistung  des  Galilei  in  der  Statik,  er 
weist  seine  Abhängigkeit  von  nicht  richtigen  Sät/.üu  des  Aristotole.s  nach 
und  läßt  ihn  von  dem  Piedestal  eines  Erneuerers  der  Mechanik  ein  wenig 
herabsteigen.    Dies  wird  viele  überraschen,  man  wird  abwarten  müssen, 
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was  die  andern  Galileiforacher  dazu  sagen  werden.   Die  angezogenen  Stellen 
alltrdings  sprechen  sehr  für  Dnhems  Aasidit. 

BteTin  ist  durch  Machs  vonsü^che,  min  allerdings  als  veraltet  an- 
znaebende  Geschichte  der  Mechanik  weiteren  Kreisen  bekannt  geworden. 

Er  vnrd  eingehend  gewürdigt  und  in  Parallele  zu  Arohimedes  gesetzt. 
Diese  Parallelen,  an  denen  das  ganze  Buch  reich  ist,  sind  überhaupt 
charakteristisch  ftlr  die  überlegene  Art,  in  der  Duhem  das  Ganze  der  Eut- 
wicklung  Tor  Augen  hai  Zto  Biekfeangen  der  Forsehong  in  der  Mechanik 
nntencheidet  er,  für  die  er  als  Gnmdtypen  Aristoteles  und  Archimedes 
aufstellt.  Die  erste  ist  intuitiv,  schafft  produktive  Prinzipien  ohne  strenge 
Begründung,  oft  nur  halb  richtig,  aber  von  weitreichender  Anwendungs- 
t'ähigkeit,  die  zweite  ist  logisch  kritisch  nrr!  schafft  klare,  unwiderlegliche 
Beweise,  sicliorc  Methoden  Die  erste  tördort  grobe  Entdeckungen,  die 
zweite  schaöt  die  unentbehrliche  Klarheit.  iSie  müssen  abwechselnd  wirken, 
damit  die  Weitereatwieklung  sich  vollzielien  Icann.  Diese  Bemerkungen 
haben  eine  innere  Wahrheit,  die  über  den  Beveich  dieses  spesleUen  Gebietes 
hinausreicht,  in  dem  sie  gewomien  and.  Sie  gelten  in  dem  ganzen  Gebiet 
der  exakten  Wissenschaften. 

Tn  allgomoinon  flesichtspunkten,  in  speziellen  "Erirphuissen,  in  der  Dar- 
stellung des  bekannten  und  in  der  Darstellung  des  Neuen,  überall  weiß 
der  Autor  interessante  Gesichtäpunkte  iieivorzuhebeu.  Die  positive  Leistung 
des  Autors  mnß  ebenso  bewundert,  wie  sein  Buch  dem  Publikum  zur  Liektfire 
empfohlen  werden. 

Halle  a.  8.  Fbux  Bbbmbtbin. 

H.  A.  Ijoreuts,  Professor  an  der  Universität  Leiden,  Versuch  einer 
Theorie  der  elektriachen  und  optischen  Erscheinungen  in  bewegten 
Köipem.  Unveränderter  Abdruek  der  1895  bei  E.  J.  Bzill  in  Leiden  er- 
schienenen 1.  Auflage,  [m,  138  S.]  gr.  8.  Leipzig  1906,  B.  G.  Teubner. 
geb.  JC  3.20. 

In  dieser  Schrift  habe  ich  mir  die  Aufgabe  gestellt,  den  Einfluß  eiaet 
Translationsbcwegung  auf  <Hp  elektrischen  un-^  optischen  Erscheinungen 
theoretisch  zu  untersuchen.  Dabei  lege  ich  die  Frcsnelsche  Annahme,  nach 
welcher  der  Äther  sich  nicht  an  der  Bewegung  der  ponderablen  Materie 
beteiligt,  zugrunde  und  finde  in  der  Elektronentheorie  das  Mittel,  welches 
es  wmOglicht,  die  Aufgabe  in  Angriff  zu  nehmen.  Der  Betrachtung  der 
Erscheinungen  in  ponderablen  Eibrpein  ist  daher  sine  Auseinandersetzung 
der  Grundlagen  dieser  Theorie  voransgesidiickt 

Leiden.  H.  A.  Lobbktz. 

■mst  Blaaohke,  Regio ruugsrat  im  k.  k.  Ministerium  dm  Inn«n, 
a.  ö.  Professor  an  der  k.  k.  technisch«!  Hochsohule  in  Wien,  Vorlevoiigen 

über  mathematische  Statistik.   Die  Lehre  von  den  statistischen  Mafisahlen. 

(A.  u.  d.  T.:  B,  6.  Teubners  Sammlung  von  Lehrbüchern  auf  dem  Gebiete 

der  mathematischen  Wissenschafton  mit  Einschluß  ihrer  Anwendungen, 
Band  XXUI).  Mit  17  Textfitrur.  n  und  5  Tafeln.  [VIII,  268  Ö.]  gr.  8. 
Leipzig  1906.  B.  G.  Teubner.    geb.  M  7.40. 

Im  ersten  Teüe,  den  beiden  ersten  Abschnitten  des  Buches  werden  die 
Methoden  snr  HersteUnng  einwandfreier  statistischer  Tabellen  (Absterbe- 

J^MtbMiobt  d.  n«itMli«k  lIalhtB.>T«irinlgwic.  XV.  Hill  1^  Sl 
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Ordnungen,  Invaliditiltstafeln,  IGrankentafeln,  Heiratsordnungen  usw.),  in  den 
folgenden  Abschnitten  auf  Grundlage  Ton  Uatersncbuugcu  über  die  Be- 
deutung der  Tabellen  die  Anwendungen  «rflrfcert,  welohe  sich  hieraus  einer- 
seits für  die  Theorie  der  Personen  Versicherung,  andererseits  für  das  nntt^r 
dem  Namen  der  J'afelausglpichung  bekannte  stÄtislischu  l'ioldem  ergeben. 

Die  Vorlesungen  sollen  zunächst  als  btudicnbebelf  für  die  Hörer  der 
an  mehrere  deutschen  und  OsteireiehisGlien  Hoduehnlen  eniditeten  Kuxae 
für  Yerncherangsteclimk  dienen,  dfbrften  aber  aucb  den  Interessen  weiterer 
Kreise  entgegenkommen,  weil  das  Persoiienversicherungswesen  angesichts 
seiner  dermaligen  außerordentli(  hen  Entwicklung  einer  umfassenden  Dar- 
stellung der  Grundlagen  nicht  t'nthHbren  kann.  Der  T'mstaiid  allcrdinn^s,  daß 
das  Versichern n£r"<wesfn  sich  aia  h  der  Ergebnisse  der  Statistik  der  allgemeinen 
Bevölkerung  in  immer  äteigeudem  Maße  bedient  und  lür  diese  Grundlagen 
gleichfiaUs  das  Verständnis  Termittelt  werden  wollte,  ffihrte  su  weit  all- 
gemMnerer  ProblemsteUnng:  zur  Ausgestaltung  „der  Theorie  des  Personen- 
yersicherungswesens^^  in  die  „mathematisi^e  BtatastUc". 

Die  inalln  matischen  Untersuchungen  anderer  Teile  der  Statistik  (  etwa 
der  Pffisstatistik)  besonders  zu  bfrncksichtigen ,  schien  angesichts  des  der- 
zeitigen Standes  der  Ergebnisse  d<'r>elben  kein  AnlaLS 

Das  Bestreben,  den  Wissenszweig  vor  allem  für  die  Praxis  nutzbar 
ZU  machen,  führte  endlieh  dasu,  wenn  auch  nur  im  Anhange,  auf  einige 
mechanische  Hil&mittel  der  Forschung  (die  Ztthlmasehine)  hinsaweisen  und 
damit  fOr  deren  allgemeine  Verwendung  die  Wege  zu  ebnen. 

Wien.  Ernst  Blaschkb. 

Lehrbiieh  der  Fnnklionentheorie  von  W.  F.  Osgood.  In  2  Bunden. 
L  Band.  1.  Hftlfte.  Kit  zahlreichen  Viguren  im  Text.  [306  S  ]  gr.  8. 
Leipzig  1906,  B.  6.  Teubner.  geh.  JC  7. — . 

Das  vorliegende  Buch  des  bekannten  Verfassers  bringt  eine  Darstellung 

der  Kunktionentheorie ,  die  allgemeines  Intere>-e  nrrc^'en  dihTte.  Während 
es  durch  die  wissenvi  hnf^liche  Entwicklnng  di  r  let/ti-n  Jahrzehnte  iV  -tstand, 
daß  die  geometrischen  Methoden  Caucby>  und  Kiemanns  an  Strencre 
nicht  hinter  den  rein  analytischen  Methoden  von  Weierstraß  zurücksteheu, 
konnte  man  doch  im  Zweifel  sein,  ob  nicht  eine  strenge  Entwicklung  aller 
zum  Aufbau  der  Theorie  erforderlichen  Sätze  einen  Aufwand  von  lang» 
unengen  Entwicklungen  fordere,  der  die  einfache  Eleganz  der  geometrischen 
Methode  illusorisch  mache.  Daß  man  nnn  zugleich  streng  und  elegant,  vor 
allem  aber  streng  und  geometrisch  die  Grundlagen  der  Funktionentheorie 
entwickeln  kann,  beweist  das  Buch  von  Osgood  in  schlagender  Weise. 

Diejenige  Disziplin,  welche  der  geometrischen  Au»chauuug  in  strengen 
Grenzbetrachtungeu  zu  ihrem  vollen  Rechte  wieder  verholfen  hat,  ist  die 
Mengenlehre,  und  der  intuitive  Charakter  dieser  Disziplin  ist  um  so  mehr 
zu  betonen,  als  die  Diskussion  wichtiger  logischer  Fragen  auf  diesem  Gebiete 
die  Aufmerksamkeit  zur  Zeit  anscheinend  am  meisten  in  Anspruch  nimmt. 

Wir  sehen  auf  der  Tnfinite^iTnalnM  liminp'  und  dt^r  Menrr*^nlehr>'  >i(  h 
den  Aufbau  der  Funktionentheorie  in  der  W'i  i-^>  vollzieln  ii.  daü  zuerst  die 
grundlegenden  Sj^tze  über  reelle  Funktionen,  unendliche  Reilien  usw.  abgeleitet 
werden,  wobei  eine  ökonomische  Beschränkung  auf  das  Notwendigste  stattfindet; 
dann  wird  der  Gauchysche  Satz  in  eingehender  Ausführlichkeit  behandelt. 
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Für  den  pädagogischen  Takt  des  Verfassers  ist  es  kennzeichnend,  daß 
er  zanSchst  nicht  einen  TfiUig  allgemeinen  IntegFationsbereich  wählt,  sondern 
eine  solche  Bandhnrve  sieh  gegeben  denkt,  welche  Ton  den  Paz«Uelen  rar 
X  und  ff  Achse  nur  in  einer  endlidien  Punktsahl  getroffen  wird.   Erat  dann 

werden  die  auf  Gruinl  eines  von  Arnes  herrührenden  renen  Beweises  des 
für  die  Fuuktionenthoorie  spezialisierten  Jordanschen  Satzes  die  all- 
gemeinen Entwicklungen  gegeben. 

Ganz  besonderes  Interesse  dürfte  die  Behandlung  der  Weierstraßschen 
BeihensBtze  mittels  eines  fondamentalen  Satzes  Ton  Morera  bieten.  Dieser 
Sats  von  Uorera  si^  ans,  äsA  eine  in  einem  Bereich  I  stetige  komplese 
Funktion,  für  welche  der  Gauchysche  Litegralsatz  gilt,  notwendig  ana- 
Irtisch  ist.  Mittels  dieses  als  Umkehrung  des  Cauchy sehen  Satzes  be- 
zeichneten Theorems  lassen  sirh  noch  außer  den  genannten  eino  Reihe 
äußerst  wichtiger  Öätze  über  analytisches  Verhalten  beim  Grenzübergange 
erschließen. 

Das  letzte  Kapitel  der  Torliegenden  Lieferung  bringt  eine  DarsteUnng 

der  Untersuchungen  von  Goursat,  welche  bekanntlich  eine  erhebliche  Ver- 
ttnfachung  im  Aufban  der  die  komplexen  Funktionen  betreffenden  Theorie 
gebracht  haben.  Dio  prinzipielle  Bedeutung  dieser  Ideen  und  ihr  Ver- 
hältnis zu  dem  bisher  behandelten  Aufbau  wird  khir  herausgehoben. 

Hiermit  sehließt  die  erste  Lieferung.  Die  allgemeinen  Grundzüge  der 
Theorie  sind  klargelegt,  die  zweite  Lieferung  wird  dann  die  Biemannsehen 
FUchen  bringen.  Die  großen  Vorzfige  der  Darstellung  sind  schon  im  yor« 
liegenden  Heft  deutlich:  Die  volle  geometrische  Anschaming,  geschult  durch 
die  moderne  Mengenlehre,  ein  klares  Herausstellen  aller  prinzipiellen  Punkte, 
und  ein  frischer  lebhaft  anmutender  persönlicher  Stil. 

Halle  a.  8.  F.  Bernstbih. 

Jl  Lippnumn,  Die  absolute  Wahrlidt  der  XnkUdlaobaii  Geometvie. 

Mit  Figuren  im  Text    [68  8.]   gr.  8.    Leipzig  1906,  Eudolf  GentSeker. 

geh.  A  3.()0. 

Zwf'i  Stellen  aus  dem  Vorwort  srien  anfrofiihrt:  „Dies  Postulat  fcla<  V  ) 
inuü  wahr  sein.  Die  Anschauung  predigt  es  zu  tleutlich.  Darum  muß  es 
Wühl  auch  einen  strentr  logischen  Beweis  dafür  gcben*\  —  „Wir  wedleu  aus 
unserem  Geiste  heraus  eine  Geometrie  koustruieren,  die  keiner  Forderungeu 
bedarf."  — 

Über  die  philosophischen  Auseinandwsetsungen,  die  diese  ,,Konstniktion 
ans  nnserm  Geiste  heraus^^  begründen  sollen  und  einen  breiten  Raum  ein- 

n<^hni»^ri,  wollen  wir  hier  kurz  hinweggehen,  wenn  anoh  vielerlei  zu  bemerken 
ist  darüber.  Dagegen  miige  hier  der  Kern  des  Beweises  l'ür  das  Paralleleu- 
postuiaf'  bloßgelegt  werden.  Es  .soll  gezeigt  werden,  daß  jeder  Kieis  durch 
ein  Dreieck  eingeschlossen  werden  kann.  Dabei  wird  ein  gleichschenkliges 
Dreieck  ACE  gehraucht,  mit  dem  Winkel  {i2  (=  45^  an  der  Spitze  A, 
Die  Seite  AE  —  r  zerfällt  durch  das  Lot  CD,  das  von  C  aus  gelftUt  ist> 
in  zwei  Stücke  AD  und  DE,  und  es  werden  nun  drei  Möglichkeiten  be- 
trachtet, a)  AD  =  Jr.  h)  AD  >  jr,  c^  AT><\y.  Im  Falle  c,  (Seite  Gl) 
heißt  es  (ganz  richtig^,  daß  die  bridin  einander  gleichen  Wiukel  AEC 
und  ACE  <  jE  sind.  —  Daraus  folgt  durch  Addition,  daß  im  Dreieck  ACE 
die  ^^nkelsumme  kleiner  als  fi£  ist,  also  doch  auch  kleiner  als  2B\  — 
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Biet  liat  der  Vfirfasser  fiberseheii,  er  setst  sma  SoUufiveifiJirea  an  derselben 
Figur  weiter  fort,  und  folgert  (8.  63),  daß  die  Winkelsuinme  im  Dreieck 
swei  Rechte  betrftgtl 

Leipvig.  H.  Leebmaivn. 

liiniengeometrie  mit  Anwenduagen.  Von  Professor  Dr.  Konrad 
Zlndler.  II.  Band.  Mit  24  Figuren.  [Vn,  352  S  ]  (Sammlung  Schubert 
Band  Li).   Leipsig  1906,  6.  J.  GOadien.   geb.  «4^  8. — . 

Das  TOrliegende  Buch  handelt  in  seinem  ersten  Abschnitt  von  der 

Dübrentialgeonietrie  der  Begelflächen,  im  zweiten  von  der  der  Linienkon« 
gmenzen,  im  dritten  von  der  allgenu-inon  Theorie  der  Komplexe. 

Bei  unserer  Besprechuncr  .s  ersten  Teiles  von  Zuullers  Liniengeometrie 
(Diese  Zeitschrift  lOOö,  S.  1^)  kuunten  wir  nicht  umhin,  eine  Reihe  von 
Mängehi  anzumerken,  die  großenteils  ihre  Quelle  darin  haben,  daß  der 
Verfaner  es  ndt  der  Umgrenzung  seinw  Begriffe  und  der  Wahl  seiner 
Worte  wenig  genan  genommen  hat.  Hat  er  nunmehr  den  Stoff  äw  Differ» 
entialgeometrie,  der  noch  mehr  Gelegenheit  zu.  Entgleisungen  bietet,  mit 
gebtihrenrler  t^orgfalt  ali^'ehandolt? 

§  1,  iu  dessen  Überschrift  das  Wort  Urundbegrifte  vorkommt,  beginnt  also: 
„Wir  denken  uns  eine  Regeitiäche  durch  Bewegung  einer  Geraden  er- 
zeugt .  .  .^^  Daß  nur  eigentliche  (und  zwar  reelle)  gerade  Linien  gemeint 
sind,  wird  nicht  gesagt,  und  was  eine  Bewegung  und  eine  BegelflKohe  sei, 
ertahren  wir  ebenfalls  nieht.  Diese  Begriffe  kommen  aber  nicht  mit  uns 
auf  die  Welt,  und  die  angewendeten  Worte  haben  keineswegs  eine  be- 
stimmte allgemein  angenommene  lieileutung.  Natürlich  hat  auch  das 
Weitere  einen  klaren  Umn  nur  unter  gewissen  Voraussetzungen,  die  nickt 
angegeben  sind. 

In  §  2,  Seite  4,  sind  dann  wieder  die  ersten  Worte,  dem  Sinne  nach: 
„Wenn  die  rechtwinkligen  !fi[oordinaten  eines  Stabes  als  differentiierbare 
Punktionen  einer  Vei&iderlichen  i^'egel)(  )i  sind,  die  der  Plückerschen  Gleichung 
identisch  genügen,  so  ist  dadurch  eine  Eegeliläche  bestimmt^*. 

Die  angegebene  Vorausset/uni?  wird  erfüllt  dnreh  dir  Prodnkte  ans 
den  Koordinaten  eines  bestimmten  Ötabes  und  einer  v«riinderlit  heii  <  Iröße. 
Dujjaeh  lallt  auch  eine  einzelne  gerade  Linie  imter  den  diesmaligen  Begriff 
der  „Regelflache**,  was  unser  Verfasser  ganz  übersehen  hat!  Und  in  diesem 
Stile  geht  es  weiter.    Wir  haben  gelesen  bis  zu  Seite  14,  wo  es  heifit: 

„Sucht  man  vom  Striktionstwad  einer  Regelfläche  R  wieder  das  Strik- 
tionsband, so  kommt  man  zu  R  zurück".  (Das  Striktionsband  ist  na^.•h  der 
beigegebenen  Erklitnmg  Ort  der  gemeinsamen  Normalen  zwischen  konseku- 
tiven Geraden  allgemeiner  T.age  der  Regelflficlir  i.  Ein  solcher  »Satz  gilt 
aber  uatüi'lich  ebenfalls  nur  unter  gewi:>seu  Einschränkungen. 

Und  diese  Einschränkungen  liegen  nicht  nur  auf  der  Hand,  nnd  sie 
finden  sich  nicht  nur  in  der  Literatur,  und  zwar  an  eben  der  von  Z.  bei 
dieser  Gelegenheit  zitierten  Stelle  angegeben,  sondern  es  ist  dort  auch  zu 
allem  Überfluß  noch  eine  förmliche  Warnungstafel  errichtet,  indem  von 
einer  ..inkorrekten  Fassung  desselben  Orundgedankens"  die  Rede  if't! 

Was  mair  sich  wohl  der  Verfasser  gedacht  haben?  Hat  er  mit  einer 
solchen  Eilfertigkeit  gearbeitet,  daß  er,  bei  einem  Satze  einfachster  Art,  den 
Uotersdiied  zwischen  richtig  und  falsch  selbst  dann  noch  nicht  zu  erkennen 
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Tennodite,  ak  «b  tadoror  ihm  die  Saelw  TturdraiOBBtriert  luttte?  Od«r 
sollen  wir  am  Ende  gar  annelunen,  dafi  er  abnchtlich  Verkehrtes  zu  Papier 
gebracht  hat?  Ist  es  also  naeh  seiner  Meinung  zul&ssig,  bei  der  Formu- 
lierung mathematischer  Lehrsätze  die  Regeln  der  Logik  bei  Seite  zu  schieben? 
Es  finden  sich  ja  am  h  dafttr  Präzedenzfälle  samf  «Ten  zugehörigen  Be- 
schönigungen (  LtMjiz.  Ih'v.  1899,  S.  148).  Und  ist  es  erhiubt,  einen  Anderen 
—  wenn  auch  optima  /idv  —  tiii'  eben  das  verantwortlich  zu  macheu,  was 
dieser  abgelehnt  hat? 

Es  wfire  ja  offenbar  unbillig,  in  einem  hauptsSehlich  für  Anfänger 
bestimmten  Lehrbuch  tiefe  oder  besonders  originelle  Gedanken  suchen  zu 
wnllrn.  Vielleicht  würde  auch  eine  geschickte  Handlialtung  des  analytischen 
Apparates  sclion  /u  viel  verlant^t  sein.  Was  man  aber  nicht  nur  erwarten 
darf,  sondern  gerade  von  eim  iu  Buche  dieser  Art  vor  alleu  Dingen  verlattyen 
muß,  ist  ein  wissejischattlicher  Krust,  der  Gedankenlosigkeiten  eines  gewissen 
Kalibers  wenigstens  anssehliefit.  Nor  der  gewissenhafte  Arbeiter  hat  ^sprach 
anf  eine  emstiiafte  ErOrtraung  seiner  Li^nng.  Dem  Referenten  bat  sohon 
das  erste  Bändchen  des  Herrn  Zindler  einen  beinahe  physlscben  Schmerz 
verursacht  Kr  hat  sich  gleichwohl  bemüht,  das  Gute  daraus  hervor- 
zu^ucheu,  und,  ohne  Verfehltes  zu  verschweigen,  das  Ganze  in  eine  mög- 
lichst günstige  Beleuchtung  zu  rücken.  Jsachdem  sich  nuu  aber  heraus- 
gestellt hat)  daß  Herrn  Zindler  gegentLber  das  alles  verlorne  Liebesmüh 
war  —  man  Tergleiche  anch  mit  jener  Herrn  Zindler  nnaweifelbafb  bekannt 
gewordenen  Rezension  seine  dürftigen  „Verbesserungen  znm  ersten  Bande^  — , 
sieben  wir  die  Folgerung,  die  damals  schon  mit  diesen  Worten  augedeutet  wurde: 

„Was  könnten  wir  wohl  einem  Fachgenossen  erwidern,  der  es  ab- 
lehnte, von  einem  Werke  Kenntnis  zu  nehmen  (usw.)". 

Bonn.  E.  Study. 

Fr.  Ebner,  Oberlehrer  an  der  KgL  höheren  Maschinenbauschule  in 
Einbeck,  Leitfaden  der  technieoh  wiolitigen  Kurven.  Mit  1)3  Figuren  im 
Text.   [VIII,  197  S.)   gr.  8.    Leip/ig  190(3,  B.  G.  Teubner.    geh.  jt  4^.—. 

Vorli»'<,'^endcs  Biirh  ist  in  erster  Linie  für  technische  SchultMi  und  alle 
diejenigen  bestimmt,  die  den  Anwendungen  der  Mathematik  auf  technische 
Probleme  Interesse  entgegenbringen;  es  behandelt  eine  Keihe  von  Kurven, 
die  in  den  bekannten  Sammelwerken  von  Loriai  Salmon-Fiedler  etc.  entwedw 
gar  nicht  oder  unter  gans  anderen  Gesichtspunkten  dargestellt  sind.  Das 
gilt  Tor  allen  von  den  den  ersten  Abschnitt  bildenden  Bahnkurven  des  all- 
gemeinen Kurbelmechanismus,  den  sogen.  Koppelkurven,  die  fltr  die  Grad- 
fühningen  am  Tmlikator,  Wattschen  Parallelogramm  fLemniskoidenlenker)  etc. 
von  sü  großer  Bedeutung  sind.  Während  diese  Kurven  ^'ewohnlich  in  der 
Kinematik  unter  \  oraussetzung  zahlreicher  »Siit/-e  uns  der  neuen  synthetischen 
Geometrie  bebandelt  werden  —  wie  s.  B.  in  dem  Standard-Werk  Ton  Bur^ 
mester  — ,  ist  der  hier  eingeschlagene  Weg  der  rechnerisdi-analTlÄschef  der 
mit  den  einfachsten  Grundlagen  der  analytischen  Geometrie  auskommt  uud 
auch  historisch  bei  Roberts,  Cayley,  R,  Müller  u.  a.  der  ursprüngliche  ist. 
Gewisse  WeitliUifirrkeiten.  die  der  analytischen  Rcclinnnf  so  leicht  anhaften, 
sind  dnreh  Anwendunt:  der  neueren  .symbolischen  Durstellungsart  und  sym- 
mtjirischeu  Be/.eichuung  im  allgeiueioen  vermieden.  Besonderer  Wert  ist 
auf  die  Diskussion  der  Bahnkurven  aller  jener  spesiellen  Getriebe  gelegt, 
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die  in  der  Technik  bei  Werkzeugmaschinen,  Pumpen  und  Dampfmaschinen 
so  vielfach  Anwendmi^'  finden,  yr\o  die  Zwillingskurhcl,  «Ins  gloithsclieiikligp 
Getriebe,  Schleifkurbel,  Öchiibkurbel  etc.;  ihre  Eigenschaften  sind  wohl  hier  zum 
ersten  Male  zusammenhängend  aus  denen  des  allgemeinen  Getriebes  entwickelt. 

Der  2.  Abschnitt  behandelt  die  für  die  Adiabate  wichtigen  Parabeln 
und  Hyperbeln  höherer  OrdBUig,  die  bisher  noch  nirgends  elementar  im 
Znsammenhange  dargestellt  sind;  sie  bieten  gleichzeitig  eine  vorzügliche 
Gelegenheit,  im  Anschluß  an  Perrys  Ingcnieunuatiiematik  anschaulich  und 
einfach  die  Grundbegriffe  des  Differeiitia]()Uoticntpn  und  des  Integrals  zu 
entwickeln,  ohne  die  auf  die  Dauer  kein  öcküier  technischer  Mittelschulen  aus- 
kommen kann,  der  nicht  auf  jedes  Fortschreiten  in  seinem  Fach  verzichten  wilL 

Der  3.  Abschnitt  ist  den  für  die  Verzahnungen  wichtigen  zyklischen  Kurven 
gewidmet  Auf  eine  ausftkhrliebe  Behandlung  diesen  Kurven  konnte  mit 
Rücksicht  auf  die  umfangreiche  Literatur  über  diesen  Gegenstand  verziehtet 
werden:  dagegen  wurde  das  Hauptgewicht  auf  die  neuere,  einfache  Erzeugung 
und  Einteilung  dieser  Kurven  gelegt,  der  sich  die  Technik  bisher  immer 
noch  verschlossen  bat. 

Einbeck.  Fk.  Ebner. 

Mathematical  Monograph».  Unter  dtr  T>citmig  der  Herren  Merri- 
mau  und  Woodward  beginnt  in  New -York  ciue  Sammlung  mathematischer 
MoiiügT:ii)hien  zu  erscheinen.  Bis  jetzt  sind  in  diesem  Jahre  10  Bände 
herausgekojumen:  1.  Smith,  History  of  modern  matliematic^;  2.  Halsted, 
Synthetic  projectivo  geometry;  3.  Weld,  Determinants;  4.  Mc.  Mahon, 
Hyperbolic  functions;  5,  Byerly,  Uarmonic  fonctions;  6.  Hyde,  Grafimann's 
Space  analysis;  7.  Woodward,  Probability  and  theory  of  errors;  8  Mac- 
farlnnt',  Vector  annlysis  and  quaternions:  '.i.  Johnson,  Differential 
equatious;  10.  Merriman,  Solution  of  equations. 


2.  Bft«h«r8ehau. 

Byerly,  W.  E.,  Hannonio  AmctionB.  New  York  1906.  JC  6.—. 

Dannacher^  S.,  Zar  Theorie  der  Funktionen  des  elliptischen  Zylinders.  38  S.  8^ 

Fnincnfelfl  n>06,  2.—. 

Desciirt4^8,  Ueuvies.  Pablit-s  eous  les  auspices  du  miniatere  de  rinstmction 
publique  par  C.  Adam  et  P.  Tannery.  (Ed  environ  10  volumes.)  Vol.  YIII: 
Principia  philosophiae.   4°.  Paris  1906.  21.—. 

Ornnerj  P.,  Tahellen  für  die  Exponent iulfirnktion  mit  negativen  Exponenten 
y  ^  g        15  s.    H".    Leipzig  lOoc.      '  1  — 

Uaatiy  K.y  Lehrbuch  über  den  binomiaclicn  und  poiyuomiBubeu  Lehrsatz,  die 
arithmetischen  Reihen  höherer  Ordnung  und  die  unendlichen  Reihen«  mit 
869  Fragen  nnd  Antworten.  202  Erklärungen,  602  meist  gelösten  Aufgaben 
und  einem  Fonuelverzeichnis  zum  Selbststudium  und  dem  Gebrauch  an  Schulen 
bearbeitet  nach  dam  System  iüeyor.  VII,  370  S.  8^  Bremerhaven  1906. 
t4C  8."-" 

Halgted,  6.  B.,  Synthetic  projective  geometiy.  New  York  1906.   .M  6.—. 
Uardy,  G,  U,,  Integration  of  fbnctions  of  a  Single  variable.  62  p.  Cambridge  1906. 

2  8  6d. 

Ingeuleurnerke  in  und  bei  Berlin.  Festschrift  zum  50  jährigen  Beuieheu  dea 
Yeieins  Deutscher  Ingenieure.  Gewidmet  vom  Berliner  B«Birks-Veiein  Dentscber 
Ingenieure.  Berlin  1906.  Jt 
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Johnson,  W.  W.,  Diffetential  equatioiu.   New  York  1906.  Mb.—. 
Kltlsy       Über  lineare  Diiferentialgleiclnuigen  d«r  t.  Ordnung.  Vorlesung.  Aus- 
gearheitot  von  E.  Ritter.    Göttingen  1894.    Ntaer  UDYer&nderter  Abdmdk. 

IV,  .'-it       I.eip/ifj:  19or,.     1/  g.r.O. 

Laar;  J.  Yau,  Sechä  Vortrüge  über  das  thermodynamisdie  Potential  und  seine 
Anwendungen  auf  chemisdie  nnd  phyiikaluche  Gleic]igewie1iti|Nrobleme.  Ein* 
geleitet  durch  zwei  Vorträge  über  nichtverdünnte  Lösungen  nnd  Aber  den 
osmotischen  Druck.    VJII,  119  S.    Braunschweig  1906.    Ji  3,60. 

La  Valläe  Pouiisin,  C.  J*  de,  Coui^  d'analyse  infinitesimale.  Vol.  II. 
LouTam  1906.  JC  10.^. 

LebesguOy  H.,  Levens  sur  les  series  trigonotn^trtqnee,  pvofeeeiSea  au  eolU^ge  de 
Francp.    136  p.    Paris  190G.    Frs.  8,60. 

Macfarlano,  .\.;  Vector  analjaia  and  qaaternions.   New  York  1906.   JC  5.—. 

He  Mabon,  J.,  Hyperbolio  fimetiene.  New  Yoik  1908.  M  6.—. 

Mannfaig,  H.  P.,  Irrational  numbere  and  their  repreaentation  by  aequaneee  and 
öories.    New  York  1906.  6.."0 

Markt«.  C.  J.,  Mathematical  questionB  and  üoiuiious.  From  the  „Educational 
Tinieä".    New  Sei.    vol.  9.    Cambridge  1906.    6  s  6  d. 

Merrlma«)  H««  The  eolntion  of  equationa.   New  York  1906.   M  6. — . 

Mtthlemanny  F.,  Enveloppen  der  f^ulerschen  Geraden.    Bern  1906.    M.  8. — . 

Oechelhäuser,  W.  v.,  Techiiisrlie  Arbfit  einst  und  jetzt.  Vortrag  zur  Feier  des 
6Üjährigen  Bestehens  des  Vereins  Deutscher  Ingenieure  zu  Berlin  am  11.  Juni 
1906.   51  S.  8*.  Berlin  1906.   JC  1.—. 

Smith;  D.  E.,  History  of  modern  mathematics.    New  York  1906.   M  5.-~. 

Weld,  L.  0.,  Deteniiinaritß.    New  York  1906.    M  6.—. 

Wendy  0*9  Cajlejsche  Lösungen  mathematischer  Elementaraufgaben.  Chemnitz 
1906.   JC  8.80. 

'Wirtingery  If,^  Über  die  Entwicklaug  einiger  mathentatiadier  Begrifie  in  neuerer 

Zeit     Vortrag.    2U  S.  8".   Wlon  1906.  .^0.60. 
lVithrr>,  J.  W.y  Euclid's  parallel  postulate,  its  natore,  validity  and  place  in 

geometrical  Systems.    6  s  6  d. 
Woodward  y  R.  8«y  Probability  and  theory  of  enrois.  New  York  1906.  Jt  6.^. 
Zimmermann,  H.,  Die  Knit  kfegti^^keii  eines  Stabes  mit  elastiecher  Quentlltnmg. 

V,  44  S.   8^   Berlin  1906.   J6  2.— 


3.  Zeitsohrifteuschaa. 

(Von  dem  Tnhall  der  ZcitHcliriftcn  wenlen  nur  die  Anfsütze  erwähnt,  weiche  dem 
üelnete  der  niathematis{'h)>n  \Vi8senscbal'ten  angehören.) 

]lath(>niatis<  li4'  Annaion.    ' Band.    Heft  1 

Caratht'odorv,  t'ber  die  starken  Maxima  und  Minima  bei  einfachen  Inte« 
gralen.  Eisenhart,  Associate  auriaces.  v.  Lilienthal,  Zur  Theorie  der  äqui- 
distanten  Kurven  auf  einer  Pl&cbo.  Zempl^n,  Über  die  Eompatibüitfttebedingungen 
lici  Unstetigkeiten  in  der  Elektrodynamik.  Parkas,  Übet  die  Ableitung  der 
Impulögleichungen  gewf'iluilicher  Stoliwellen. 

Arehiv  der  Mathematik  und  Physik.   Dritte  Reihe.   10.  Band.  S.  und  4.  Heft. 

Mit  GeuoralregiBter  zu  Baml  1  —  10. 

Segre,  Sur  la  güudration  projective  des  surtaces  cubiques,  Sturm,  über  die 
Eneogung  der  Pl&che  8.  Ordnung  durch  kollinewe  Bflndel  und  trilineare  Bflsehd. 

Gleichen,  Beitrag  zur  Dioptrik  der  Atmosphäre.  Safford,  Kotation  cyclids 
and  Lamf^i^  prodticti^.  Haentzsohel,  Bem^rkmifr  zu  der  vorstehenden  Note. 
Heyer,  über  Purtialbruchzerleguug  bei  Ticllachen  Linearfaktoren  de«  Nexmers. 
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8pie6,  einige  Integrale&tie.  Jourdain,  The  develepawnt  of  the  fbeoiy  of  inm- 

finite  numbres.  Herzog  und  Foldraann,  ühor  widcrstandstreue  Umgeataltimg 
elektrischer  Leitnogsiieize.  Bezeosionen.  Yermitclite  Mittoilungeii. 


4  Kataloge. 


5.  Bei  der  Radaktiuii  eingtjgaügüne  Schriften. 

[Titel,  Preis  usw.  der  eingesandten  8fhrifti'n  werden  hier  rL'<,'elmäiJig  verötfentlicht. 
Beaprechungeu  geeigneter  Bücher  bleiben  vorbehalten.    Eine  Rücksendung  der 
euDgogAngonen  Bohriften  k«nn  nicht  erfolgen.J 

H.  Atttke«,  Yemicbnnethode  zur  Ermittelung  der  Spftnnnngsveiteilung  bei  Tonion 
priamatiHcher  SIflbe.  Duieertation  der  Techniadien  Hocheclrale  m  Hjumover. 

75  <     Berlin  1906. 

Bibliographie  der  deutschen  Universitäten.  Systematisch  geordneteä  Verzeichnis 
der  bis  Knde  1899  gedruckten  Bücher  und  Aufsätze  über  das  deutsche  UuiyerHitäts- 
weeen.  Im  Auftrage  des  FkeuBisohen  Untemchtaministerinme  bearbeitet  von 

Wilhelm  Erman  und  Ewald  Tlorn.    3  Bilndo    I  Hand.  XX,  836  S.  Lex  -8. 

geh.  v^ao.  — ,  geb.      36.  — ;  II.  Band.   XX,  1263  S.    Lex.-8.    geh.      40.— , 

geb.  M  40.  —  ;  III.  Band.   VI,  313  S.  Lex.-8.    geh.      Ib.  —  ,  geb.  JC  18.—. 

Leipzig  1904—1905,  B.  G.  Teobner. 
B*  Bonola,  La  geometria  non-euclidea.  Esposizione  storico-critica  del  suo  erilnppo. 

Con  ß9  lirrun>    VI,  213  i     !^olf -nn  1906,  Nicola  Zanichelli.    5  Lire. 
EnejTolopedie  des  scleoces  luatht'iuutitiues  pures  et  appUqnees*  Edition  franyaise 

rddig^e  sous  la  direelaon  de  Jules  Molk.  Tome  I,  Volume  8.  Fasoicule  1.  96  p, 

Leipzig  1906,  B.  G.  Teul.ner.    M  2.40. 
ttandbtich  für  Lchror  höherer  Schiilon.    Hearlieitet  von  Auler,  Boerner, 

Capitaine,  Kricke,Grim8ehl,  Jansen,  Kuhlmann,  Lampe,  Lands berg, 

Lyon,  Müller,  Nelson,  Rausch,  Schmid,  Stiehler,  Vollmer,  Weede, 

WeiBenfels,  Wernieke,  Ziehen.  XIV,  704  8.  Leipiig  1906,  B.  G.  Tenbner. 

jjeh  .ff  12.  —  ,  geb.  13.—. 
J.  Hempel,  Schat+enkonstruktionen.  Mit  öl  Textfig^ren  und  20  Tafeln  praktischer 

Beispiele  in  Lichtdruck.   IV,  60  S.    quer  Folio.   Leipzig  1906,  B.  G.  Teubner. 

geb.  Jt  6.—. 

L.  KrOgerj  Zur  Ausgleichung  der  Widersprüche  in  den  WinkelbedingungHgleichungen 
trifroTiometrischer  Netzo    TU,  H4  S.  fp-,  i.  Leipzig  1906,  Ii  0  Teubner.  .i^2.80. 

A.  V.  OttiiigeUy  Die  perspektivischen  Kreisbilder  der  Kegel ßchuitte.  Mit  8ö  Ab- 
bildungen im  Text  und  auf  vier  Tafeln.  Vm,  118  8.  Leipzig  1906,  Wilbefan 
£ngeImaDu.  5.—. 

Die  Physikalischin  Institiifc  der  rnlvprsltilt  Gottingen.  Festschrift  im  An- 
schlüsse an  die  Kinwt  ihung  der  Neubauten  am  9.  Dezember  1905.  Heraus- 
gegeben von  der  Götiiiiger  Vereinigung  zur  Forderung  der  angewandten  Physik 
und  Mathemattk.  Mit  sablreieben  Abbildnugen  und  Tafeln.  IV,  SOO  S.  gr.  4. 
Leipzig  lOor,,  R  G  Teubner. 

H«  Rudolph,  Erdmagnetismus  und  Luftelektrizit&t.  49  ä.  8.  Coblen«  19U6,  Selbst- 
verlag.   .U  1.60. 

H*  Steekelbergy  Die  Elemente  der  Difierential-  und  Integxahreebnung.  Mit  16  Figuren 

im  Text.   iH  S.   gr.  8.    Leipzig  1906,  B.  G.  Teubner.    kart.  —.80. 
P,  Zühlkc.  Ausführung  elementargeomctrischer  KmiBtruktionen  bei  ungünstigen 
Lage  Verhältnissen.    Mit  65  Figiureu  im  Text.    46  S.    gr.  8.    Leipzig  19ü6, 
B.  G.  Teubner.  kart  Jt  l.—. 
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über  Flächen  zweiter  Ordnung, 
welche  einander  wecliselseitig  stützen. 

Von  Gustav  Koun  in  Wien. 

Die  einfachste  projektive  Beziehung,  in  welcher  eine  Fläche 
2.  Ordnung  zu  einer  Flache  2.  Klassf*  stehen  kann,  ist  durch  das  Ver- 
schwinden der  biliiiearen  luvariante  dtr  boidcn  Flachen  pejreben.  Hes^se^) 
hat  hokanntlieh  gezeigt,  daß  sich  diese  Bezi 1 1 1 u 1 1 lt  lt*  (mk  ti  cliarak- 
teiisieren  läBt  durch  die  Existenz  eiues  Poltetraeders  der  ersten  Fläche, 
das  der  zweiten  B^läche  umschrieben  ist.  oder  auch  eines  Poltetraeders 
der  /weiten  Fliiclie,  das  der  ersten  emgesein-ieben  ist,  und  daß  dann 
immer  cc"  Trtraeder  sowohl  der  einen  als  aucli  der  anderen  Art  existieren. 
Hove*)  nennt  zwei  in  dieser  Beziehung  stellende  Flüchen  2.  Ordnung  zu- 
einander apidar  und  sagt  insbesondere  von  der  ersten  Fläche,  sie  stüiee 
oder  traffe  die  zweite,  Ton  der  zweiten,  sie  rtthc  auf  der  ersten. 

Man  kann  nun  zwei  Flachen  2.  Ordnung  betrachten,  welche  doppelt 
apolar  sind,  d.  h.  von  denen  jede  die  andere  stützt,  und  A.  Voss')  hat 
eine  Reihe  vou  merkwürdigen  Eigenschaften  gefonden,  welche  ein  solches 
Flächenpaar  auszeichnen.  Er  hat  diese  Eigenschaften  ^er  nicht  er* 
schöpft,  wie  aus  den  folgenden  Entwicklungen  hervorgehen  dttrfta 

1.  Grundlegend  für  unsere  Entwicklungen  ist  die  überraschend 
einfache  Antwort,  die  wir  auf  die  Frage  zu  geben  vermögen:  welche 
Flächen  2.  Ordnimg  sind  zu  einer  vorgehfffeti  7iicht^ingtdären  Fläclie 
2.  Ordnung  F  doppeU  apolar?  Es  sind  dies  die  FläcJien  2.  Ordnutig, 
welche  sich  durch  je  ein  Pmr  von  windschiefen  rezipn^en  Folaren  der 
Fläche  F  hitidurchlef/en  lassettj  nebst  ihren  GrenzfüUen. 

Daß  eine  fläche  2.  Ordnung  F',  welche  durch  ein  Paar  von  wind> 
schiefen  Geraden  g\f  g\  hindurchgeht,  welche  Polaren  bezüglich  der 
Flache  F  sind,  zu  dieser  Fläche  doppelt  apolar  ist,  bestätigt  man  so- 

1)  0.  Hesse,  .lourn.  f  Math  Bd.  45,  S.  8-2  f. 

2)  Th.  Heye,  Journ.  f.  Math.  Bd.  78  (1873),  S.  9i  uud  Bd.  7'J  (1874),  S.  1Ü5  f. 

3)  A.  Voss,  Math.  Ann.  Bd.  10  fl876). 
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fort  durch  Angabe  eiiies  Poltetraede»  der  Flache  F,  das  der  Flache 
sowohl  am-  wie  eingeschriebeii  ist.    Um  die  Ecken  eines  solchen 
Tetraeders  an  erhalten,  hat  man  lediglich  anf  jeder  ron  den  beiden 
Geraden  g\j  g\  ein  Paar  von  bezflglich  der  FlSche  F  konjagierten 
Ponkteii  anznnehmen. 

Das  System  der  Fl&chen  F*  hingt  von  7  wesenäitkm  Konstsnten 
ab.  Denn  es  ezistieren  oo^  Paare  Ton  windschiefen  reziproken  Polaren 
der  Flache  F,  durch  eines  dieser  Geradenpaare  Isaaen  sich  oo*  Flachen 
2.  Ordnung  hmdnrchlegen,  und  eine  beliebige  darunter  enthilt  nicht 
unendlich  viele  solche  Oeradenpaare,  weil  sie  sonst  in  bezug  auf  F  sich 
selbst  polar  wäre.  Ist  aber  einmal  erkannt,  daß  das  System  der 
Flächen  F'  von  ebensoviel  Konstanten  abhängt,  wie  das  System  der  zu 
F  doppelt  apolaren  Flächen  2.  Ordnung,  so  braucht  mau  nur  z.u  wissen, 
daß  dieses  System  iireduzibel  ist,  um  der  Identität  beider  iiuthen- 
systeme  sicher  zu  sein. 

Hervorzuheben  ist  noch  eine  Bemerkung:  Wenn  von  zwei  Flächen 
2.  Ordnung  die  eine  durch  ein  Paar  von  windschiefen  Geraden  hindurch- 
geht, welche  Polaren  bezüglich  der  anderen  sind,  so  enthält  jede  von 
den  beiden  Flächen  in  jeder  von  ihren  beiden  Regelscharen  ein  Paar 
von  Polaren  d^r  anderen  Fläche.  Denn  geht  die  Fläche  F'  durch  die 
beiden  rfzipi  'keu  Polaren  g\f  y\  der  Fläche  F  iiindurch,  so  werden 
diese  beiden  Geraden,  wenn  sie  windschief  sind,  der  nämlichen  Schar 
von  Erzeugenden  der  Fläche  F'  angehören  müssen,  und  die  der 
Fläche  F'  im  Polarsystem  der  Fläche  F  entsprechende  Fläche  2.  Ord- 
nung wird,  weil  .sie  mit  F'  zwei  (leraden  der  einen  Schar  gemein  hat, 
mit  dieser  Jb'iäche  auch  zwei  Geraden  der  anderen  Schar  gemein  haben. 

2.  Die  Voraussetzung,  die  wir  von  nun  an  machen  wollen,  daß  die 
Schnittkurve  der  beiden  doppelt  aj)()laren  Flächen  F'  nichtsinguiär 
ist,  gestattet  uns  alb  llillsmittel  bei  den  weiteren  Untersuchungen  die 
Theorie  der  hiquadratischeu  llaumkurve  1.  Art  heranzuziehen.  Wir 
entlehnen  dieser  Theorie  die  folgenden  Sätze,  welche  ül)rigens  aus  wohl- 
bekannten EigenscbaiVn  der  ebenen  Kurve  H.  Ordnung  b'icbt  gewonnen 
werden  im  Hinblick  aut  di  u  Umstand,  daß  durch  Projektion  der  Kauni- 
kurve  aus  ii m  beliebigen  ihrer  i'unkte  m  eine  Ebene  eine  ebene 
Kurve  3.  Ordnung  hervorgeht.*) 

Die  Punkte  der  hiquadratischen  Raumkurve  1.  Art  erscheinen  in 
<X)'  „Quadrupel"  so  angeordnet,  daß  die  Tangenten  in  den  Punkten  eines 
Quadrupels  immer  derselben  aus  Sehnen  der  Kurve  bestehenden  Kegel- 

1)  VgL  H.  SehiOter,  GnitidxQge  einer  rein  geometrischen  Theorie  der  Raum> 
karren  vierter  Ordnung,  enter  Speeles  ^ipzig,  1896). 
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schar  2.  0.  angehdreiL  Die  sSmtiichen  Quadrupel  lassen  sich  zu  gleicher 
Zeit  und  zwar  auf  drei  verschiedene  Arten  in  je  zwei  Paare  Zerfällen, 
wodurch  die  drei  Systeme  von  Paaren  ..korrespondierender  Punkte" 
auf  der  Kurve  hervorgehen.  Liegen  die  Seiten  eines  der  Kurve  ein- 
geschriebenen emiacben  Vierecks  abwechselnd  in  zwei  aus  Kurvensehnen 
bestehenden  Regelscharen  2.  Ordnung,  so  gruppieren  sich  die  Erzeugenden 
dieser  beiden  Regelscharen  zu  Gegenseitenpaaren  von  oo*  solcher  Vier- 
ecke und  die  Gegeneckeupaare  dieser  Vierecke  stellen  auf  der  Kurve 
die  Paare  korrespondierender  Punkte  eines  bestimmten  Systems  dar. 

Dies  vorausjjeschickt,  können  wir  zunächst  den  nachstehenden  von 
Voss^)  herrührenden  Satz  aussprechen. 

Sind  F,  F'  7^ve!  doppelt  apolare  Flächen  2.  Ordnung,  welche  durch 
die  biquadratist  }m;  Kuumkurve  1.  Art  7?^  hindurchgehen,  so  hat  man 
in  den  Erzeugenden  der  heidi^n  Flächen  vier  Kegeischaren  von  der 
Eigenschaft,  daß  es  der  Kurve  eingeschriebene  Vierecke  gibt, 
welche  ihre  Seiten  abwechselnd  aus  zwei  beliebigen  von  den  vier  K^el' 
scharen  entnehmen. 

Zum  Zwecke  des  Nachweises  branchen  wir  nur  für  zwei  beliebige 
Ton  den  vier  Regelscharen  ein  einziges  Viereck  der  behaupteten  Art 
anzugeboL  Nun  existiere  in  jeder  von  den  beiden  Scharen  von  Er- 
zeugenden  einer  beliebigen  von  den  beiden  Flächen  F'  zwei  rezi- 
proke Polaren  bezüglich  der  anderen  Flache,  und  diese  Geraden  liefern 
uns  sofort  die  Terlangten  Vierecke.  Denn  die  Schnittpunkte  einer 
Fläche  2.  Ordnung  mit  einem  Paar  ihrer  reziproken  Polaren  sind  die 
Ecken  eines  einfachen  Vierecks,  dessen  Seiten  abwechselnd  den  beiden 
Begelscharen  der  Flache  entnommen  sind  und  zugleich  die  Ecken  von 
zwM  weiteren  einfaeftmi  Yiereckra,  für  die  ein  Gegenseitwpasr  dnich 
zwei  Erzeugende  derselben  Schar  und  das  andere  durch  die  beiden 
reziproken  Polaren  gebildet  wird. 

Hiermit  ist  das  Ergebnis  Ton  Voss  bewiesen  und  festgesteUi,  daß 
es  6  Systeme  von  der  Kurve  JR«  eingeschriebenen  Vierecken  gibi^  deran 
Seiten  ahwechsehid  zwei  Ton  den  vier  Regelscharen  der  FlSchen 
und  angehören.  Über  dieses  Ergebnis  hinaus  führt  aber  der  Ge- 
danke, daS  die  Gegeneckeupaare  eines  jeden  Ton  diesen  6  Systemen 
Ton  Yierecken  auf  der  Kurve  ein  System  yon  korrespondierenden 
Punkten  darstellen. 

ZnrSrderst  folgern  wir: 

Die  vier  Punkte,  in  welchen  die  vom  selben  Punkte  der  Scbnitt- 
kurve  li^  der  Flächen  F  und  F'  ausgehenden  Erzeugenden  dieser 

1)  A,  Voss,  a.  a.  0.,  vgl.  Westphal,  Math.  Ann.  Bd.  13  (1878) 

82* 

Digilizod  by 


472 


QunLr  KoHx: 


beideu  Flächen  der  Kurve  nochmals  begegnen,  bilden  auf  ihr  ein 
Quadrupel 

Df  im  ein  heliebißfer  Punkt  der  Schnittkurve  ist  Eckpunkt  für  6 
der  Kurve  einjjei^chriebene  Vierecke,  deren  Seiten  abwechselnd  aus  zwei 
Ton  df«n  A-jer  Eegekcharen  der  Flächen  F,  F'  stammen,  je  zwei  von 
den  vier  Erzeugenden  dieser  Kegelsebaren,  die  von  i\vm  Punkte  aus- 
gehen, treten  als  anstoßende  Seiten  in  einem  dieser  0  Vierecke  auf  und 
ihre  weiteren  Trefl^unkte  mit  der  Kurve  als  Gegenecken.  Damit  sind 
je  zwei  von  den  vier  Treffpunkten  als  korrespondierende  Punkte  der 
Kurve  nachgewieeen  und  ihre  Gesamtheit  als  ein  Quadrupel  auf  der- 
selben 

Nun  folgt  aber  weiter: 

Die  00^  Quadrupel  auf  der  Schnittkurre  Ton  zwei  doppelt  apolaren 
Fliohen  2.  Ordnung  i^,  sind  in  der  Weise  zu  Paaren  von  ^asso- 
ziierten''  Quadrupeln  gruppiert,  daß  die  16  Geraden,  welche  man  durch 
Verbindung  der  Punkte  eines  Quadrupels  mit  den  Punkten  des  assoziierten 
erhalt^  teils  der  einen,  teils  der  anderen  Ton  den  beiden  doppelt  apolaren 
Flächen  angehören. 

Jeder  Punkt  der  Schnittkurre  l?^  bestimmt  nämlich  das  Quadrupel, 
dem  er  angehörte  Die  beiden  Treffpunlcte  einer  Erzeugenden  einer  yon 
den  beidoL  Flächen  F,  F'  bestimmen  also  je  ein  Quadrupel,  und  der 
schon  bewiesene  Satz  besagt,  daß,  wenn  man  aus  dem  einen  Treffpunkte 
das  Quadrupel,  dem  der  andere  angehört,  projiziei-t,  man  die  vier  Ton 
dem  ersten  Trefi^unkte  ausgehenden  Erzeugenden  der  beiden  Flachen 
erhält.  Damit  ist  aber  jeder  Punkt  des  einen  Quadrupels  als  Treff- 
punkt einer  Eizeugenden  einer  der  beiden  Flächen  nachgewiesen,  deren 
zweiter  Trefipunkt  dem  anderen  Quadrupel  augeiiürt,  und  es  kann  in- 
folgedessen für  jeden  Punkt  des  einen  Quadrupels  ausgesagt  werden, 
dali  seine  Verbindungslinien  mit  den  vier  Punkten  des  anderen  Qua- 
drupels die  vier  von  ihm  ausgelieuden  Erzeugenden  der  beiden  Flächen 
darstellen. 

3.  Weitere  Entwieklungen  knüpfen  wir  an  eine  Figur  an,  welche 
aus  drei  windschiefen  Vierseiten  K,  V,  V"  mit  den  gemeinsamen  Dia- 
gonalen d,  d'  besteht  von  der  Eigenschaft,  daß  auf  jeder  Diagonale  die 
drei  Eckenpaare  einander  paarweise  harmouiseh  trennen. 

Aus  der  iür  die  drei  Vierseite  V,  V,  V"  vornusgesetzten  Eigen- 
tümlichkeit läßt  sich  ;>üt'ort  erst  lieu.  daü  für  jede  Plüche  2.  Ordnung, 
welelie  dureh  die  Seiten  eines  tou  ibueii  hindurchgeht,  die  Ecken  jedes 
anderen  ein  Poltetrat  der  darstellen.  Denn  die  genn  insanien  Diagonalen 
(/,  d'  der  drei  Vierseite  sind  reziproke  Polaren  bezüglich  der  Flüche 
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2.  Ordnung  als  Diagonalen  eines  auf  der  Fläche  verlaufenden  Vierseits; 
ferner  sind  aber  die  auf  einer  Diagonale  befindlichen  Ecken  jedes 
anderen  von  unseren  drei  Vierseiten,  weil  harmonisch  getrennt  durch 
das  Eckenpaar  des  ersten  Yiei'seits,  konjugiert  bezüglich  der  Fläche. 
Es  folgt  nun  anch»  daß  zwei  Fläclien  2.  Ordnung,  von  denen  jede  durch 
die  Seiten  eines  anderen  von  den  drei  Vierseiteii  V,  V,  V"  hindnrch- 
gelegt  ist,  einander  wechselseitig  stützen,  denn  jede  von  den  beiden 
Flächen  geht  dann  durch  zwei  Paare  von  Gegenkanten  emes  Polte- 
traedera  der  anderen  Fläche  d.  h.  durch  sswei  Paare  ihrer  reziproken 
Polaren. 

Wir  können  aber  umgekehrt  auch  zeigen,  wie  bei  zwei  beliebigen 
doppelt  apolaren  Flächen  2.  Ordnung  F,  F'  die  Figur  der  drei  Vier- 
seite Vf  Y\  V"  mit  gemeinsamen  Diagonalen,  auf  denen  die  drei 
Eckenpaare  einander  paarweise  barmonisdi  trenneDy  aoftritl^  eine  Figur, 
welche  übrigens  implizite  schon  hei  Voss  Torkoramt 

Nach  Kr.  1  enthalt  die  Fläche  F  in  jeder  Ton  ihren  beiden  Seharen 
TOn  Erzeugenden  ein  Paar  Yon  reziproken  Polaren  bezüglich  der  Flache  F*, 
Das  Ton  diesen  Tier  Geraden  gebildete  Vierseit  bezeichnen  wir  mit 
seine  Diagonalen  mit  dd\  Da  dieses  Yierseii  sieh  im  PoUursystem  der 
Flache  F*  selbst  entspricht»  stellen  seine  Ecken  ein  Poltetraeder  dieser 
Fliehe  dar  und  seine  Diagonalen  d,  d'  ein  Paar  reziproker  Polaren. 
Femer  folgt,  daß  auf  der  Geraden  d  bez.  d'  das  Schnittpunktepaar  der 
FUche  F*  harmonisch  konjugiert  ist  zu  dem  auf  dieser  Geraden  be- 
findlichen Eckenpaar  des  Vierseits  F.  Diese  beiden  Schnittpunktepaaie 
sind  Gegeneckenpaare  eines  aus  Erzeugenden  der  Flache  F*  bestehenden 
Vierseits,  weil  die  Geraden  d*  reziproke  Polaren  bezüglich  dieser  Flache 
sind.  Bezeichnet  man  nun  dieses  Vierseit  mit  V\  so  bleibt  nur  noch 
zu  beachten,  daß  die  Geraden  (.V  als  Diagonalen  des  Ton  Erzeugenden 
der  FiSohe  F  gebildeten  Vierseits  V  auch  bezüglich  dieser  Fläche 
Polaren  sind,  um  zu  erkennen,  daß  wir  die  gewünschte  Figur  vor  uns 
haben,  wenn  wir  den  beiden  schon  konstruierten  Vierseiten  V  und  V 
alö  drittes  V"  das  Vierseit  liiu/ufügeu ,  welclies  von  den  vier  Kanten 
gebildet  wird,  welche  das  genieiusHim-  l'oltetraeder  der  Flächen  F  und 
F'  außer  den  Kanten      d'  noch  besitzt. 

Ist  aber  die  Figur  einmal  abgeleitet,  so  ist  auch  der  Anschluß  an 
die  I  heorie  von  vier  paarweise  in  Involution  liegenden  linearen  Kom- 
plexen gewonnen,  sobald  die  augenscheinlich  richtige  Bemerkung  ge- 
macht ist,  daß  die  Kigiir  der  drei  Vierseite  V,  V\  Y"  oder  mit  anderen 
Worten  die  Figur  von  zwei  windschiefen  Geraden,  von  denen  je  1^  drei 
paarweise  harmonisch  konjugierte  Punktpaare  trägt,  eine,  von  projektiven 
Transformationen  abgesehen,  völlig  bestimmte  ist 
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Nach  Oaporali  und  del  Pezzo^)  bestimmen  Tier  lineare  Kom- 
plexe, die  paarweise  in  InTolation  liegen,  eine  Gruppe  von  16  linearen 
Transformationen  des  Raumes,  8  KolUneationen  und  8  Korrelationen, 
durch  welche  die  Punkte  und  Ebenen  des  Raumee  za  Möbiuaechen 
Konfigurationen  8^  geordnet  werden«  die  sich  entsprechend  den  yier 
Komplexen  anf  Tier  Arten  in  je  ein  Paar  einander  nm-  und  eiDgeschrie- 
bener  (Möbiusaoher)  Tetraeder  zerlegen  lassen.  Die  Fliehen  2,  Ordnung, 
welche  bei  den  Transformationen  der  Gruppe  in  sich  ttbergehen,  bilden 
drei  Flächenbllschel,  als  deren  Basiskurren  drei  Vierseite  auftreten, 
welche  die  Figur  unserer  Vierseite  V,  V*,  V"  bilden,  d.  h.  sie  haben 
gemeinsame  Diagonalen,  und  anf  jeder  Ton  ihnen  trennen  einander  die 
£ckenpaare  je  zweier  Ton  drei  Yierseiten  harmonisch. 

Eine  Folge  dieses  SachTerlUÜtnisses  ist,  daß,  wenn  die  Figur  der 
drei  Vierseite  V,  V\  V"  gegeben  isi^  und  durch  jedes  Ton  ihnen  eine 
Ft&che  2.  Ordnung  bindurchgelegt  wird,  f&r  die  entstehenden  Fliehen 
F,  F\  F"f  welche  nach  Obigem  paarweise  doppelt  apolar  sind,  die  ge- 
meinsamen 8  Punkte  die  8  Punkte  einer  M5biusschen  Konfiguration  8^ 
und  die  gemeinsamen  8  Ebenen  die  8  Ebenen  derselben  Konfiguration 
darstellen.  Sieht  man  die  beiden  Flächen  Fy  F*  als  fest  an,  so  hat 
man  zwei  beliebige  doppelt  apolare  FlSchen  2.  Ordnung  yor  sich,  und 
kauB  die  Flache  F"  noch  in  einem  Flächenbüschel  2.  Ordnung  variieren 
lassen,  dessen  Basiskurve  das  Vierseit  V"  ist,  d.  h.  ein  Kauten vierseit 
des  gemeinsamen  Poltetraeders  der  Flächen  F,  F'.  In  den  Punkt- 
gruppen, welche  die  Flächen  F'  aui  der  Schnittkurve  J^^  der  beiden 
Flächen  F^  F"  ausschneiden,  erkennt  man  die  in  Nr.  2  betrachteten 
Gruppen  von  je  8  Punkten  dieser  Kurve  wieder,  die  8  Punkte  zweier 
assoziierter  Quadrupel.  Dctiii  nach  Caporali  und  del  Pezzo  lassen 
sich  solche  8  Punkte,  sowohl  in  die  I"]ekenqnadnipel  von  zwei  auf  der 
Fläche  2*',  als  auch  in  die  E(  keuquadrupel  von  zwei  auf  der  Fläche  F* 
verlaufenden  Vierseiten  Zerfällen. 

Erwägt  man  noch,  daß  in  einem  beliebigeu  Flä<-honbüschel  2.  Ürduuug 
drei  Paare  von  doppelt  apolareu  flächen  vorkommen,  nämlich  die  drei 
Flächenpaare  des  Büschels,  welche  in  demselben  zwei  seiner  vier  Kegel- 
flächen und  zugleich  die  beiden  lihrigen  liarmonisch  trennen,  so  kann 
man  im  Hinblick  auf  die  Ergebnisse  der  letzten  Nr.  den  folgenden 
Satz  aussprechen. 

Die  Pniil  tt  einer  biquadratischen  liaumlun  e  1.  Art  sind  in  her- 
Jcannter  Weise  in  yfQmdriqx'V^  <t'ordnet.  Jede  Fläch»  2.  Ordnung,  die 
durch  ein  Kankimerseit  des  Baupttetixteders  der  Kurve  hindurdtgeht. 


1)  E.  Capotsli,  Mwmorie  di  geometria,  Neapel ,  1888. 
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schfieidet  auf  derselben  evcei  Quadrupel  aus,  und  diese  sieUcfi  MUSOmmen 
die  8  Punkte  einer  3IöhiusscJien  KonfiguftUton  8^  dar.  Es  ersc^einm 
80  die  Quadmpd  der  Kurve  auf  drei  Arten  ßu  Paaren  von  ,/usoMiierienf 
Quaärupdn  geordneit  eni^re^end  den  drei  Kanienvieneiim  des  Baugß- 
teiraeders.  VerUndet  man  die  vier  Funkte  jedes  Quadruple  der  Kurve 
mit  den  vier  Funkten  seines  assosOerlen,  so  erhaU  man,  den  drei  Arien 
von  assosimien  Quatkupdn  entspretshend^  die  Erseuffenden  der  drei  Paare 
von  doppdt  apoktren  FUuhen  2,  Ordnung,  weUke  siek  durt^  die  Kurve 
hindurddegen  lassen* 

A.  AmeB«der^)  und  H.  Sehrdter")  haben  erkannt,  dafi  sich  die 
Qaadrapel  einer  biqnadraiisGlien  RanmlrorTe  1.  Art  auf  diei  yeraehiedeiie 
Arten  so  in  Paare  ordnen  lataen,  dafi  die  beiden  Quadrupel  desselben 
Paars  ausammen  S  assoziierte  Pnnkte  (Gnmdpnnkte  eines  FlSehenneties 
2.  Ordnung)  darntelleiL  Dieses  Ergebnis  erscheint  durch  den  Torstehen- 
den  Sata  in  wesenllieher  Weise  ergansi 

4.  Es  dürfte  zweekmSßig  sein,  nodi  weitere  Besuliate,  die  in  unseren 
EntwicUungen  enthalten  sind  oder  mit  Leichtigkeit  aus  ihnen  gewonnen 
werden  können,  in  Form  Ton  Sitsen  ansdrflcldich  festsulegeo. 

Wir  können  sagen: 

Damit  zwei  Flächen  Ordnung  mit  nicJdsinffulärer  Schnittkurve 
doppelt  apolar  sind,  ist  notwendig  und  ausreichend,  daß  es  eine  Möbius- 
sehe  Konfiyuration  t^^  gibt,  der  beide  Flächen  sowohl  um-  icic  vi n'ji  schrieben 
sind,  und  es  gibt  dann  seJion  oo^  solche  Möbiussche  Konpyurationen. 

Ferner  gilt  der  Satz: 

Die  einer  nichtsingulären  Fläche  2.  Ordnung  eingeschriebenen  ein- 
fachen Vierseite  erscheinen  zu  ^Paaren  von  „GegenTierseiten^^  gruppiert^ 
wenn  wir  zwei  eingeschriebene  Vierseite  als  Gegenvierseite  bezeichnen, 
sobald  die  Diagonalen  des  einen  die  des  anderen  an  reziproken  Polaren 
bezüglich  der  Flache  haben.  Die  8  Seiten  von  zwei  beliebigen  einer 
Flädie  2»  Ordmng  F  eingeschriebenen  Gegenvierseiten  lassen  sich  durch 
eine  Oberflädie  JS,  Ordwmg  F"  vei/bindm\  diese  ist  m  F  doippdt  apdar^ 
und  SU  einer  hdidngen  m  F  doppelt  apolaren  Flät^  2*  Ordnung  gdioren 
od'  Paare  von  dieser  Ftädie  eingesdiriebenen  Gegenvierseiten,  deren  Seiten 
sie  enfftält. 

Der  enge  Zusammenhang  xwisehen  den  beiden  ausgesprochenen 
Sätzen  wird  deutlieh  durch  die  folgende  Brzengungsart  einer  MSbius- 
sehen  Konfiguration,  welche  ich  nirgends  gefunden  habe. 

1)  A.  Arnes« der«  Wiener  Ber.  Bd.  87  (1888). 

2)  H.  Schröter,  b.  a.  0. 
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Man  erhält  die  8  Pufikie  einer  MÖbiusschen  Kmtfiguraiion  S^,  nenn 
man  eine  nichtsingtdäre  Fläche  2.  Ordnung  mit  zwei  heliehiyen  Geraden 
und  nif/Ieich  mit  Ihren  rczipyAen  Polaren  Uziiglich  der  Flüche  zum 
Durchschnitt  bringt,  wul  iiian  kann  eine  beliebige  Möhiussche Kuufiguration 
8^  in  äioicr  Weise  auf  drei  Arten  efiisicJicn  lassen. 

Wesentlich,  dieselbe  Eütstehuugawei^  läßt  sich  durcli  dm  Satz 

auedrücken: 

Die  Ecken  von  gum  windschief m  Yi^ecke»  in  der  Lage,  daß  jedes 
ßeffenseHei^oar  th-s-  einen  Vierecl's  von  einem  anderen  Gegenseitetipaar 
des  anderen  getrof/m  u  ird,  hilden  die  Punkte  eifier  Möbins>chen  Kon- 
^gurcdionj  und  eine  b^ebige  eMue  Koi^wra4Mn  läßt  drei  derartige 
JSntstehungsarten  im. 


Über  Nicht-Enklidische  und  Liniengeometrie. 

Von  E.  Study  in  Bonn. 
Nicht  gehaltcoe  VorMge  (V— XU). 

In  einer  ersten  Keibe  ,^icht  gehaltener  Vortrage"*)  hat  der  Ver- 
fasser einige  sogemamite  ÜbertragongspriDsipe  dargelegt,  und  er  hat 
gezeigt,  wie  man  dadurch  zu  mehreren  Arten  der  Linieugeometrie 
kommt^  die  durch  gewisse  einfadie  oder  halb-einfache  TransformationB- 
grnppen  bestimmt  sind,  und  zu  Raumelementen  die  als  Linietthreuz 
und  Strahl,  Speer  und  Ffeil  bezeichneten  Figpuren  haben.  Wegen  der 
Ffllle  neuen  Stoffs,  und  weil  zur  Ausarbeitung  nur  eine  sehr  kurz  be- 
messeme  Spanne  Zeit  zur  Yerfiigang  stand  (es  handelte  sich  um  eine 
Gelegenheitsschrift)  y  sind  diese  mittleiivreile  auch  Ton  anderer  Seite 
Terwerteten')  Ideen  nur  in  der  Beschränkung  auf  Figuren  skizziert 
worden,  die  —  im  engsten  Sinne  des  Wortes  —  redl  sind. 

Im  Folgenden  sollen  nun  diese  Betrachtungen  nach  einer  be- 
stimmten Riehtung  hin  fortgesetzt  werden,  nämlich  mit  bezug  auf  die 

1)  Jahreeber.  d.  D.  Math.-Ver.  Bd.  II  (liiii2\  S.  313  310 
2:  E.  V  Weber,  Die  komplexen  Beweguiif^^cn  i  Lcipz,  Her.  1903.  1^  "S\  n.  (f.). 
hsLü  imaginäre  in  der  Geometrie  der  konfocaleu  Flächen  zweiter  Urduuug  v,^Iünch. 
Ber.  1904,  B.  447  a.  if.).  A.  B.  Piere e,  Bntil  Coaical  Coogmencei  (Dits.  Zfirieh 
1908).  £.  Davis,  IMe  geomattiidie  Addition  dm  St&be  in  der  hjperboliBchen 
Geometrie  (Dias.  GreiTswald,  1904).  J.  Coolidgc,  Les  cangrueneee  «soCrope»  (Atti 
di  Torino,  I.  20.  Die.  1904.  II.  8.  Genn.  1906).  The  dual  projective  geometry  of 
elliptic  and  spherical  space  (Disa.  Bonn,  1904).  H.  Heck,  Die  Strahlcnkcttcn  im 
h_) perboliachen  Räume  (Disa.  Bonn,  1905).  J.  Grüuwald,  V'har  duale  Zahlen  und 
ihre  Anwendung  in  der  Geometrie  ^Monatsb.  f.  Math.  u.  Phya.  W'Il,  1906,  S.  öl  ff.) 
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Figur  des  Pfeils,  and  unter  Aufhebung  der  genannten  Beschränkung. 
Es  wird  zunächst  ein  sehr  einfacher,  aber  anscheinend  bisher  gleich- 
wohl nicht  bemerkter  Ziisnmmenhaiig  aufgedeckt,  der  die  als 
(Lobatschewskyscher)  rarallelismus  und  Parataxie  (oder  Clii'ford- 
scher  Parallclismus)  bezeiehnetea  Begriffe  rerbindet.  Sodann  wird, 
als  näohst' einfache  Anwenduxig  einer  weiter  reichenden  Metbode,  die 
Theorie  gewisser  Kongruenzen  entwickelt,  allerdings  nur  in  den  Grund- 
zOgen.  Es  wird  nämlich  gezeigt,  daß  ein  wesentlicher  Teil  der 
Eigenschaftcu  der  NormaUnkongrueneen  der  Flächen  wm  der  Krüm- 
nmng  Null  nnd  der  sogenannten  isotropen  Kumgruevusm  ihre  Quelle 
in  denselben  analytischen  Tatsachen  hat,  so  daß  man,  durch  ein 
einüftches  ÜbertragongsprinKipy  gewisse  Eigenschaften  der  einen  aus 
solchen  der  anderen  medimisf^  ableiten  kann.  Es  werden  dadurch 
üntersaehiingein  anderer  Mathematiker  über  diese  Kongruenzen^)  er« 
gSnzt,  und  in  einigen  Punkten  auch  beriehtigi 

Von  allgemeinerem  Interesse  durfte  es  sein^  daß  in  dem  Gedanken- 
kreise der  reellen  Nicht- Euklidischen  Geometrie  (nnd  auch  noch  in 
dem  hier  nicht  betrachteten  Euklidischen  Grenzfall)  die  Theorie  der 
anaXffiiedten  FttidiHone»  wn  gwei  komplexen  VeränderUdten  eine  natür- 
liche Anwendung  und  geometrische  Deutung  findet,  die  —  abgesehen 
¥on  den  minder  elementaren  Voraussetzungen  —  TergUcben  werden 
kann  der  Deutung  der  Lehre  von  den  Funktionell  einer  einzelnen 
komplexen  Veränderlichen  mit  Hilfe  der  konformen  Abbildung. 

In  anderen  Arbeiten,  deren  erste  sich  jetzt  im  Druck  befindel^ 
und  demnächst  im  American  Journal  of  Mathematics  erscheinen  wird*), 
soll  der  hier  mit  Rficksicht  auf  die  Form  des  Vortrags  zurückgedrängte 
analytische  Apparat  entwickelt  werdra. 

Die  gewühlte  Darstellungsform  hat  jedenfalls  den  Vorzug  der  Kürze. 
Aber  natürlich  ktinnen  wir  uns  damit  nur  an  einen  wohl  ziemlich 
kleineu  Leserkreis  weuden.  Eiu  grüiKiliches  Lehrbuch  der  Nicht- 
Euklidischen  Geometrie  scheint  zu  felilen,  und  Joch  müssen  wir  eine 
gewisse  Vtrirautheit  des  Lesers  mit  diesem  Stoff  voraussetzen. 

Der  erwähnte  Znstand  kauii  sich  übrigens  schnell  ändern.  \Vfuu 
die  unfruchtbareil  forniiil  logischen  Spekulationen,  die  jetzt  „im  Vorder- 
gründe des  Interesses  steben",  demn'achpt,  zufolge  allgemeiner  Ent- 
kräftuug,  eines  sanften  Todes  verstorben  sein  werden,  dann  wird  man 

1)  IC.  Bianohi,  Salle  superfide  a  earratnt»  Bulla  in  ge<»neiria  ellittiea  (Ann. 
di  Hat.  Ber.  S4,  1896).  Sulla  xappreeentasione  di  ClifFord  delle  congraenze 
rettilinee  nello  spasio  ellittioo  (Atti  di  Torino,  v.  SQ,  1904,  p.  881,  ••.),  und  die 
erwähnten  Arbeiten  von  CooHdge  über  isotrope  Kongruenzen. 

2)  Ober  die  Begriffe  Links  und  Rechts  in  der  elliptischeu  Geometrie, 
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eich  Tielleicht  daran  erinnern,  daß  die  Nicht^Euklidische  Geometrie, 
nnd  die  Geometrie  fiberluiapt,  nicht  bloß  aae  mehr  oder  (meisten«) 
minder  unabhängigen  sogenannten  Axiomen  besteht^  sondem  auch  einen 
Inhalt  hai  Dann  werden  sich  gewiß  Bearbeiter  finden,  die  dem  Stoffe 
gewachsein  sind  und  zugleich  den  vorhandenen  Beiehtam  weiteren 
Kreisen  zoganglich  zn  machen  verstehen. 

Von  der  Nicht*  Euklidischen  Geometrie  ans  ffillt  Licht  auf  die 
Euklidische  und  auch  noch  auf  manchen  anderen  Gegenstaad.  In  ihr 
finden  andere  Disziplinen  schdne  Anwendungen.  Wer  fiberhaupt  Geo- 
metrie aus  um&ssoideren  Geeichtspunkten  betreiben  will,  dsar  kann 
gar  nidit  umhin,  sich  mit  ihr  zu  beschäftigen.  Die  Differentialgeometrie 
im  Nicht-Euklidischoi  Ranme,  mit  deren  Studium  Herr  Bianchi  einen 
bemerkenswerten  Anfang  gemacht  hat,  bietet  eine  Ffille  von  Problemen, 
die  schwierig,  dabei  aber  nicht  scharfsinnig  ausgeklügelt,  sondem 
natürlich  und  einfach  sind,  Problemen,  die  eine  Zukunft  haben,  und 
die  die  Vertreter  der  Anaijsia  sich  nicht  sollten  entgehen  lassen.  Es 
erscheint  nicht  billig,  daß  diese  schöne  Disziplin  von  der  Mehrzahl 
sogar  der  eigentlichen  Geometer  auf  die  Dauer  wie  ein  Stiefkind  be- 
handelt werde. 

Eü  ist  natürlich  richtig,  daß  keiner  sich  für  alles  interessieren 
kann.  Wer  al)er  meint,  seinen  Interessenkreis  nach  Willkür  uui<rrenzeu 
zn  dürfen,  der  scheint  uns  in  einem  verhäuguiövoLlen  Irrtum  befangen 
zu  sein. 

V. 

Das  Elementarviermit  als  Ranmelement 

Bisher  hatten  wir  ilio  verschiedenen  Artf^n  reeller  Niclit-Eiiklidiseher 
Geometrie  im  dreidimensionalen  Ivaume  neben  einander  betrachtet.  Jetzt 
wollen  wir  uns  auf  einen  umfassenderen  Aussichtspunkt  stellen,  indem 
wir,  von  der  elliptischen  oder  hyperbolischen  Geometrie  nnsgehend.  deu 
Kanm  von  vorn  herein  /u  einer  Mnnnit^'altigkeit  von  drei  komplexen 
Dimensionen,  also  zu  einer  sechi^dimensionaien  Mannigfaltigkeit  er- 
weitern. Die  ebenfalls  sachgemUÜ  erweiterten  Grundbegriffe  beider 
Arten  der  Geometrie  werden  damit  noch  nicht  geradezu  identisch, 
stimmen  aber  in  allen  wichtigeren  Beziehungen  überein.  £s  bleiben 
nur  einige  Unterschiede  in  der  Bezeichnung  und  in  dem,  was  man  als 
rational-bekannt  gelten  lassen  wird,  so  daß  man  durch  leichte  Änderungen 
TOn  der  einen  Art  erweiterter  Geometrie  unmittelbar  zur  anderen 
übergehen  kann.  Man  kann  aber  auch  den  Grundbegriff  der  Entfernung 
und  die  anderen  Begriffe,  die  an  ihn  sich  ansehließen,  Ton  Tornherein 
so  allgemein  fassen,  daß  sowohl  die  reelle  elliptische  als  auch  die 
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rMÜe  liyparbolische  Qeometiie  sieh  ab  AiiBscliiiitte  aus  emem  um- 
fassenderen System  tou  Begriffen  und  Lehrsätzen  der  Geometrie  im 
komplexen  Gebiet  darstellen.^) 

In  dem  betrachteten  erweiterten  Räume  liegt  nun  die  äbsohäe 
Flä^f  als  Ort  Ton  Punkten  ein,  wie  man  su  sagen  pflegt,  swei- 
dimensionalMy  in  Wirklichkeit  Tierdimensionales,  algebraisches  Gebilde^ 
mit  ihi«x  beiden  Scharen  Ton  je  oo'  Erseugenden,  die  Trigerinnen  (kom- 
plexer) binärer  Gebiete  sind.  Wir  unterscheiden  diese  beiden  Scharen,  die 
wir  durchweg  als  rational-getfennt  betrachten  wollen,  durch  die  Epitheta 
IhikB  und  redtts.^  Von  grundlegender  Bedeutung  für  die  ganze  Nicht- 
EuUidische  Geometrie  ist  nun,  wie  wir  alsbald  sehen  werden,  eine 
Figur,  die  aus  je  zwei  Erzeugenden  der  beiden  Scharen  besteht,  und 
für  die  wir  daher  ein  besonderes  Wort,  Elemeniarvierseit  einÄhren 
werden.    Eb  gilt  zunächst  offenbar  der  folgende  Satz: 

V.   Die   ( Ifsanifheif   aller  FAemerUarvierseitc   bildet   ein  ah- 

gescJilossrue^^  Koiitiununi .  das  in  eitler  (von  linearen  Transformationen 
ahgescheti)  b>  sfl)nmtm  Weise  sich  ahhilden  läßt  auf  das  Kimiinunm ,  das 
aus  allen  Faaren  von  kowph.rrn  Funicten  zweier  bestimmt  (links-redits) 
geordneter  ternürer  Geinete  besteht. 

In  dieser  Abbildung  entspreclien  den  oo*  Elementarvierseiten,  die 
aus  doppelt  -  zählenden  Erzeugenden  der  absohUen  Fläcfie  bestehm,  die 
Faare  Komplexer  Punkte  zweier  frredtwibeier  Kttrven  2,  Ordnung. 

Für  die  erste  Hälfte  dieser  natürlich  ganz  trivialen,  fBr  eine  sach- 
gemäße Gliederung  des  geometrischen  Stoffes  aber  gleichwohl  wichtigen 
Formulierung  können  wir  kfirzer  sagen: 

Bas  Koniinmm  aller  Elemeniarvterseiie  ist  Träger  gweier  komplexer 
iemärer  Gebiete. 

Wir  eutwickeln  iiuu  sogleich  den  Bej^ritt'  des  Elenieutarvierseits 
selbst  weiter,  indem  wir  dessen  einzelne  Erzeugende  wiederum  in  eine 
bestimmte  Reihenfolge  setzen,  und  durch  ludices  a  und  o  —  ent- 


1)  Man  pflegt  zu  sagen,  daß  beide  Arten  reeller  Geometrie  durch  „ima- 
ginftre  Transformationen''  in  einander  übeigehen.  Das  möchte  vielleicht  hin- 
gQuommen  wtrden,  wie  viele  andere  nicht  minder  nnloj^eche  aber  einmal  ein- 
gebfligerte  Redewendnngen,  da  vollkommene  Logik  iieh  nun  doch  einmsl  nioht 

in  die  Teruiinologie  hinoitiliringen  läßt.  ludesseu  lassen  uns  die  vielen  Unklar» 
heitcii,  die  schon  tlurcli  iiachläsüiV'es  Umgehen  mit  clfm  iTnaginilren  vprursacht  worden 
sind,  (loc'li  zweiielu,  ob  man  oiue  90  irreleitende  Au.sdrnckHweise  beibehalten  aull. 

■1}  In  der  erwübuton  im  Druck  begriffenen  Abhandlung  bat  der  Verfaaser 
gezeigt,  wie  ans  diesen  Unterscheidungen  lud  den  weiter  su  besprechenden 
Umlieher  Axt  alle  anderen,  in  denen  die  Begxiffe  Unke  and  rechte  auftxeteii, 
vermöge  priUdter  Definitionen  entwickelt  werden  kOnnen. 

.  j  .^.d  by  Google 


480 


£.  Stuot: 


sprechend  den  Worten  Anfang  und  Ende  —  unterscheiden,  und 
3'^,  seien  Zeichen  für  die  beiden  linkseitigen ,  H„  und  Zeichen 
für  die  beiden  rechtseitigen  Erzeugenden,  z.  B.  also  das  Zeiclj»  u 
für  die  erste  linkseitige  Erzeugende  eines  Elementar  viersei  ts.  Dieses 
selbst  aber  wollen  wir,  nachdem  der  Ordnun<:^sprozeß  vorgeuommeu 
ist,  ein  orientiertes  ElemenUirrn  rsoit  nennen  Wir  haben  dann  eine 
neue  Mamiiglaltigkeit,  als  Substrat  geometrischer  Untersuchungen, 
erklärt;  man  sieht,  daß  diese  die  zuvor  he-^prochene  vierfach  über- 
deckt, niid  (laß  I  und  wie)  ihre  verschiedenen  Blätter  in  bestimmten 
leicht  anzugebenden  Vergweiffungsnumnigfaltigkeiten  mit  einander  zu- 
sammenhängen. 

Das  Koniinuum  aller  orienUerten  Ekmentarvierseitti  ist  Träger  von 
vter  binären  Gebieten. 

Die  binlreii  Parameter  dieser  Gebiete  aber  können  wir  in  bekannter 
Weise  geometriscb  denten,  und  so  kommen  wir  zu  der  folgenden  etwas 
inhaltsreicheren  Formulienuig: 

VI.  Das  Kontimmm  der  oü'^  (rHcntiertm  Elementarvicrseiie  läßt 
sielt  i»  einer  im  wcsmtUchen^)  bestimmten  Weise  ahhildin  auf  die 
Quadrupel  von  reellen  Piudäcn  |„,  S,  .  j^^,  ?j,„,  die  man  vier  llicmannsclien 
sogenannten  Zaidtnkmjeln  vom  Badias  Eim  eidrirlinun  kann. 

Unterwirft  man  die  vier  Bildhujeln  ra  lliH  aijadlicJi  -/.oUi)U((rcn 
Transfonnationen  (bildet  man  also  jede  Knael  auf  sie  selbst  ab  diinh 
eine  eiffentliehe  Möbiussehe  Krf'isrfnraiidfsrJiaff )  and  zwar  in  der  W'eise^ 
daß  die  beiden  linken  Kit(/tiii  dersdbtn  Transformation  unkrlieffen ,  nnd 
ebenso  die  beiden  rtciden,  sv  ruft  man  dadurch  eine  —  übrigens  ganz 
beliebige  —  lomplexe  Bewegung  im  Nicht' EuJdidischen  Baume  hervor. 

Wir  denken  uns  natürlich  z.  B.  die  beiden  linken  Kugelgebieto 
(^^)  und  in  der  Weise  hergestellt  und  aufeinander  gelegt,  daß 

einander  überdeckende  Punkte  |„  —  |„  derselben  linkseitigen  Er- 
zenge nden  der  absoluten  Fläche  entsprechen.  Punkte,  die  einander 
überdecken,  sollen  dann  derselben  Transformation  unterliegen,  sodaB 
sie  di''  genannte  Eigenschaft  behalten.  —  Wir  erlangen  hier  auf  ein- 
fachste Weise  einen  Einblick  in  die  Struktur  der  Gruppe  der  komplexen 
Bewegungen.  Eine  (komplexe)  Unhseitige  Schiebupg  entsteht,  wenn 
wir  alle  Punkte  der  beiden  rechtcoi  Bildkugeln  festhalten,  nnd  analog 
kommt  man  sn  den  ret^tseiHgen  Schiebungeo.  Zürich  alier  ergibt 
sielt  eine  lange  Heike  von  netten  JPrdbUemm,    Erstens  kommt  man 

1"^  Pas  lieißt,  aliircseheu  von  reellen  i  in>  vüichm  autonioriihen  kollinearen 
Tranaformatiuncn  einer  jeden  der  vier  weiterhin  im  SatTie  petiaunten  Kup-eln,  und 
von  simultaneD  uneigeutUcheu  automorphen  Traneiormationen  der  vier  Kugein. 
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sogleich  zu  einer  Gnippe  von  2*  •  4!  oo*  ^  KreisTerwandtsclialbeik  oder 
kollinearen  Vertausch iingen  der  Bildkngeln,  einer  Gruppe  von  Trans- 
fonnationen,  die  zahlreiche  invariante  uiul  n ich trin Variante  Untergruppen 
ftntyut,  darunter  solche,  die  das  Bild  der  komplexen  Nicht-Euklidischen 
Bewenfimgfn  umfassen.  Jede  von  diesen  definiert  gewisse  Äquivalenz- 
begriffe,  also  eine  besonder»?  Art  der  Geometrie  und  eine  zugehörige 
Invariantentheorie,  die  bei  geeigneter  Wahl  des  Raunielementes  im 
Nicht-Euklidischen  Räume  deutbar  sein  werden.  Alle  diese  noch  im 
Schöße  der  Zukunft  ruhenden  Disziplinen  aber  sind,  wie  die  sie 
definierenden  Gruppen,  völlig  bestimmt  durch  die  Nicht- Euklidische 
Geometrie  nnd  ihre  Bewegnngsgruppe:  Die  Entwicklung  dieser  Dis- 
ziplinen ist  nicht  ein  kfinstlicheB  und  willkürliches,  sondern  ein 
natuHiehes  Ftoblem.  Daß  sie  alle  gleiche  Bedeutung  hätten,  soll  nicht 
behauptet  werden.  Aber  es  werden  sich  unter  ihnen  solche  befinden, 
die  ein  eingehendes  Studium  verdienen.  In  noch  höherem  MaBe  wird 
dies  gelten  von  gewissen  sogenannten  unendlichen  Gruppen,  die  man 
erhält,  wenn  man  statt  bloß  kollinesrer  Transformationen  der  Bild- 
kugeln überhaupt  "konforme  Transformationen  (Abbildungen  der  vier 
Kugeln  anf  dieselbe  Kugeln,  in  gleidier  oder  abweichender  Anordnung) 
in  Betracht  zieht. 

In  den  Kicht-Euklidischen  Baum  Übertragen  erscheinen  alle  diese 
Transformationen  als  Vertausehungen  orientierter  Eiementarvierseite. 
Aber  nicht  alle  diese  Vertausehungen  sind  analytisch,  im  üblichen 
Sinne  des  Worteft.  Vielmehr  erkamt  man  ohne  weiteres,  daß  nur 
gewissen  Untergruj)peu  der  genannten  Gruppen  diese  Eigenschaft  zu- 
kommt. In  beiden  Fällen  gelangt  man  so  zu  einer  Gruppe,  die  (statt 
aus  2*  •  24")  aus  24  analytisch-getrennten  Scharen  von  Transformationen 
besteht,  uüd  deren  koutiiiuierliclie  l'utergruppe  im  ersten  Falle  von 
24  Parametern,  nämlich  von  12  wesentlichen  komplexen  Parametern 
ahllängt  (eine  sogenannte  liJgUedrige  Gruppe),  im  zweiten  Falle  eine 
unendliche  Gru])pe  ist. 

Von  der  Gruppe  von  24  •  oo**  Trnnslbnnatiouen  läßt  sieh  sehr 
leicht  zeigen,  daß  sie  alle  analytischen  Vertauseliunir^'ii  fl<'r  orientierten 
Elementarvierseitp  umfaßt,  die  in  dem  Kontiuuum  dieser  Figuren  überall 
wohldefiniert,  eindeutig  und  stetig  sind. 

In  dem,  was  folgt,  be.schränkeu  wir  uns,  wofern  das  Gerronteil 
nielit  nnsdrücklich  hcnicrkt  ist,  durchaus  auf  die  Betracbtunfj  von 
anaitfliscJirN  .Manni<|taitigkeiteu  und  Transformationen  der  orientierten 
Eiementarvierseite. 

Die  Figur  des  orientierten  Elementarvierseits  entbehrt  einer  Kigec- 
scbaft,  die  mau  bei  Objekten  „geometriächer'^  Untersuchungen  nngem 
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vermissen  wird,  wiewobl  sieh  eise  klare  Definition  dafflr  nicht  geben 
läßt.   Es  ist  das  die  sogenannte  Anschanliehkeit  der  reellen  Figuren. 

Nennt  man,  wie  es  im  allgemeinen  sachgemSA  ist^  eine  geometrische 
Figur  dann  redl,  wem  sie  mit  ihrer  konjugieri-lomplexen  gusammen^ 
fäUt^)y  so  gibt  es  bekanntiich  drei  gegenüber  reellen  EoUineationffli  Ter- 
schiedene  Arten  von  reellen  doppelpunktfreien  Flächen  2.  Ordnongy 
als  deren  Typen  eine  reell-geradlinige  Fliehe,  eine  reelle  Kugel  Ton 
rein-imagin&rem  Radius,  und  eine  reelle  Kugel  von  reellem  (nicht  yer- 
schwindendem)  Radius  gelten  können.  In  jedem  der  drei  Fälle  enthält 
die  Flache  oo*  reelle  (nicht -orientierte)  Elementanrierseite.  Aber  nur 
in  dem  ersten  Fall,  der  uns  hier  weniger  interessiert,  befinden  sich 
darunter  cx>"*  solche,  deren  Erzeugende  einzeln  reeU  sintl.  In  diesetn 
Falle  allein  also  sind  di*'  nicht  orientierten  oder  orientierten  Elenientai 
vierseite  \vcui<j^stens  zum  Teil  „anschaulich".  Wir  werden  nun  diesen 
Mangel  dadurch  aufliehen,  daß  wir  dem  orientierten  Elementarvierseit 
eindeutig-umkehrbar  eiue  andere  Figur  zuordnen,  die  wir  Pfeil  nennen 
werden.  Diese,  wie  auch  eine  verwandte  als  Spiir  zu  bezeichnende 
Figur  Imijen  wir  in  besonderen  Fällen  schon  erklärt  (Nr.  II,  III).  Das 
Wesen  dieser  Begriffe  wird  aber  am  besten  verstanden,  wenn  man  das 
orientierte  Elementarvierseit  in  den  Mitteij)unkt  der  Betrachtung  stellt. 
Wir  geben  nunmehr  eine  allgemeine  Erklärung. 

VI. 

Speere  und  Pfeile. 

Ist  eine  gerade  Linie  gegeben,  die  nicht  Minimalijcrade  ist,  das 
beißt,  die  die  absolute  Fläche  in  zwei  bestimmten  und  von  einander 
verschiedenen  Punkten  trifft,  so  haben  wir  zur  Au£tindung  dieser 
Punkte  eine  Quadratwurzel  auszuziehen,  deren  Radikand  eine  ganze 
Funktion  zweiten  Grades  der  Pia ck ersehen  Linienkoordinaten  ist 
Höchstens  um  eine  numerische  Irrationalität,  die  man  TOn  Tom  herein 
adjungieren  kann,  unterscheidet  sich  dann  Ton  dieser  Quadratwurzel 

1}  In  besonderen  Fällen  hat  mau  diese  wichtige  Definition  i<chou  liUufig 
verwendet.  Namentlich  werden  algebraiachs  PUklien  mit  reeller  Oleiebang  und 
daher  auch  raellem  Polanyatem  jetsb  wohl  liemlich  allgemein  reell  genannt.  Nicht 
immer  aber  ist  man  bei  Gebrauch  dieser  Begriifsbildung  folgerecht  verfahren. 
Dazu  ist  nötig,  daß  man  einen  allgi^meincn  Begriff  „reeller"  Figuren  aufstellt, 
der  d«ni  eben  genannten  umfaßt.  Dies  scheint  pt»\  C.  Sej^re  «jrtnn  zu  hnh<»n,  der 
(Math  Ann.  Bd.  40,  1892,  S.  418>  sich  m  ansspricht :  I/ente  [(  inii}>Ussi>  \  si  (Hra  reale 
oppure  tinaginuno  secondo  che  cuiucidc  o  no  col  [couiplcasu- jcoujugato.  Non 

esigiamo  dnnque  per  chiamar  reale  un  ante  ehe  esw>  si  componga  solo  di  elementi 
reali,  e  nemmeno  ehe  ne  contenga.  — 
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eine  andere,  deren  Rational-Bekanntsein  oder  (wenn  nötig)  Adjunktion 
es  bewirkt,  daß  für  alle  Punktepaare  auf  der  Geraden  die  gonioiiietrische 
Tangente  ihrer  Entfernung  eine  rational -bekannte,  d.  h.  durch  die 
Punktkoordinaten  ratioual-uusdriickbare  Große  wirdj  uiid  iüntspiecheudes 
gilt  für  alle  Ebenenpuare  dieser  Geraden. 

Wir  bezeichnen  nun  als  (hu'niipningsprozvß  die  Operation,  die 
darin  besteht,  daß  man  der  genannten  Quadratwurzel  einen  bestimmten 
unter  ihren  beiden  möglichen  Werten  beilegt,  und  deren  geometrischer 
Sinn  ist,  daß  man  die  beiden  Schnittpunkte  der  Geraden  mit  der 
absohlten  Fläche  deutlich  unterscheidet  und  in  dne  bestimmte  Reihen- 
folge x^^y  Stützt.  Für  die  alsi  erweiterte  Figur  der  Gti-ulen  brauchen 
wir  vorläuhg  unterschiedslos  die  Worte  Speer  odrr  Pfeil,  und  wir  stellen 

sie  durch  das  Zeichen  or^r  dnr.  dp^  heiße  der  AMfa$»S9j^nkt,  der 
EndpmiH  des  Speeles  oder  Pfeiles. 

Wir  bemerken  nun,  daß  diese  Figur  im  ganzen  noch  drei  andere 
gleicher  Art,  und  zwar  jede  Ton  ilinen  eindeutig  und  auf  eine  gegen- 
über komplexen  Bewegungen  in?ariante  Weise  bestimmt:  Erstens  den 

umgekdwim  oder  enigegmgeseMm  Speer  oder  Pfeil  x^x^j  zweitens  die 
beiden  Speere  oder  Pfeile^  die  aus  der  absoluten  Polare  der  gegebenen 
Geraden  sieb  abldten  lassen.  In  der  Tat  lassen  sich  diese,  nadtdem 

(wie  wmusgesetzt)  tUe  leiden  St^arm  wm  Geralden  auf  der  äbsokitm 
Fläche  rational  getrennt  sind,  ebenfalls  rational  trennen  und  ohne 
Mehrdeutigkeit  unterscheiden.  Es  werden  nämlich  vermöge  der  An- 
ordnung der  Punkte  x^^,  zuifleich  auch  die  7.u  diesen  gehörigen 
Erzeugenden  beider  Scharen  besiimmt  geordnet,  nach  fulgendem  Schema: 

Setzt  man  entsprechend 

 ►   *■ 

so  sind  die  beiden  Speere  oder  Pfeile  und  y^y^  wohl  unterschieden^ 
und  jeder  einzelne  von  ihnen  ist  cnuüniiti  bestimmt. 

Hirnmt'h  läßt  sich  nun  der  lU(friff  „AhmUtte  l^ohirr  einer  deraden^'^ 
auf  zwei  versdiiedene  analytisch- getrennte  Arten  auf  ISpeere  oder  Ffeäe 
ausdehnen. 

Wir  wählen  unter  diesen  beiden  Begriffserweiterungen  willkürlich, 

aber  ein-  für  allemal,  eine  ans:  Wir  bezei<^men  als  absolute  Polare 

— ►  — ► 
des  Speeres  oder  IPf^es  x^x^  den  Speer  oder  Pfeil  y^y^.   Es  gelten 

dann  die  Sätze,  daß  die  absolute  Polare  der  absoluten  Polar» 

eines  Speeres  oder  Pfeiles  wieder  eben  dieser  Speer  oder  Pfeil  iat^ 
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und  daß  di*'  beiden  Operationen :  ümkehrung  eines  Sp»'eres  oder 
Pfeiles,  und  Bildung  der  absoluten  Polare,  mit  einander  vertausch- 
bar  sind.  Beide  liefern  zusammengesetzt  die  andere  Erweiterung 
des  Polarenbegrilfs,  für  die  wir  hier  ein  besonderes  Wort  nicht 
nötig  haben. 

In  gleicher  Weise  wie  die  vier  Schnittpunkte  der  Seiten  des 
orientierten  Elementarrieraeiis  sind  nirn  auch  deren  Verbindungsebenen 
angeordnet: 

«a  -  [Saf  ö«]»     V„  -  [Jf«,  HJ. 

Demnach  würden  wir  eine  zweite  zu  der  eben  betrachteten  absolat- 
koirelative  Figur  einzuftthreu  haben.  Es  liegen  aber  die  Punkte  x^, 
T«reinigt  nut  den  Ebenen  v^,  v„y  nnd  die  Punkte  yereinigt  mit 

den  Ebenen  Daher  ist  es  zweckmäßiger,  nämlich  einfacher, 

nachträglich  auch  noch  die  beiden  wohlgeordneten  Ebenen  v^^  r,„  in 
den  Begriff  des  Speeres  oder  Pfeiles  aa&anehmen,  und  also  auch  das 
Zeichen 

fOr  äquivalent  mit  dem  Zeichen         zu  erklären. 

Schließlich  machen  wir  noch  eine  fernere  Bemerkung,  die  uns 
Ton  Wichtigkeit  werden  wird. 

In  dem  komplexen  Gebiete  z.  B.,  das  von  den  Punkten  der  be- 
trachteten Geraden  gebildet  wird,  gibt  es  oo^  Staudtsche  Ketten,  die 
die  beiden  Punkte  x„,  x„  enthalten.  Durch  diese  Punkte  wird  jede 
solche  £ette,  wie  wir  s^^n  wollen,  in  zwei  EMkettm  zerl^t  Sind 
x\  x"  zwei  Terschiedene  Punkte  im  Inneren  einer  solchen  Halbkette^ 
so  bilden  diese  eine  ganz  bestimmte  „positive"  oder  „negatiTe**  Folge, 
sie  sind  geordnet  nach  einem  der  beiden  Schemata 

(-f  )   ►  X   ►  x"  ►  x„„ 

(-)  ►   *-  ^e»- 

Ks  gibt  ferner  rv'  Staudtsilte  Ketten,  deren  jede  diu  beiden 
Punkte  x^^,  in  der  Art  von  einander  trennt,  daß  sie  in  der  zur 
Ketto  grebörif^en  Inversion  gepaart  werden.  Das  Ijiniiie  Gebiet  der 
betrucluetcu  (i<^radeii  liißt  sich  dann  durch  einen  koniple.xen  Parameter  t 
projektiv  so  darstellen,  daß  erstens  die  Punkte  einer  der  tj;enannten,  wie 
wir  sajajen  wnlleii.  nHSfjfZPirhnctcn  lu  tten  reelle  Paraaielerwi  rte  mthalten, 
zweitens  der  Parameter  des  Punktes      einen  positiv-imaginären  Bestand- 
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teil  erhält.  Wachsenden  Werten  des  reellen  Parameters  entspricht  dann  ein 
TÖilig  bestimmter  positiver  Umlaufssinn  der  abgezeichneten  Kette,  und 
man  kann  —  mit  Rücksicht  auf  die  Verhältnisse  in  der  in  üblicher 
Weise  hergestellten  Gaußschen  Ebene  (t)  —  sagen,  daß  der  Punkt 
^yiechts^',  der  Punkt  .r^,  ..links''  von  dieser  Kette  liege.  Beide  Punkte 
haben  konjugiert -komplexe  Parameter.  Irgend  zwei  Punkte  cc',  x"  auf 
einer  ausgezeichneten  Kette,  die  nicht  einander  diametral  gegenüber- 
liegen, d.  h..  die  nicht  mit  x„  durch  eine  Kette  (einen  Kreis  in  der 
GauBscb«!  Ebene)  verbunden  werden  können,  von  denen  nämlich 
keiner  anf  der  absoluten  Polarebene  des  anderen  liegt,  haben  dann 
wieder  eine  bestimmte  Beihenfolge  it^  — *•  x"  oder  sxT  — >  af :  Ein  Ter- 
anderlicher  Punkt  x  kann  im  positiTen  Sinne  (d.  k  mit  wachsenden 
Werten  Ton  t)  auf  der  Kette  mhoeäer  Ton  af  nach  af'  oder  Ton  af'  nach 
x'  so  sich  bewegen,  daß  der  ganze  durcfalaofene  Eettenbogen  kein  Paar 
diametral-gegenflberliegender  Punkte  enthalt. 

Die  genau  entsprechenden  Bestimmnngen  treffen  wir  fOr  die  Ton 
Ebenen  gebildeten  Halbketten  nnd  ausgezeichneten  Ketten,  die  durch 
die  beiden  Ebenen  v^,  bestimmt  werden.  Wir  sehen  dann,  daß  bei 
einer  projektiren  (kollinearen  oder  korrelatiren)  Zuordnung  zirisehen 
Speeren  oder  Pfeilen  die  positiven  Folgen  auf  den  entsprechenden  Ketten 
und  Halbketten  in  einander  übergehen.  Jene  Zuordnung  aber,  bei  der 
jede  Figur  durch  die  konjugiert-kompleze  Figur  ersetzt  wird,  gehört 
zu  den  genannten  nicht:  Hier  werden  die  orientierten  Halbketten  ein- 
ander zugeordnet,  die  orientierten  ausgezeichneten  Ketten  aber  gehen 
jede  in  die  enigegenyesM-ontai^erke  entsprechende  Halbkctte  über. 
Wir  erhalten  also  dann  eine  neue  Figur,  die  von  der  eben  besehriebo  eu 
wohl  zu  unterscheiden  ist.  Um  die  Mannigfaltigkeit  der  zu  betraeliteudeu 
Figuren  nicht  verdoppeln  zu  müssen,  setzen  wir  fest,  daß  der  Über- 
f/auf/  eines  Speeres  oder  Vft  il^  :iir  l.otij'u/iirt'lomph.rm  Figur  stets  von 
einer  Umkelirung  der  Orient  lenmy  tdler  cntsgezeichnelen  Ketten  hegleOet 
sein  S'ilL 

AVir  heben  von  dem  Gesagten  folgendes  hervor: 

i'linry  firrddcn,  dir  nicht  MimnKUgtrade  ist,  lassrn  sieh  durch 
den  Orimtteyaugsprozi'ß  zirci  verschiedene  Speere  oder  Vfiilr  anordnen. 

Jeder  von  dicsi  n  hestchf  (lus  der  d'  raden  selbst  zusamiHen  mit  einem 
Paar  wohl  geordneter  Fimhie  x^,  .r,,^  und  einem  Paar  wohlgeordneter 
Ebenm  t;„,  die  der  Geraden  und  jsugleidi  der  absoltUm  Fläche  ait- 
geiiörefi. 

iJir  Speere  oder  Pfeil f  si)Hi  zu  Panrni  nh  absolute  Polaren^* 
angeo}'dttef :  Di'  PnnJdr  und  Fhnun  ibs  rinm  sind,  in  gleicher  Heiken- 
folgf",  rrhsolut- polar  zu  dm  Ebenen  nnd  Pnnidrn  des  anderen. 

•J  abresberiolit  d.  DaaUchen  Matboin.-V«r«inigutig.  UeCt  10^11.  33 

Digilizod  by 


486 


E.  Snntr: 


Im  Gehiclc  der  Punkte  (W)€nen)  eines  soldum  JSpeeyes  oder  F feiles 
sind  die  durch  dir  Punfdf  j-^,  3r^  (Ebenen  i\,  r,J  hc^immfen  cxj*  aus- 
geßciciitidm  Ketten  uml  extenso  die  oo*  Maibketien  sämtUch  orientiert. 

Versuchen  wir  unn  die  Beschränkung  aufzulieben,  unter  der  wir 
den  Begriff  des  Speers  oder  Pfeils  bis  jetzt  erklart  haben,  so  bieten 
sich  uns  zwei  ganz  verschiedene  natürliche  Wege  dar. 

Wir  setzen  zunächst  dir  Mfinmgf(dfif]lrif  der  h'frachtctcti  Geraden^ 
samt  ihrer  dopprlfrn  Vherdechmg  durch  die  M annig f alt itßrit  der  Speere 
(oder  V feile)  in  das  Gelnet  der  Minimalgeraden  fort.  Die  so  erJuiUenen 
Figuren  sollen  dterrfalls  Speere  (aber  nicht  Pfeile)  genannt  werden. 

So  kommen  wir  zu  einem  abgeschlosBenen  ^^eerkontinrnnif  das  aus  dem 
doppelt  überdeckten  und  mit  einer  Veräufogungmamnifffidii^keit  Teisehenen 
Plückersclien  Linienkontinmim  besteht  nnd  folgende  Figuren  umlaßt: 

1.  Die  oo^  schon  beschriebenen  Speere  (oder  Pfeile). 

2.  Die  oo*  Minimalgeradeny  die  zugleich  Speere  —  aber  nicht 
Pfeile  —  sind,  und  in  ihrer  Gesamtheit  —  als  „Mmimtdkampleaif'  — 
die  Yerzweigungsmannigfaltigkeit  ausmachen.  Sie  sind  Ton  dreierlei 
Besdiaffimheit: 

2a).  Tangenten  der  abaoluten  Flädie,  die  nicht  Erzeugende  sind. 
Zu  jeder  gehdrt  ein  (wie  mm  zu  s^en  pflegt,  doppelt  zählender) 
Punkt  =  und  eine  (doppelt  zählende)  Ebene  r„  =  der  absoluten 
Fläche  (eine  Miniraalebene). 

2b,  (').  Die  2.  o:^-  Erzeugcmk'ii  der  absoluten  Flüche  uiit  uu- 
bestimiutcm  Pimktepaar  und  unbestimmtem  Ebenen  [  i  n-  dieser  Fläche). 

Offenbar  gehören  zn  allen  unter  L?.  genannten  i  allen  bestimmt- 
orieutierte  Ilalbketten  und  ausgezeichnete  Ivetten  nicht. 

Zweitens  ergäntm  wir  die  MannigfaUiglceit  der  hetrachlcten  orientierten 
Elementarvierseife  zur  Gesamtheit  aller  orioü'urim  Elrmmtarv  irr  seile, 
J)ir  so,  durdi  analytische  Fodsetzung,  aus  der  Figur  des  zugehörigen 
Pfeils  (oder  Speers)  ahjstdeitenäen  Fiffurm  satten  gleidtfalls  Pfeile  {aber 
nicht  Spe&re)  heißen. 

Das  so  entstehende  abgeschlossene  Eontinuum,  das  roUkommen 
eindeutig-umk^rbar  und  stetig  dem  Eontinuum  der  orienti^ten  Ele- 
mentanrierseite  entspricht,  ja  von  diesem  eigentlich  kaum  Terschieden 
ist,  nennen  wir  Pfeühmtimmm.   Es  besteht  aus  folgenden  Figuren: 

1.  Wiederum  den  oc'*  beschriebenen  Pfeilen  (oder  Speeren)  all- 
gemeiner Art. 

2b  und  2c).  2.  cc''  itj.-r.ssorisüun  Pfeilen  (wie  wir  sai^en  wollen)^ 
die  in  ihrer  Gesamtheit  die  beiden  durch  die  Epitheteta  links  und 
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zechts  zu  mitencheidenden  alczessorischm  Pf^üoomplexe  bilden.  Keiner 
dieser  besonderen  Pfeile  ist  sngkich  Speer. 

Em  UnkaeiHg'  aber  mufieiUß^  owcft  reäfMt^'dkMessomäier 
Fffü  bestellt  aus  einer  liukaeitigen  Erzeugenden  der  absolntea  BlSAhe^ 
und  zwei  darauf  gelegenen  von  emaindier  wnßMeämm  Punkten  xji^yj^, 
»^(^9^,  wmt  deren  absoluten  Polarebenen  v„{^uj^,  ^»C**^«)- 
den  Punkten  x^,  x„  gehören,  ganz  wie  im  Falle  1.,  oo^  orientierte 
Halbketten  und  oo^  orientierte  auegezeiebneto  Ketten.  — 

Das  Pfeäkontinuuxn  um&ßt  aber  noch  eine  weitere  aus  i^akzeBBorisehen 
Pfeilen"  bestebende  Mannigfaltigkeit,  die  als  IhvriMhmttsfigtir  der 
heiden  ahiesemsdien  Kon^^Hepse  angefaßt  werden  muß,  deren  Pfeile  mit- 
bin als  sugleieh  linkaeitig  und  xechteeitig- akzessorisch  anzusehen  sind, 
und  übrigens  orientierte  Eetten  nicht  mehr  bestimmen: 

3.  Das  Pfeilkontinnam  umfaßt  fener  die  oo*  Punlipfeüe  (oder, 
wie  man  mit  gleichem  Rechte  sagen  könnte  ,,Ebenenpfeile'*),  deren 
jeder  aus  einem  (zweimal  gesetzten )  Punkt  der  absoluten  Fläche  und 
dessen  (ebenfalls  zweimal  gesetzter)  Polarebene  besteht^  einer  bestimnifm 
Gerudeu  aber  nicJit  zugeordnet  ist,  vielmehr  zu  allen  Geraden  eines 
Tangentenbüschels  der  absoluten  Fläche  gehört.  In  ihrer  Gesamtheit 
bilden  diese  Pfeile  die  ahsohde  PfeHlmiffrumz. 

Aus  dieser  Zusammenstellmig  ersieht  man: 

Das  SpeerktmtimMm  und  das  PfeiUsontimMm  sind  in  der  Umgebmig 
von  Stelle»  allgemeiner  Lage,  nämliik  in  einmi  konHnuierlicJi  zusammen- 
haftenden  achfdinicyisiondh  n  Teilgebiete,  aber  keineswegs  durduceg  mU 
einander  idenfisck.  Vielmehr  ist  die  Zuordnung  zwischen  den  Begriffen 
Speer  und  Pfeil,  die  „im  allgemeinen^  eindeutig  ist,  mit  singulSren 
Stellen  behaftet,  wie  aus  folgender  Zusammenstellung  her?orgeht: 

Speer  allgemeiner  Ari  Pfeil  allgemeiner  Art. 

<x>*  Minimalspeere^  die  ein  ebenes 
Bflschel  bilden,  darunter  zwei  Er-  EhmktpfeiL 
zeugende  der  absoluten  Fläche. 

Linkseitige  [rechtseitige]  Erzen-  oo^  linkseitige  [rechiseitige]  ak- 
gende  der  absoluten  Fläche.  zessorische  Pfeile,  darunter  oo* 

Pnnktpfeile. 

Beide  Kontinna,  di»'  in  solcher  Art  einander  teilweise  überlagern, 
haben  nun  eine  einfaclie  algel  rmischc  Struktur.  Das  Öpeerkontinuura 
läßt  sich  erschöpfmd  darstellen  dureli  ein  System  von  sieben  homogenen 
komplexen  Koordinaten,  zwischen  denen  gewisse  zwei  quadratische 
Gleiehungen  stattfinden  (^deren  i'in«'  die  PI üekersehe  ist);  dns  Pfeil- 
kontinaum  dagegen,  ebenfalls  ersciwpfend,  durch  vier  Paare  von  je  zwei 

8S* 

Digilizod  by  C«.j^.'vii^ 


488 


E.  Stodt: 


homogenen  komplexen  Koordinaten.  fSatz  YJ.)  Aber  weder  sind  die 
Speerkoordinaten  zur  erscliüpteudeii  Darstellung  der  l'feile  branchhar, 
rioeb  üudet  das  l 'nicrekehrte  stntt.  Zu  ji-dem  der  beiden  Koutinua 
gehört  daher  eine  eigeutüniliche  algebrai-^ebe  'Teometrio,  erklärt  durch 
eine  Gruppe  rollkommen  eindeutiger  und  stetiger  Trnnsforniationen; 
eine  Art  der  (Toometrie.  die  in  ähuliclieni  Sinne  als  eine  'natürliche 
Fmiseizimg  dir  Siiht- Euklidischen  fhometrie  angesehen  werden  kann^ 
wie  z.  B.  die  Plückersche  Liniengeometrie  eine  natürliche  Fortsetzung 
der  Nicht-Euklidischen  (oder  auch  Euklidischen)  Geometrie  ist.  fS.  481). 

Wir  werden  weiterhin  uns  in  der  Hauptsache  auf  die  Betrachtung 
des  Pfeilkontinuams  beschränken,  das  das  interessantere  von  beiden  zu 
sein  scheint.  Das  Speerkontinuuiu  aber  liegt  der  sonst  üblichen  Be- 
traclitnngsweise  i^her;  in  der  Tat  haben  Untersuchungen  Ober  Differential- 
geometrie schon  yielfaoh  Anlaß  zur  Betrachtung  von  Speeren  geboten.. 
Man  hat  jedoch  diesen  Begriff  ebenso  wenig  wie  viele  andere  wichtige 
Begriffe  der  Geometrie  mit  genügender  Schärfe  und  VoUstSudigkeit 
entwickelt,  ja  man  hat  ihn  sogar  mit  dem  gaaz  Terschiedenen  Begriff 
der  (nicht  orientierten)  geraden  Linie  zusammengeworfen:  Schon  deshalb 
ist  es  ntttzlich,  ihn  ebenMls  zn  betrachten. 

Die  Tatsache,  von  denen  nun  die  Rede  sein  soll,  lasaen  sieh  rai  Kot 
auch  so  beschreiben,  daß  man  statt  des  Hegrittee  Pi'eil  lieii  ßegriff  Speer  benutzt, 
ja  man  kann  in  gewissem  Umfange  den  Begriff  , .gerade  Linie"  gebrauchen.  IC» 
scheint  uns  aber  von  Bedeutung  zu  »oin.  daß  dii  ?e  Beschreibung,  Hv  nn.vf''  ihn  (jhichrr 
Allgtmeinimt)  Anspruch  auf  Kiailrii  uiui  J'inzi.sian  erheben  soll,  dann  eine  un- 
geuiein  viel  vcrwickeltere  l'oria  auueLuieu  uiuÜ. 

Man  kann  iu  der  mathematiHcben  Liteiator  eine  weitverbreitete  Sehen  voi 
der  EinfiShrang  neuer  Begriffe  bemerken.  Nötig  ist  natürlich  die  Ablehnung  ge> 
dankenloser  £rweitemngen  des  Wörterschatzes,  solcher,  wie  sie  jetst  in  einigen 
Artikeln  der  Matlipmatischcn  Encvklopädie  mit  rührender  Unparteilichkeit  der 
hierfür  gewiß  dank  i  arm  Nachwelt  üVierliefert  werden.  Damit  aber  dfirtle  du 
Gute  an  der  Sache  auch  erjicliöpft  tiein. 

Ea  mag  vielleicht  zutreffen,  daß  einige  Diszipliueu  mit  ziemlich  weuigen 
und  einfachen  Begriffen  auskommen  können.  Die  Geometrie  aber  gehört  zu  diesen 
gewiß  nicht.  Der  Geometer  arbeitet  an  einem  Werke,  dessen  Bauplan  selbst  in 
den  Grundlinien  noch  fortwährenden  Änderungen  unterliegt.  Je  mehr  wirklich 
eigenes  ein  Autor  beizutragen  hat,  um  so  öfter  wird  er  neues  und  besseres  Bau- 
material brauchen.  Dessen  Beschatiunir  ihn»  dtircli  entxherrJp-e  UrteüsVildung  er- 
schweren, da«  heißt  eine  Prämie  auf  die  .Mittcliiui liiL^kcit  setzen,  I»or  horror 
ttocarum  notionnm  hat  aber  noch  ganz  anderes  L  uheil  angerichtet.  Da  man  näm- 
lich doch  viel  mehr  Begriffe  brauchte,  als  man  sich  eingestehen  wollte,  namentlich 
auch  solche,  die  einander  teilweise  überdecken,  so  hat  man  sie  unter  falscher 
Flagge  eingeschmuggelt,  indem  man  den  vorhandenen  \Vorton  neue  Bedeutungen 
imterschol».  Mit  unerklärten  nnd  proteusartigen  Begriffen  arbeiten,  heißt  das  nicht, 
sich  und  anderfn  i^and  in  die  Augen  streuen?  Heißt  äna  nirht.  dif  klar»*  und 
lichtvolle  Schönheit  der  mathematischen  Wissenschaft  iu  ihr  Gegenteil  verkehren? 
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Wer  solche  Erscüleichuiigeu  gewoliubeitfimäßig  betreibt,  bat  der  überhaupt  eiu 
rnfttbenuktiichei  GewisMii?  Gilii  ei  flir  ihn  noch  ein«  Qienzlinie.swiaehen  riditig 
nnd  falsch?  ffittem  wix  «ine  wiBaenadiaflliohe  Eiitik  

"Vorurteilen  zum  Trotz  habe  man  «lao  den  Mut,  zu  tun  was  dio  Sache  ver- 
langt. Mau  bete  nicht  an  das  Idol  einer  innerlirh  -  unwahren  Einfachheit,  nocb 
verderbe  man  sich  das  Konzept  durch  ängHtlichet«  Kleben  am  Überlieferten. 

Den  rechteu  Weg  zeigt,  iu  vielen  l:'<illeu  wenigstens,  die  Gruppeutheorie. 
Die  Geometrie  einer  jeden  Transformationsgruppe  hat  ihre  eigentümlichen  Be« 
darfidise.  Figuren,  die  s.  B.  in  der  Elementexgeometrie  weNentüch-Tersdueden 
lind,  kltaimk  tqaivalent  aein  in  «iner  eaderen  Art  der  G«om«trie,  die  durdi  ein» 
umfassendere  Gruppe  bestimmt  wird.  Der  Fortschritt  »ber,  den  man  mit  solcher 
Erkenntnis  gemacht  hat,  wird  manchmal  von  einem  gewid^en  Unbehagen  begleitet 
sein:  Für  einen  häufig  benutzten  und  dabei  vielleicht  sehr  einfachen  BegnÖ  hat 
man  nur  schleppende  Umschreibungen  zur  Verfügung.  In  solchen  Fällen  bringt 
Be&eiung  ein  Wort^  and  dieses  wird  dann  zugleich  Markstein  nicht  einer  bloßen 
Yertweitemng,  sondern  einv  YertieAing  nnaerer  Erkennfaiia.  ^Doch  «in  Begriff  — 
nnd  awir  ein  awedoniftig  nmgienater  Begriff  —  mnft  bei  dem  Werte  aein/' 

Die  Geometrie  wird  noch  viele  neue  Worte  nOtig  haben;  eine  kritische  Ge- 
schichte derer,  die  bis  jetzt  verständig  oder  unverständig  c:p1>ildet  worden  sind, 
eine  Geschichte  also  auch  all  des  Unfugs,  den  Tuau  mit  ihnen  getrieben  hat, 
würde  ein  lehrreiches  Kapitel  sein  —  in  Wahrheit  kaum  weniger  als  eine  Geschichte 
der  Geometrie,  von  der  vir  frei]i<^  noeh  weit  entfernt  aind. 

VIL 

Farallelismiui  und  Parataxie. 

L'nsere  Betrachtungen  fQlireii  nnmittelbar  zu  der  Einsicht,  daß 
zwei  bisher  als  punz  verseLiodon  betrachtete')  (irundbep-riflfe  der  Nicht- 
Euklidischen  Geometrie  in  i  iiiein  engen  Zusaniineniiaug  mit  einander 
stehen,  ja  als  in  gewissem  bmnc  äqnhalefU  zu  emohten  sind.  P]s  sind 
das  die  Begriffe  de.s  jrewöhnlieheu  und  des  j^ogenannten  Ol iff'ord sehen 
Parallelismus,  oder,  wie  wir  vur/.iehen  zu  sagen,  die  Hegriffe  Parallelimiui?? 
nnd  Parataxie,  Begriffe,  denen  übrigens  noch  ein  dritter  analoger  Begriff 
beigesellt  werden  muß.  (übertragen  wir  z.  B.  den  Begriff  ,,paraUele 
Gerade'*  sachgemäß  auf  Pfeile,  so  sehen  wir,  daß  wir  im  ganzen  vier 
neue  Begriffe  zu  bilden  haben:  Zwei  Pfeile  können  ,jiaraUel''  sein  in 
jeder  der  durch  die  folgenden  symbolischen  Gleichungen  angedeuteten 
Arten: 

Ebenso  aber  gibt  es,  wie  man  sogleich  erkennt,  aueli  vier  Arten  der 
Parataxie.  Indessen  genügt  es  uns,  von  diesen  Begriffsbilduugen  nur 
die  Hallte  zu  betrachten. 


1)  F.  Klein,  Math.  Ann.  Bd.  '61.   Ebenso  bei  späteren  Autoren. 
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Wir  werdoi  das  Wort  „parallel'*'  in  Bezug  auf  Pfeile  ma  in  dem 

beschrankteren  Sinne  gebrauchen,  der  durch  die  folgenden  Erkltirungen 


Zicei  Pfmle  Jteißen  alpha- paralld,  wenn  sie  in  ihren  Anfanys- 
pwnkten  ilherdmtimmcn  f^r ,  =  Xa). 

Sie  heißen  omega-paraUelf  tcenn  sie  in  ihren  Endpunkten  ühereinr 
stimmen       —  a^y. 

Entsprechend  beetimmen  wir: 

Zwei  Pfeile  heißen  Imks-syntaktisdi,  wenn  die  MugdiSrigen  orienHeHen 
ElementarvierseUe  in  ihren  lihkseiHgen  Ermigenden  ObereinsHmnien 
(S„  =  =  KX   Sie  heißen  redUs-synfnkHsth^  wenn  diese  Vierseite 

in  ihren  redktseitigen  Ergeitpenden  ubereinsHmmen  (H„  =  Ha,  //„,  =  Hy. 

Wenden  wir  uuii  die  absolute  Korrelation  an,  ^.o  sehen  wir,  dstß 
nphfn  die  beiden  ersten  noch  zwei  ganz  analoge  Begriffe  gestellt 
werden  nicht  nur  iv{)imen,  sondern  uuch  müssen: 

Zwei  Pfeile  heißen  aliiiui-pseudoparaUel,  wenn  sie  in  ihren  Anfang 
ebenen  ubereinstimmen  (v^  —  vi),  Sie  heißen  omeffa^pseudoparaRd,  wenn 
sie  in  ihren  Endebenen  übereinstimmen  (v^  t'^. 

Wie  man  Bieh<^  euteprechen  die  eeelu  definierten  Begriffs  den  sechB 
Paaren,  die  man  aus  Tier  Dingen  heransgreifen  kann: 


[ Gt-FseudoparaUdismus  {S,^  H„\i  IS„^  SL,   H^'^  Ha> 
Es  gilt  also  der  folgende  grundlegende  Satz: 

VII.  l^nitnrirft  man  die  vier  binären  (iehietr,  auf  deren  Inhrfjri/f 
die  Gesamtheit  aller  Elementarvierseite  oder  Pfeile  abgehildd  ist  (Satz  VI), 
irgend  tvelchm  projelüven  Transformationen,  in  der  Weise,  daß  man 
sie  gleichzeitig  auf  irgend  eine  der  U4  möglichen  Arten  unier  einander 
vertauscht,  sa  werden  die  sechs  erllärten  Begriffe  unter  einander  wr- 
tausdit,  und  zwar  dfenso^  wie  die  sechs  Paare,  die  man  vier  Dingen  ent- 
n^men  kann. 

Die  genannten  Transformationen  bilden  eben  die  Qmppe  Ton 
24  •  00**  Tollkommen-eindentigen  Transformationen,  die  wir  schon  in 
Ali  VI  eiogefahrt  haben. 


gegeben  ist: 


Linlaeifige  Sifnlarie  \  S^,,  !S„,]:  fi!^=-S^, 
BedUseUige  Syntaxie  { :  i/.  -  ü^, 

a-'ParaMismus  { //^ } :     —  Äl, 

m-ParoMdimm  { S,„ ,  //„, } :  =  SL , 
a-Pstudüjjarüllelisnius  \!E!^^,  iJ^,,\:  a„  =  Ä,', 


s 
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Wir  haben  nun  hier  ein  sogenanntes  Vb^rtrafffmasprlnzip  vor  nns, 
das  mit  dem  als  „Prinzip  der  Dualität"  bekannten  Vertaiirt^n  Verwandt- 
schaft hat,  und  dieses  i  nämlich  die  Polarität  in  lie/.ug  auf  ein  räniiilirh*  « 
Polarsysteni )  außerdem  umfaßt.  Wie  die  Gruppe  aller  komplexen  Koiii- 
neationen  und  Kon  r  lutionen,  eine  Uruppe  von  2  •  co**  Transformationen, 
durch  die  Gruppe  der  ^i  icht-EukUdiachen  Ti'wetrunL'pn  <chon  bestimmt  ist, 
so  ist  unsere  Gruppe  von  24 -oo*'"  Translormat innen  ebenfalls  durch 
die  Nicht-Euklidischen  Bewegungen  bestimmt.  Jede  dieser  Gruppen 
detiniert  ferner  eine  besondere  Art  der  Geometrie,  die  in  der  Nicht- 
JSuklidi sehen  enthalten  ist,  d.  h.,  deren  sämtliche  Sätze  ohne  weiteres 
axLch.  Sätze  der  Nicht -Euklidischflii  Geometrie  sind,  aber  —  zunächst 
wenigstens  —  nur  einen  Teil  der  zn  dieser  gehörigen  Wahrheiten  ans- 
maclieQ.  Und  hier  wie  dort  werden  die  einzelnen  Begriffe  und  Theoreme 
gruppenweise  angeordnet:  Dieselbe  Bolle  wie  dort  die  Zahl  2,  übemimtnt 
hier  die  Zahl  24.  Es  ist  für  Den,  der  überhaupt  die  Bedeutung  des 
Gmppenbegriffs  sich  deutlich  gemacht  hat,  kaum  nötig,  das  noch 
weiter  auszuführen.  Den  Zusammaihang  solcher  zusammengehöriger 
Sätze  aufzudecken,  deren  jeder  alle  anderen  dnrch  ein  mechanisches 
Verfahren  liefert,  ist  ohne  Zweifel  ein  zentrales  Problem  auch  der 
Nichi-£aklidi8chen  Cbomsirie  selbst  —  nm  so  mehri  als  —  hierin 
ungleich  dem  Ptixusip  der  Dualität  —  solohe  Sitze  eine  redit  ver- 
schiedenartige Form  haben  können,  und  daher,  bei  dem  gegenwirtigen 
Stande  der  geometrischen  Wissenschaft,  ihre  Wesensgleichheii  nicht 
auch  dem  flüchtigen  Blick  sofort  zu  offenbaren  brauchen.  Sin  erstes 
noch  ganz  an  der  Oberfläche  liegendes  Beispiel  haben  wir  soeben 
kennen  gelernt^  in  der  Koordination  der  Begrifl^e  Syntaxie^  ParaUelismus, 
Fseudoparallelismus.  Ein  weiteres  Beispiel  werden  wir  sogleich  aus- 
führlich behandeln.  ZuTor  aber  wollen  wir  kurz  noch  einige  Eigen- 
schaften der  eingeftthrten  Begriffe  besprechen. 

Offenbar  hat  man  zunächst  drei  ^tze  nach  dem  Muster  des 
folgenden: 

Es  gibt  einen  wmgen  Pfnl,  der  su  einem  gegebenen  PfeU  linlrs- 
ssfntakUsd^,  nnd  m»  einem  gtmkn  reti^-eifnUikiiseh  ist. 

Die  absolute  Polare  irgend  eines  Pfeiles  z.  B.  ist  Tollkommen  da- 
durch bestimmt,  daß  sie  zu  diesem  Pfeil  selbst  links -syntaktisch,  und 
zu  dem  umgekehrten  Pfeil  rechts -syntaktisch  ist.  Femer  fol^t,  daß 
das  Pfeilkontiununi  sich  eindeutig- umkehrbar  und  stetig,'  abbilden  läßt 
auf  das  Kontinnuni  aller  l'aare  von  Pfeilen,  deren  geraiiimiix^^  Träger 
einen  vorge.schriebeneu  der  absoluten  Fläche  nicht  angehörigen  l*nnkt 
enthalten,  oder  auch  in  einer  Ebene  liegen,  die  nicht  Minimalebene  ist. 
£s  ist  das  ein  Fundameutalsatz  unserer  Theorie,  den  wir  jedoch  in 
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einer  etwas  abweidienden  Form  za  beButBen  zweckmäßig  finden  (Lelir^ 
Sätze  IX) 

Drei  weitere  elementare  LeliTsatze  sind  gebildet  nacli  folgendem 
Schema: 

Wenn  ^an  Pfeile  m  einem  driltm  a-  {oder  a-)paraUel  sitidf  so 
sind  sie  es  auch  unier  einander. 

liier  findet  «ich  alno  eine  Haupteigenschfift  der  Parallt'len  des 
Euklidiscben  Baumes  wieder.  Im  JSicht-Knklidi.schm  Räume  enteist 
m'h  hicyni  der  Begriff  des  Pfeiles  als  einfacher  als  der  Be'jriff  der 
geraden  Linie.  Zwei  Gerade  nämlich,  die  zu  einer  dritten  parallel  sind^ 
brauchen  oflPenbar  nicht  unter  einander  parallel  zu  sein. 

Beachtnng  verdient  schließlich  noch  der  Ura  stand,  daß  der  Zu- 
sammenhang eines  Bündels  z.  B.  a-pamlleler  Pfeile  craii^  verschieden 
ist  von  dem  Zusammenhang  eines  von  Geraden  gebildeten  Lobat- 
schewskyschen  Parallelenbündels.  Das  erste  Kontiuuum  läßt  sich 
eindeutig-umkehrbar  und  stetig  abbilden  niif  eine  nicht-siiiguläre  flache 
2.  Ordnung,  nämlich  auf  die  absolnte  FlächOi  während  das  zweite 
Trager  eines  temaren  Gebietes  ist. 


Stellen  wir  die  YerHltnisse  der  homogenen  binftren  Parameter 
der  vier  Erzeugenden  S„i  S^,  Ha,  eines  orientierten  Mementar- 
Tierseits  als  analytiBche  Funktional  von  ein«n  oder  zwei  oder  drei 
wesentlichen  komplexen  Piurametern  dar,  so  erhalten  wir  eine  analytische 

Mannigfaltigkeit  ron  oo*,  oo*,  oo*  solchen  Elementarvierseiten  und  von 
entsprechenden  Pfeilen:  Einen  liegnlus,  eine  Kongruenz,  einen  Komplex 
von  Pfeilen.  Es  sind  das  otfeubar  Begrifte,  die  analog  sind  den  Be- 
griffen (analytische)  R^geltlüche,  Linienkongruenz,  Linienkoiuplex  der 
Plückei  schen  Liuieugeometrie,  sich  mit  diesen  aber  keineswegs  decken. 

Wir  wollen  nun  drei  FamUien  von  rfeilkongrueuzen  betiarlilen, 
deren  jede  zu  den  Erzeugenden  der  absoluten  Fläche  eine  besunders 
einfache  Beziehung  hat.  Es  kann  nämlich  eintreten,  daß  dnrch 
Elimination  der  beiden  wescutlicheu  Parameier  einer  Kon^Tiienz  ein 
Paar  analytischer  Gleichun^f  n  rjp  —  0,  ^  =  0  entsteht,  in  das  die  I^ara- 
nieter  der  vier  binären  (JetnetL'  (|^),  (i^J,  (j^^)  auf  eine  der  drei 
möglichen  Arten  getrennt  eingehen: 


vm. 


Die  di«i  Familien  ansgeMiehnetor  Xongrneuen. 


(1) 
(H) 

(UI) 


9  da;  nJ-^,     4>{L}  ^ta)^0. 
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Wir  nenuea  diese  besoudereD  Kongruenzen  aasgaseicJtnete  Kon- 
gruenzen. 

In  jedem  der  drei  Fälle  kaim  es  eiutreteu,  daß  mindestens  in  eine 
der  beiden  Abhängiprkeitr'n  (p  =  0,  =^  0  nur  eine  der  darin  der  Form 
nach  vorkomiuendeu  ^Hnjiden  wirklich  eingebt.  Diese  ausgezeiclmeten 
Kongruenzen,  bei  denen  jedesmal  das  erzengende  Fjlenientarvierseit 
wenigstens  eine  Gerade  von  nnveründerlicher  Laf^e  eutiiäJt,  wollen  wir 
als  sinf/ulär  bezeichnen.  Besonderes  Interesse  haben  unter  diesen 
singulären  Kongruenzen  die,  die  doppelt- fi in ffulär  sind,  bei  denen  näm- 
lich ])eide  Abhängigkeiten  (p  ^  Oy  ^  =  ü  zugleich  die  yorausgesetste 
Besonderheit  haben.    Man  erkennt  ohne  weiteres: 

Fs  ffibt  seclis  Arten  doppeU-singulärer  ausgeeeieknekr  Pfeäk^gruenzeny 
deren  jede  vkrfaek  unendlich  viele  Kongrueium  umfaßt,  und  durch  je 
einen  der  eedu  in  Art.  VII  eingeführten  Begriffe  erltlärt  werden  kann. 
Diese  sechs  Arten  sind  auf  drei  Faare  verteiU,  und  swar  so,  daß  die 
leiden  Arien  eines  Paares  jedesmal  den  wUständi^  Durchsehmtt  wn 
Mweien  der  drei  Familien  ausgeseidineter  Kangruensen  hOden. 

Genauer  zeigt  dies  folgendes  Schema: 

(II,  lU), 

|„  —  oonsi,  1^  —  eonst.  Eongnieiuseii  linkssyntiiktischer  Pfeile. 
i}^»oonsty  i^^^oonsi    Eongraenzen  rechtssyniaktisoliet  Pfeile. 

(III,  I). 

1^  »  coast.;  1}^     confifc.    Kongruenzen  «e-paralleler  Pfeile. 
|„    oonsiy     —  consi    Kongruenzen  id -paralleler  Pfeile. 

(I,  II). 

|„=const.,  =  const.  Kongruenzen  ß-pseudoparalleler  Pfeile 
|„  >—  const.,  t;^     const.    Kongruenzen  o-pseudoparaiieler  Pfeile. 

Die  vier  letzten  Arten  doppelt -singulärer  Kongruenzen  w^en 
offenbar  Ton  den  komplexen  Bewegungen  Tollkommen-tninsitiT  rer- 
tanacbiy  nicht  so  aber  die  beiden  ersten.  Tielmebr  enthalten  diese  je 
eine  Unterart^  die  aus  oo'  akzesaoriechen  Kongruenzen  besteht  (|^  = 
■=  consi  oder  i?«  »  i?»  «■  const.),  und  deren  Individuen  durch  Bewegungen 
nur  unter  einander  vertenscht  werden  können. 

Die  absolute  Konppruenz  (|^,  =  t;  ^  =  rj^  gehört  zu  den  nicht- 
siugulären  Kongruen/.en  der  ersten  Familie. 

Identiiizieren  wir  jetzt  für  einen  Augenblick  die  absolute  Flache 
mit  einer  Kugel  im  Euklidischen  Ranine,  so  sehen  wir.  daß  eine  ana- 
lytische Transformation  x„  ->      der  Punkte  dieser  Fläche  eigentlich- 


Digilizod  by 


494 


£.  Study: 


od«r  iineigeniJich'konfbnii  igt,  wenn  sie  die  beiden  Scharen  ron 
sengenden  einzeln  in  Bnhe  Ußt  oder  Tertaascht    Wir  wollen  daher 
allgemein  erklSren: 

Die  Transformation      ->■  x^^  von  Pupkten  der  absoluten  Fläche 

heiße  eiqenÜich-[uneiqenilich-] honform,  wenn  sie  (im  Gebiete  regulären 
Verhaltens)  die  beidon  Scharen  von  Erzeugenden  der  absoluten  Fläche 
in  Kuhe  läßt  [vertauscht]. 

Die  Transformation  r,.^  von  Ebenen  der  absoluten  Fläche 

heiße  tiyvHÜuii-l u}i<'i<iPnflU'h-]li)uj'tir)u,  wenn  sie  die  beiden  Scharen  von 
Erzeugenden  der  absoluten  Fläche  in  Ruhe  läßt  [vertauscht]. 

Es  gelten  dann  olfenbar,  im  Gebiete  regulären  Verhaltens,  von 

dem  allein  hier  die  Rede  sein  wird,  die  folgenden  Sätze: 

— ►  — ► 

(I).  Die  Pfiok  x^x^  oder  v^v^  einer  jeden  nicht' singulären 
Kongruens  der  ersten  Familie  ifermiUdn  irgend  eine  (d,  k,  keinerlei  Se- 
sehränhmg  unierwotfem)  eiyenÜieh^t&nforme  TratisformatUm  der  Ihadetej 
und  eine  etyaiäith'kanforme  Transformation  der  Ebenen  der  ahschden 
Flädte, 

.  — ^  — *" 

flT).    Die  Pfeile   x^x^.,  oikr  v^v,.,  tiitfr  juhn  nieht-snufuJären 

Kt/m/nienz  der  zweiten  Familie  haben  ihre  Anfinujs-  louf  Eiuipmikte  auf 
irffend  sivei  (nicht  notwendig  vcrf^rhiedenen)  knimmen  üii<dytischen  Kurven 
der  absoluteti  Fläche,  mid  sie  vermitteln  eine  umigentlich- konforme  Trans- 
fomiatmi  von  deren  Ebenen. 

(III).  Die  Pfeile  x„x^  oder  einer  jeden  nicht- singulären 
Kongruene  der  dritten  Familie  vermitteln  irgend  eine  uneigenüieii-konforme 
Transformation  der  Punkte  der  ahsduten  Flädte,  und  ihre  Js^angS' 
und  Endebenen  lerühren  twei  auf  dieser  gelegene  krumme  analgHs(Ae 
Kurven. 

Augenscheinlich  ^ind  diese  drei  oder  vielmehr  sechs  Sätze,  die 
man  leicht  durch  dit'  etwas  urastündliehere  Heschreibuni^  der  aus- 
gesichlüsscnen  (Irenztlille  erpin/cn  wird^  für  die  nicht-sin^ulären  u\\<- 
gezeichneten  Kongruenzen  ( huraLierisfisdi.  I'ud  Ahnliches  gilt  vuu 
den  folgt  inlen  Eigenschaften,  deren  Formulierung  sich  auf  sämtUche 
Fälle  erstreckt: 

(I)  .  Die  Pfeile  einer  jeden  Kongruene  der  ersten  Familie  lassen 
sidi  auf  zwei  verschiedene  Arten  auf  Beguli  voieilen,  dera/rt^  daß  alle 
Pfeüe  jedes  einsdnen  Begulus  eu  einander  synkdctisch  sind, 

(II)  .  Die  Pfdle  dner  jeden  Kongruenz  der  eweiten  Familie  lassen 
sich  auf  gwd  versdaedene  Arten  auf  BeguU  verteilen^  derart,  daß  äUe 
Pfeile  jedes  einzdnen  Begulus  su  einander  paraUd  sind. 
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(III).  Die  Tfrilr  cino-  jeden  Kongruenz  der  dritten  Familie  Inssm 
sif'h  auf  zu-i'i  vemJiiedene  Arten  auf  Bcffuli  verteilen,  derart^  daß  aüe 
l*feile  dcS6elhen  ]!f'f/>diis  zu  einmider  pseudoparallel  sind. 

Jni  Falle  (I^  sind  offenbar  die  Reguli  derselben  Schar  —  TermÖge 
komplexer  Bewegungen  —  zu  einander  kongruent,  abgesehen  von  Oienz- 
fallen,  die  als  Aueartongen  der  übrigen  betrachtet  werden  können. 

Zugleich  erkennt  man: 

Durch  jeden  Reffidiis,  der  nicht  eu  den  soeben  unter  (I)  —  oder  (II) 
—  oder  (III)  —  genannten  gehört,  geht  eine  Kongruent  der  ersten  — 
oder  eweiten  —  oder  dritten  —  Familie, 

Hat  aLso  der  Regulus  keine  der  genannten  drei  Besonderheiten, 
so  geht  durch  ihn  je  eine  Kongruenz  der  ersten,  zweiten  und  dritten 
Familie. 

Bis  hierher  haben  wir  nicht  viel  anderes  getan,  als  die  Definitions- 
gleicliuiigen  der  dreierlei  ausirezeiehnet^n  Kongruenzen  durch  Worte  zu 
umschrcil)«  !!  —  was  wir  übrigens  für  durchaus  notwendig  halten.  Nicht 
ganz  so  an  der  Oberfläche  liegen  die  metrischen  Sätze,  ?on  denen  wir 
jetzt  reden  wollen.^) 

(I)  Zu  den  Kon2;ruenzen  der  ersten  Familie  gehört  zunächst 
die  absolute  Kongrueii/,  die  von  alh^u  Punktpi'eileu  ^  a,„,  11^=11^^ 
gebildet  wird.  Es  ^ndiören  femer  dazu  zwei  Gattungen  von  Kongruenzen, 
deren  Pfeile  zwar  nicht  sämtlich  Puuktpfeile,  wohl  aber  sämtlich  ak- 
zessorisch sind.  (S„  =  oder  =  i/^.,.)  Alle  die.se  Kongruenzen 
schließen  wir  jetzt  aus.  Unter  den  übrig  bleibenden  befinden  sich 
dann  yier  Arten  Ton  doppelt  singulären  Kongruenzen^  nnd  zwei  Ton 
diesen 

»  const,      =  const.;   ^  =»  const,     =  const. 

kabeu  ihre  Geraden  in  Minimalebenen,  d.  h.  in  Ebenen  der  absoluten 
Fläche,    Aueh  diese  beiden  Arten  von  Kongruenzen  (nicht  aber  auch, 
die  beiden  anderem  wollen  wir  ausschließen. 
Es  gilt  dann  der  folgende  Satz: 

Von  den  soeben  aufgezählten  Gr^u- fällen  abgesehen  besteht 
jede  Kongruenz  der  crsfrn  Familie  aits  den  Normalen  einer  Sdior  von 
paraüelen  orientierten  Flächen  der  Krümmung  Null,  und  eoentudl  aus 
der  anäl/ytisehen  Fortseteung  dieser  (naUiiüd^  dfenfaUs  orientierten) 

1)  Wir  kSimeii  »uf  disM  Dinge  hier  mir  so  weit  eingehen,  als  es  für  unsere 

Zwecke  durchaus  nötig  ist.  —  Wegen  der  Flächen  von  der  Krnmnujng  Null  ver- 
weisen wir  auf  L.  Biancbi,  Lesioni  di  Qeometna  differeniinle,  vol.  X  (Pisa  1902), 
aOO.  219,  280,  8S1. 
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Nortmäen^mgnteitg  in  das  van  allen  PfeUen  g^ildete  Kontinttum. 
Jede  8(Me  Ncrmalenkongruene  wird  auf  diese  Weise  ffrfunde».^) 

Es  ergibt  sich,  daß  die  va.  einer  Boldien  Noraudenkongniens 

absolut- korrelative  Kongruenz  wieder  eine  solche  ist,  ausgenommen 
dann,  wenn  die  vorgelegte  Kongruenz  aus  parallelen  Pfeilen  besteht. 

Ferner  bemerken  wir,  daß  die  sechsgliedrige  Gruppe  .iller  link- 
seitigen  Schiebungen  (  bei  denen  alle  rechtseitigen  Erzeugenden  —  //  — 
der  absoluten  Fünibe  einzeln  in  liulie  bleiben)  nicht  nur  du-  luik- 
seitigeu  Erzeugenden,  sondern  aueh  die  Paare  von  verselut denen  Er- 
zeugenden (Saf  Sn,)  (v^uuie  auch  noch  die  Tripel)  transitiv  untereinander 
verteuscht.  Man  kann  daher  alle  Paare  S^,,  5„  von  Lösungen  der 
Gleichung  1,^,1,^)  =  0  aus  einem  nicht  zu  speziell  gewählten  unter 
ihnen,  nrdigenialls  mit  Hilfe  eines  Grenzübergangs,  dadurch  ableiten, 
daß  man  eine  passend  ^'ewählte  analytische  Schar  von  iinkseiligen 
Schiebungen  zur  Ausführung  bringt.  Das  Entsprechende  gilt  von  den 
Lösungen  der  Gleichung  >/,„^  ~  ^• 

Beide  Srharen  von  Sehiel>ungen,  die  noch  auf  unendlich  viele 
Arten  sieb  wählen  lassen,  sind  dann,  wie  verschiedenartige  Schiebungen 
fiberhaupt,  mit  einander  vertauschbar.  Umgekehrt,  entstehen  die  Pfeile 
allgemeiner  Lage  einer  analytischen  Pfeilkongruenz  aus  irgend  einem 
Pfeil  durch  Zusammensetzung  zweier  analytischer  Scharen  von  link- 
seitigen  und  rechtseitigen  Schiebungen,  deren  jede  aus  einem  Pfeil 
allgemeiner  Lage  <x)*  andere  hervorgehen  läßt^  80  geb(')rt  die  Kongruens 
zur  ersten  Familie  ausgezeichneter  Kongruenzen.  Wir  können  diesen 
Sa(^Terhalt,  ohne  diesmal  eine  Einschränkung  hinzufügen  zu  mtissen, 
kurz  80  ausdracken: 

Die  Kanffruenj^  der  ersten  Famüie  sind  die  Trans^ionskcngrvmMen.^ 

1)  Ve^leichea  wir  diesen  Sats  mit  dem  zuvor  angeföhrten,  bo  wgibt  sich: 

„Wenn  die  gemeinsamen  Normalen  x^x^  einer  Schar  von  (orientierten) 
pnraüelen  Flächen  von  der  Etftmmnng  Null  nicht  alle  dieselbe  Erzeugende  der 
abtiüluteo  Fläche  treffen,  so  vernn'tteln  sie  eine  eigentHoh-kouforme  Beziehung 
ar^-^'ar,,,  zwischen  Punkten  dieser  Fläche,  di'  nicht  dir  Besonderheit  luit.  in  einer 
der  beiden  6char€n  uUe  Erzeugendm  in  Ruhe  zu  lassen  (soweit  nämlich  die  Ab- 
bildong  fftr  diese  Beengenden  definittt  ist;.*^  Ebenso  gilt  das  Ümgekdbzte. 

S)  Vniec  diesen  Begriff  fallen  nUM  die  syntaktischen  Kongmenaen,  die 
ebenfalls,  aber  in  gras  anderer  Weise,  dnieh  Sdiiehnngen  eisengt  werden  kOnnmi. 
Wohl  aber  fallen  unter  ihn  die  Kongmensen  von  panJlelen  oder  paendopaxalleilen 

Pfeilen,  sowie  die  absolute  Konpfrupnz. 

l)ip  dIicii  erwälinte  Willkür  kann  man  dazu  l'enutzen,  die  Flüchen  Ton  der 
Krüuiuiung  Null  8ulb»i  durcii  Translation  eutatehvn  zu  lassen.  Es  ergeben  sich 
dann  die  Bianchisohai  Sätoe  (s.  die  Zitate  S.  496). 

Man  kann  auch  sagen:  JKe  (orientierten)  Fl&chen  toh  dei  Krümmung  Noll 


.^.d  by  Google 


über  Nieht-Goklidiiche  nsd  Liniengeometrie  (V— XIQ. 


497 


Natürlich  liefert  die  Erzeugung,  TOD  der  hier  die  Eede  ist,  die  schon 
erwähnten  kongruenten  Reguli. 

(II  und  III).  Während  die  erste  Familie  ausgezeichneter  Kon- 
gruenzen za  sich  selbst  absolut -korrelativ  ist,  sind  es  die  zweite  und 
dritte  zu  einander.    Wir  können  diese  zusammen  behandeln. 

Bei  einer  Kongruenz,  die  nicht  von  lantor  akzessoiisehen  Pfeilen 
gebildet  wird,  bilden  die  gemeinsamen  Normalen^)  zwischra  einem  Pfeil 
allgemeiner  Lage  und  den  zu  ihm  benachbarten  Pfeilen  in  der  Regel 
eine  irreduzibele  Kegeifläche  4.  Ordnung,  die  hier  die  Stelle  des  dem 
Euklidischen  Räume  angehörigen  f;oo:cnnnnteTi  Zjlindroids  vertriit. 
Diese  Fläche  kann  aber  in  Terschiedener  Weise  ausarten  und  sogar 
unbestimmt  werden,  Sie  kann  z.  B.  in  zwei  irreduzibele  Flächen 
2.  Ordnung  —  sogenannte  Gl i f f  or d sehe  Flachen  zerfallen.  Man  kommt 
dann  offenbar  wieder  zu  den  soeben  nnier  I  behandelten  Kongruenzen 
allgemeiner  Art,  und  also,  wenn  man  die  sich  darbietenden  GfrenzföUe 
nachtriglich  hinzuf&grt^  zu  allen  diesen  Kongruenzen.  Die  Flache  4  0. 
kann  femer  auch  —  als  Ort  gerader  Linien  betrachtet  —  derart  in 
▼ier  ebene  Bflschel  zerfaUen,  daß  deren  zwei  stets  Ton  Minimalgeraden 
gebildet  werden.  Lassen  wir  diese  letzten  als  „uneigmtlidie^  Normalen» 
Örter  beiseite,  so  bleiben  als  Örter  „eigentlicher^  Normalen  noch 
zwei  —  nicht  notwendig  Ton  einander  und  Ton  den  eben  genannten 
Terschiedene  —  ebene  Büschel  von  Geraden  ttbrig,  die  einander 
in  der  absoluten  Korrelation  zugeordnet  sind.  Zwei  solche  Büschel 
aber  können  auf  zwei  verschiedene,  einander  korrslativ-zugeordnete 
Arten  zu  einer  Geraden  (die  nicht  Minimalgerade  ist)  normal  sein: 
Entweder  geht  die  Gerade  durch  die  beiden  Scheitel  der  Büschel,  und 
diese  liegen  in  zwei  zu  der  Geraden  und  zu  einander  senkrechten  Ebenen; 
oder  die  Gerade  liegt  in  den  zu  einand^  senkrechten  Ebenen  der  beiden 
Büschel,  uud  diese  haben  ihre  Scheitel  auf  der  absoluten  Polare  der 
Geraden.-)  Iviiie  bekannte  Definition  aus  dem  Euklidischen  Raum  auf 
den  Xii.'lit  Kuklidischen  uusdebneiidj  iieniieu  wir  nun  Kongruenzen  (vüu 
Geraden,  und  ebenso)  von  Pfeilen,  bei  deiien  im  einer  Stelle  allgemeiner 
Lage  der  erste  dieser  beiden  Fülle  eintritt,  isotrop.    Die  zu  diesen  Kon- 

entoteheo,  als  Vereine  betrachtet,  durch  Translation  von  (orientierten)  Flächen- 
elementon.  !^ie'ie!V>(<  Kigensrhnt't  hüben  dann  noch  einige  andere  Vereine,  die 
Greuzi'üiie  der  geiuiiiiiti'n  sind. 

1)  Zwei  Gerade  sind  /.n  einander  „uurmal'',  wenn  jede  die  andere  und  zugleich 
denm  absolute  Polu»  schneidet.  Es  ist  daher  in  dem  hier  allsin  in  Betracht 
kommenden  allgemeinen  Falle  klar,  was  mau  unter  den  va  einem  Pfeil  normalen 
Oeraden  zu  verstehen  hat. 

2)  Wir  haben  hier  mehrere  Fälle  xnsammengefaßt,  die  bei  einer  eingehenderen 
Untemuehung  getrennt  werden  müBsm, 
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gruenrjen  konrelattren,  bei  denen  der  Eweite  Fall  einftriti^  werd^  dum 
analog  der  sdion  eingefElhrten  Bezeiclitmng  „pseudoparallel^'  pseadisotrop 
zu  nennen  sein.  Zu  heideti  Familien  von  Kongruenzen  aber  werden  wir 
die  speziellen  Kongruenzen  rechnen  müssen,  bei  denen  alle  Normalen 
irgend  eines  Pfeils  allgemeiner  Luge  auch  benachbarte  Pfeile  der  Kon- 
gruenz senkrecht  treffen.  Es  sind  das  alle  Kongruenzen,  die  von  syn- 
taktischen, aber  nicht  akzessorischen  Pfeilen  «rebiidet  werden:  Eben 
die  Kongruenzen,  deren  Vorliandensein  wir  schon  oben  angedeutet 
hatten,  zu  denen  iiiiinlu  h  bcsiunHiU'  dem  Zylindroid  analoge  Flächen 
überhaupt  nicht  gehören.  GrcHzfäüe  dieser  2  •  oo"*  Kongruenzen  sind 
schließlich  alle  Konfrnienzen  der  zwoit<'n  und  dritten  Familie,  die  eine  in 
der  beiden  nkzessorischeu  Komplexe  ganz  angehören:  Es  sind  das  tlic 
2  •  rc>-  s[)'  /n  Uen  syntaktischen  Kongruenzen  l„  =  ^  const.  und 
^/tu  const.  Auf  diese  also  werden  wir,  nachdem  wir  schon  die 
übrigen  syntaktischen  Kongruenzen  als  zugleich  isotrop  und  pscndisotrop 
bezeichnet  hatten,  diese  Worte  —  vcrnKige  einer  neuen  Definition  — 
zweckmäßigerweise  elieiifalls  in  Anwendung  bringen. 

Nunmehr  können  wir  weitere  charakteristische  Eigenschaften 
unserer  Familien  11,  III  sehr  kurz  ausdrücken: 

Die  gwdte  Familie  ausgeeeidinefer  Kcngruengen  hesieM  aus  aUen 
pseudisoiropen,  die  dritte  aus  allen  isotropen  Pfeilkongruengen. 

Beiden  Familien  zuykick  yeiiörm  an  die  2  •  cc*  Komjrmnzen  syn- 
taktischer Pfeile:  unter  diesen  allein  finden  sich  (2  •  cx>-)  Konyniemenf 
die  yanz  aus  akzessorischen  Pf'eikn  bestehen  (und  also  selbst  in  der 
Umgebung  von  Stellen  allgemeiner  Lage  nicht  als  Kongruenzen  von 
Speeren,  imd  ebenso  wenig  von  Geraden,  augesehen  werden  können). 

Wenden  wir  uns  jetzt  zurück  zu  dem  in  Art  Vll  verlassenen 
Gedankengang,  SO  sehen  wir,  daß  wir  ein  bemerkenswertes  Ilesultat 
erhalten  haben: 

VIII.  Die  zuvor  erldärte  aus  24  ydrenntin  hmtinuimiichen  ScJiarm 
analytischer  Transformationen  bestrhende  unmdtirhp  Gruppe  hat  die  — 
für  sie  f'nh  analytische  Gruppe)  charakteristiscJte  —  Eigens<ßu(ft ,  die 
fdgemien  drei  Dinge  in  aUgemeinster  Weise  mier  einander  zu  vertauschen: 

(I)  .  Die  FamÜie  aUer  Trandationskongruengen. 

(II)  .  Die  Familie  aller  pseudisotropen  Kongruenzen, 

(III)  .  Die  Familie  aller  isotropen  Kongruenzen. 

Hierin  also  ist  begründet  die  Anordnung  von  mehreren  der  vorher- 
gehenden Satze  zu  Tripeln. 
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Aber  schon  die  im  Satze  VII  genannte  endlielie  ünterp^nippe 
Ton  24-  ^*^  Transt'orniatioiien  der  Pfeile  hat  dieselbe  Eitrenschaft. 
Da  diese  spezielleren  Transformationen  den  Vorzug  haben,  überall 
eindeutig  zu  sein,  so  wird  mm  am  besten  irgend  eine  geeignet  gewählte 
unter  ihnen  verwenden,  wenn  es  sich  darum  handelt  die  drei  Dinge 
II,  ni  in  YorgeBohnebener  Weise  unter  einander  zu  Tertaasohen. 

Jede  wuerer  drei  Familien  ausgezeichneter  Kongruenzen  gehört 
sn  eineor  eigentümlichen  Art  der  Geometrie,  oder  vielmehr  zu  deren 
zweien.  Jede  bleibt  nämlich  in  Buhe  bei  einer  unendlichen  Gruppe 
von  analytischen  Transformationen  der  Pfeile,  die  ans  zwei  getrennten 
kontinuierlichen  Scharen  besteht,  und  diese  Gruppe,  sowie  namentlioh 
ihre  (invariante)  kontinuierliche  Unteigmppe  definieren  in  bekannter 
Weise  Äquivalenzbegriffe.  Die  z.  B.  zu  den  drei  kontinnierliehen 
Untergruppen  gehörigen  Arten  der  Geometrie  haben  wir  als  in  einem 
höheren  Sinne  äquivident»  nSmlieh  in  einander  transformierbar  erkannt: 
Und  dieses  scheint  uns  ein  wichtiges  Ergebnis  zu  sein^  obwohl  die 
Entwickelnng  der  genannten  Diaziplinen  selbst  noch  ganz  eine  Aufgabe 
der  Zukunft  ist. 

Die  genannten  unendlichen  Grappen  lassen  sich  ohne  weiteree  an- 
geben. Im  Falle  I  z.  B.  werden  sie  durch  die  folgenden  wohl  un- 
mittelbar Terstftndlichen  Gleichongen^)  ausgedrflckt: 

I«        ia{r)u,  »/Vi.      IJo        V'ai^at  Iw) 

Ebenso  bestin  iiil  man  ohne  weiteres  die  noch  vier  getrennte 
Scbartn  umfassend»  unendliche  Gruppe  aller  iiualytischen  Trans- 
formationen der  Pfeile,  die  zwei  der  drei  Familien  ausgezeichneter 
Kongruenzen,  und  folglich  au  eh  die  dritte,  einzeln  in  Kuhe  lassen. 
Ihre  invariante  kontiuuierlicUe  Untergruppe 

und  die  zugehörige  Art  der  Geometrie  kömien  auch  dadurch  charakterisiert 
werden,  daß  die  sechs  Begriffe  der  link-  und  rechtseitigen  Syntaxie, 
des  imd  fl9-ParalleIismQS  und  Antiparallelismus  einzeln  in  Kuhe 
bleiben. 


1)  fi»  TOnteht  aioli,  daft  diese  Oleickutigen  virklich  Transfoimationen  dais 

•teilen,  d.  h.  im  sllgemeisen  auflOibar  sein  mflasen.  Ebenso  versteht  es  sich^ 
daß  die  ihnen  m  vntsrweif enden  Figuren  dasa  geeignete  Exittensbereiche  haben 
müssen. 
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Bemorkt  iiswert  ist  (Irr  Umstand,  daß  die  Traiislationskongnienzen, 
die  isotropen  und  pseudisotropen  Kongruenzen  alle  den  gleichen  Grad 
sogenannter  Allgeraeinheit  haben,  wiewohl  das  verallgemeinerte  Zylin- 
droid  im  ersten  Falle  nur  zwei  iiredii^ibele  Bestandteile  zu  haben 
braucht,  in  den  beiden  anderen  aber  deren  vier  hat.  Daß  durch  die 
letzte  Art  de54  Zerfallens  keine  stärkere  BeschzänkaDg  herbeigeführt 
wird,  als  durch  die  erste,  wird  verständlich,  wenn  man  bedenkt,  daß 
das  verallr^emeinerte  Zylindroid  selbst  schon  eine  stark -spezialisierto 
Begelfläche  4.  Ordnung  ist 

IX. 

Die  eUiptiBelie  Goometiis 
mit  dem  reellen  Pfeil  als  Baumelemeiit. 

Bis  zu  diesem  Punkte  haben  wir  unsere  Untersucliung  in  der  üin- 
sieht  völlig  allgemein  geführt,  daß  wir  reelle  Figuren  gegenüber  den 
komplexen  nicht  ausgezeichnet  haben.  Wiewohl  nun  diese  Art  von  Be- 
trachtung sich  noch  weiter  fortsetzen  ließe,  wollen  wir  jetzt  die  Yoraua- 
seteung  einführen,  die  für  die  elUptische  Geometrie  charakteristisch  ist. 

Wir  näimm  mmmihr  an,  daß  die  ähsoliäe  Flädte  redl  ist,  und 
iä/erdies  redie  Scharm  von  Ergeuffende»,  nicht  aber  reelh  einedne  Br- 
geuymde,  und  folglich         ^eine  redien  Punkte  und  Ebenen  hat. 

In  folge  hiervon  lii'gpn  jetzt  irgend  zwei  verschiedenartige  Erzeu- 
gende der  absoluten  Fläche  in  einem  rrrdcn  (jiicht  orientierten^  Elemetitar- 
vicrscity  das  uns  vier  paarweise  konjugiert- komplexen  Erzeugenden 
^  und  H  imd  H  besteht,  licclle  orierUierte  Elemenfarvierseiie,  und 
entsprechende  redle  Pfeile  aber  gibt  es,  nad*  unserer  friUieren  BeßniOon 
redler  Figuren,  iib&'haupt  nidit.  Denn  wenn  man  die  eben  genannten 
Erzeugenden  in  eine  bestimmte  Reihenfolge  bringt,  also  etwa 

setzt,  80  erhfilt  man,  bei  Übergang  von  dieser  Figur  zur  konjugiert 
komplexen,  das  orientierte  Elementarrierseit 

das  mit  dem  ersten  niemals  identisch  sein  kann,  vielmehr  aus  ihm  durch 
den  von  uns  als  Vmkehndtq  be/.rirlint't<^n  Prozeß  hervorgeht.  Es  ist 
nun  aber  ottenl»ar  sachgeniälj,  den  Bcgritl'  der  ..reellen  Fignr'*  im  vor- 
liegench'n  Falle  derart  zu  erweitern.  d;iß  aui'h  diese  orientierten  Me- 
mentarvierseite  noch  als  „reell"  bezeichnet  werden. 
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Wir  erklären  dfiher: 

Ein  onrutiirk's  Elcmmtarvicrscit  heißt  rceU,  wenn  das  honjugiert- 
komplcxe  orientierte  Ekmentarvierseit  aus  Um  durclt  Umkehrung  der 
OrimH&rung  Iiervorgeht 

Ab  notwendige,  d.  h.  bei  zweckmäßiger  Begrifbbildniig  nnTenneid- 
hßha,  Folgen  dieser  Definition  ergeben  eich  dann  noch  andere: 

Ein  Pfeil  heißt  re^,  tcetwt  er  kmijttgiert-kompleas  ist  am  unh 
gdcehrten  Pfeil. 

Eine  von  komplexen  Pfeilen  ffdnldete  Fif/tir  heißt  reell,  wenn  sie  mit 
der  im  ihrer  Umkehrung  konjugiert -komplexen  Figur  eusanimenfäUt. 

Iii  einem  reellen  Paar  von  imaginären  Pfeilen  ist  dann  jeder  Pfeil 
konjugiert  komplex  nicht  za  dem  anderen,  sondern  zu  der  Umkehrung 
des  anderen. 

Entsprechend  wird  man  %.  B.  erklären: 

„Ein  Speer  heißt  reell,  wenn  w  zu  einer  reellen  Geraden  gehört". 
Er  ist  dann  konjugiert-komplex  zum  umgekehrten  Speer,  und  es  ergibt 
sich;  daB  die  Begriffe  ^reeller  Pfeü"  und  ,^celler  Speer  im  elliptischen 
Räume''  gar  nicht  Ton  einander  yerschieden  sind:  Beide  Begriffe  decken 
sich,  soweit  sie  Örter  reeller  Punkte  und  Ebenen  bedenten,  yoII- 
kommen  mit  dem  Begriff,  den  man  als  ori6M^Mß  redk  Gerade  za  be- 
zeichnen pflegt  (eigentlich  aber,  nachdem  der  Begriff  der  Geraden  ein- 
mal auf  das  komplexe  Gebiet  ausgedehnt  worden  ist,  reeUen  Zug  dner 
reellen  orientierten  Geraden  nennen  sollte).  Jeder  reelle  Pfeil  oder  Speer 
enthalt  nämlich  eine  ausgezeichnete  Kette  (S.  484),  die  von  redien 
Punkten,  und  eine  andere,  die  Ton  reellen  Ebenen  gebildet  wird.  Die 
Elemente  einer  jeden  dieser  Ketten  haben  eine  bestimmte  „positive^ 
Reihenfolge  —  wobei  in  bezug  auf  einen  Pfeil  oder  Speer  die  Zu- 
ordnung zwischen  beiden  „positiven"  Folgen  willkürlich  gewählt  werden 
kann,  yon  uns  aber  bereits  bestimmt  worden  ist  (S.  485)  —  und  diese 
beiden  Folgen  sind  eben  das,  was  man  gewohnlich  als  positive  P,UMmg 
und  als  positiven  JJnJntngssinn  bezeichnei  Ein  reeller  Pfeil  oder  Speer 
ist  schon  durch  eine  der  beiden  zu  seiner  Definition  dienenden  Ebenen, 
etwa  durdi  seine  Anfangsebene  yollkommen  bestimmi^)  Also: 


1)  Bestimmt  man  in  gleieher  Weise  dea  reeUen  Ffeü  etwa  dareb  teimen 
Anfangspimifct,  so  «rh&lt  man  naiflrlich  Bfttse,  di«  den  folgenden  Äquivalent  aind, 
nnd  ans  ihnen  mechanisch  abgeleitet  werden  kOnnen.   An  Stelle  der  isotropen 

Konj^ruenzen  treten  dann  die  pseudisotropon.   Wir  geben  in  unserer  Formulierung 

<lon  Ebenen  tunl  :-iotr(>j(en  Konfjn'enzeu  den  Vorzug  vor  i]en  Punkten  nnd  ]n*;nd- 
isotropen  Kongruenzen  mit  Kücksicht  aut'  den  GteazSaU  dei  Kuklidiachep  Geo- 
metrie. 

jBhMtbarldit  d.  OMtadMn  ir*tli«m.-T«Nlaigta«.  XT.  H«ft  10/11.  S4 
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In  der  McmmgfaUi^ßeett  aUer  redlm  Pfeile  oder  Speere  des  t^Qip- 
Imkm  Baumes  hat  tnan  em  tfoBkonmeiies  Bitä  des  älgdmUsdien  Kim- 
Umtiums  der  oo*  JBbenen  (oder  Pvnläe)  der  äftsohskn  JFtädie,  Jeder  dieser 
imaginäre»  scgeHomUen  MimnuMenen  kann  nämli<A  em  iMig  hesHnmier 
redler  Pfeü  euffeordnet  werden,  und  0war  (ir.  B.)  der  in  ihr  liegende  redle 
Pfeüf  der  die  Minimalehcne  zur  Anfangsehene  htxt. 

Jeder  analytischen  2hmttinfüUi(jhnt  von  rc-  »oJchoi  TJ-men  etit- 
sprechen  dann  die  reellen  Pfeile  eitur  isoirojfen  Kunyniriiz.  ' ) 

Jsf  die  nnahjiische  Mannigfaltigleif  inshesundcre  reell  (d.  h.  sind  Htm 
Ebenen  paarweise  konjugiert  -  imaginär),  so  ist  die  isotrope  Kongriiem 
eine  ,yDoppelkongruentS^*,  sie  ändert  sidt  nicht,  wenn  man  ihre  sämtlichen 
Pfeüe  umkehrt.*) 

Die  Unkseiiigt  n  [rechtseitigen]  Erzeugenden  der  absoluten  Fläche 
haben  zu  reellen  Bildern  die  Unks"  [red^ts-J  syntaktischen  KongrueMen 
.  redler  Pfeile. 

Naohdem  man  einmal  für  die  Ebenen  der  abBolnten  Fliehe  reelle 
Bilder  gefanden  bat,  bat  man  solche  offenbar  anch  für  deren  wohl- 
geordnete Paare,  also  tfüar  alle  komplexen  Pfeile.  In  der  Art  der  Zu- 
ordnung hat  man  dabei  noch  eine  gewisse  Willkür.  Über  diese  ver- 
fügen wir  so,  daß  ))C'i  Ubergang  von  einem  imagiuäreu  l'teil  zu  einem 
reellen  die  reellen  Bilder  mit  dem  reellen  Pfeil  zusammenfallen: 

Als  reelles  Bild  eines  komplexen  Pfeds  soll  die  Figur  von  zwei  wohl- 
geordneten reellen  Pfeilen  fungieren,  deren  erster  mit  dem  komplexen 
Pfeil  die  Anfangsdme,  und  deren  meiter  mit  ihm  die  Endebene 
gemein  hat 

In  Zeichen  kann  diese  Definition  so  dargestellt  werden: 

(Kf  Ä,;      IQ  - 

Ist  der  komplexe  Pfeil  ein  Punkipfeil,  so  besteht  sein  reelles  Bild 
ans  zwei  entgegengesetzten  Pfeilen,  deren  erster  der  zu  dem  Punktpfril 
gehörigen  Minimalebene  zugeordnet  ist. 


1)  Mau  kann  hier  nicht  etwa  von  den  Ebenen  einer  „der  absoluten  Flüche  um- 
sclihebcneu  Developpabclen"  reden;  denn  die  cc'  Ebenen,  die  eine  Erzeugende 
dar  absolnten  Fl&che  enthalten,  bilden  swar  eine  uMlyliflcha  Mannigfaltigkeit, 
eine  „Develof^abele**  aber  bilden  sie  in  keinem  Sinne,  gans  abgetehen  davon, 
d»0  dieses  viel  mißbrauchte  Wort  eine  metairohe  Bedeutung  bat 

2)  Duppelkongruenz  n^noi  wir  jede  Kongruenz  mit  dieeet  Eigenschaft,  unter 
Ausschlufi  der  absoluten  Kongruens. 
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Es  gilt  nunmehr  der  Satz^): 

Die  isoiropm  Kongruenzen  reeller  PfeUe  haben  die  —  für  sie  charak- 
ierisHsche  —  Eigensch/oß,  daß  die  reellen  Bilder  ihrer  komplexen  Pfeile 
aus  de»  sämüidien  Paaren  reeüer  Pfeäe  bestehen,  die  der  beiradUeten 
Kongruenz  seUist  angdtören. 

Aach  die  pseudieoirqpen  Eongraenzen  kann  man  natOrlieb  aebr 
leieht  durch  die  reeUen  Bilder  ihrer  komplexen  Pfole  eharaktorisieren. 
Jeder  Ton  beiden  reellen  Heilen  des  Bildes  namlioh  ist  hier  dadurch  be- 
stimmt, daß  er  linksBjniaktiBeh  zu  dem  einen  und  zechtasyntaktiBoh 
zu  dem  anderen  von  zwei  Pfeilen  ist,  die  man  der  Kongruenz  selbst 
entnehmen  kann;  und  jede  analytische  Kongruenz,  der  diese  Eigen- 
Schaft  zukommt,  ist  psendisotrop. 

Zugleich  ergibt  sich  noch  eine  andere  bemerkenswerte  Folgerung: 

Wenn  eine  isotrope  oder  pseiidisotro^ie  Pfeilkowjnu  njs  reell  isf,  so  hat 
sie  immer  einen,  aber  auch  nur  einen  reellen  Zug,  und  diesem  gdmen 
aäe  in  der  Kongruem  enUudtenen  redien  Pfeile  an. 

Unter  einem  reeUen  Zug  Terstehen  wir  natürlich  ein  Kontinunm 
Yon  oo^  (und  nicht  weniger)  reellen  Pfeilen  der  Kongruenz. 

Wir  benutzen  jetzt  die  gewonnene  Einsicht  dazu,  das  in  Art  VIII 
erörterte  Übertragungsprinzinp  noch  in  eine  andere  Form  zu  bringen. 
Wir  gehen  dabei  ans  von  der  folgenden  nahe  liegenden  Bemerkung: 

Begitkt  man  die  UnkseiUgen  —  reditseitigen  —  Erseugen^  der 
äMuten  Fläche  des  eü^pHsahe»  Baumes  prcjddiv  mf  et»  imiSißres  Ge- 
liei  (^)  —  (ji)  — ,  so  werden  konjuffiert-imaginären  Ermtgenden  soiche 
Punkte  gugeardnet,  die  einander  im  Pölarsgäem  ei$ier  äefiniten  Hermitesdten 
Form  entsprechen*) 

Solche  Polarsysteme  (die  alle  zueinander  piojekiiv  sind)  kiiim  mau 
sich  nun  sehr  leicht  in  zweckmäßiger  Form  versclialVeii.  Wir  nehmen 
im  EuklidiBchen  Räume  e  m-  ifM-lle  Kugel  vom  Kinlius  Eins  an  und 
unterscheiden  deren  Erzeugeude,  nicht  wie  zuvor,  durch  Epitheta  links 
und  rerhts,  sondern  durch  Indices  «,  so  daß  z.  R.  !S\^  das  Zeichen 
für  irgend  eine  Erzeugende  der  erstt^u,  S',.,  das  Zeielien  für  »Mne  Er 
zeugende  der  zweiten  Schar  wird.  Durch  den  Schnitt  der  Kugel  mit 
der  unendlich  fernen  Eb^e  sind  nun  beide  Scharen  Ton  Erzeugenden 
projektiv  aufeinander  bezogen,  so  daß  sie  als  Trägerinnen  desselben  binären 

1)  Man  vergleiche  hiermit  ni\d  mit  dem  Folgenden  eine  Abliandlung  des 
Vertaasers:  Sugli  enti  analüici.   JKend.  Circ.  Pal.  t.  21,  1^06  (teoremi  VllI,  XIV). 

S)  In  dtx  GanSfchen  Ebene  iit  das  die  hivendoa,  oder  Mgenaonte  Traiufor- 
nufctioD  dnrdi  zeadproke  Radien,  die  zu  irgend  einem  Ereia  mit  reellem  IGttelpankt 
und  zein-imagin&rein  Radius  gehOrt. 

84* 
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Gebietes  (|)  angesehen  werden  können.  Die  reellen  Punkte  von  zosammen- 
gehörigen  Erzeugenden  liegen  dann  anf  der  Engel  einander  diametral 
gegenüber.  Legt  man  nnn  durdi  solche  gepaarte  Punkte  gleichartige 
Erzengende,  oder  was  anf  dasselbe  hitauskommt^  legt  man  durch  den- 
selben reellen  Angelpunkt  Tersehiedenartige  Erzeugende,  so  entsprechen 
die  zugehörigen  Stellen  des  binären  Gebietes  (|)  einander  in  einem  der 
])esi)roeh<  iien  Polarsysteme.  In  der  Kugelfiäche  selbst  aber  hat  man 
zugleich  einen  reellen  Repräsentanten  des  Gebietes  (|),  indem  lü.iu  sie 
als  Riemannsche  Zahlenkugel  benutzt,  und  etwa  jeder  Erzeugenden  a'^ 
ihren  reellen,  kurz  mit  5  zu  bezeichnenden  Punkt  zuordnet.  In  der 
Spi<^(r«'liiiig  am  Mittelpunkt  der  Kugel  entspricht  dann  diesem  Punkt  B, 
der.seii)e  Punkt  |*,  der  ihm  durch  das  Uermitesche  Polai-sjstem  zu- 
geordnet wird.^) 

Die  evidente  Anwendung  dieser  Überlegung  läßt  sich  etwa  so  in 
Worte  fassen: 

IX,  Die  (komplexen)  orieniiertm  ElmenUxrvierseite  {S^,  »S",,,;  Hj 
und  die  gugehörigen  Fßde  des  elliptist^im  Baumes  lassen  sicfe  (jyrojeliii) 
euordnen  je  zwei  Paaren  von  Erzeugenden  {S'„,  a',„);  (ß'^,  die 
man  zwei  Kugeln  vom  lluilim  Eins  den  Euklidischen  Baumes  entnehmen 
kann})  Damit  sind  dann  zugleich  die  sämtlichen  rfeile  den  Paaren 
von  (komplexen)  Funkten 

-  (S'.,  Ä'J,  «V-(H'„i/'J 

eben  dieser  Kugeln  zugeordnet. 

Diese  AhbiUlung  läßt  siclt  sn  einrichten,  daß  den  ridlvn  Pfeilen 
die  Paare  reeller  Puukk.  x\,  x\  heidtr  Kuf/f  ln  zKgtijrdnet  u  erden ^  und 
daß  d'ißrrd'  m  der  IJmkehrung  eines  Pfrlhs  die  Spiegelung  (Dinnictral- 
spir<irhniti  )  im  beiden  Kugelm  'dti  ipuhkii  u .  loni  der  absoluten  Korrelation 
die  Diametralspiegelung  der  rechten  Bildkugd  entspricht. 

Die  Abbildung,  zu  der  wir  hier  gelangt  sind,  ist  offenbar  ganz 
dieselbe,  Yon  der  —  unter  Beschrankong  auf  das  reelle  Gebiet  —  schon 

im  Satze  II  die  Rede  war,  und  die  wir  damals  als  eine  Ausdehnung 
der  Lr  au  ß sehen  MetJiode  der  sphärischen  BUder  auf  den  elliptisciien 
Jlaum  bezeichnet  hatten.  Namentlieli  entspricht  jeder  reellen  oder 
komplexen  liukseitigen  [rechtsei tigenj  Schiebung  im  elliptischen  Räume 

1)  Diese  Dinge  sind  bekannt.   Vgl  F.  Klein,  Math.  Ann.  Bd.  37. 

S)  Die  etwas  störende  Umkehrnng  der  Anordnung  der  beiden  letsten  Indioea 

kann  man  vermeiden;  dann  aber  weiden  weiterhin  die  Bewegtingen  nnd  eigent- 
lich-konformen  Abbildaugen  nicht  Punkten  nnd  isotropen  Eongroensen,  sondern 
den  korrelativen  Figuren  zugeordnet 
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eine  ebenfalls  rmUe  oder  komplexe  Bewegung  (Drehung)  der  linken 
[lecliten]  Bildkugel.  Femer  eutoprecben  den  <x>^  oder  oo^  Punkte- 
paaren^  die  man  erb  alt ,  wenn  man  die  linke  Kugel  mit  der  rechten 
durch  eine  reelle  oder  komplexe  Bewegung  (Umlegung)  zur  Deckung 
bringt,  die  oo'  reellen  oder  ex*  komplexen  Pfeile,  die  durch  denselben 
reellen  oder  komidezeii,  nicht  der  absoluten  Fläche  angehörigen  Funkt 
des  elliptieohen  Baumes  gehen  [in  derselben  Ebene  liegen].^) 

Femer  steht  die  Zuordnnng  des  Satzes  IX  in  einer  einfachen  Be- 
aehang  zn  der  des  Satzes  YL 

Es  habe  der  komplexe  Pfeil  v^v^  die  reellen  Bilder  v„v„  und  v^,v^ 
und  diesen  drei  Pfeilen  mögen  entsprechen  die  drei  Punktepaare  (x'i^  xW 
(y'if  y'^\  {z'i,  z'^j  von  denen  die  beiden  letzt<'n  reell  sind.  Dann  sind  //i 
und  z'i  die  reellen  Pnnkte  der  «-  und  co-Er/.en inenden  durch  x'i  und 
ebenso  ij'r  uud  z'r  die  reellen  Punkte  der  a-  und  ij-i^rzeugenden  durch  x'r. 
Die  beiden  Pnnktei)aare  t/J,  z'i  und  v',  e'r  sind  also  —  in  dieser  An- 
ordnun^'  -  -  rerUe  lühlfr  (Irr  hrtiini  Lomplexen  Punkte  x't,  yU  Bei 
eiDor  komplexen  linkseitigen  bchiebiing  werden  nun  die  a-  und  oj-Er- 
ze  lu*  iiden  der  linken  Bildkugel  in  gleicher  Weise  projektiv  vertauscht, 
nämlieh  so,  daß  der  Jibsolute  Kegelschnitt  der  Euklidischen  Geometrie, 
der  Träger  des  binären  Gebietes  (^i,  in  iiuhe  bleibt.  Die  linke  Büd- 
kugel  wird  dabei,  als  Ort  der  Punkte  y't,  in  allgemeinster  Weise 
eigentlich -kollinear  traustbrmiert,  als  Ort  der  Punkte  z't  aber  so,  daß 
diese  zweite  Transformation  ans  der  ersten  durch  die  Diametralspiegelung 

I  i  Wie  in  Art.  II  angegeben,  kann  man  die  homogenen  Koordinaten  des  ge- 
nannten Punktes  (oder  der  Rhene  so  wählen,  daß  sie  ifleiitisch  werden  mit  den 
Eulerschen  Piinimetvni  dfr  Hewej^'ung  (Umlegung).  Diest;  Uriiierkunp^  bildet  den 
AusgangspnuKt  tax  zakheiciie  weitere  Folgerungen  kinematischer  Natur,  mit  denen 
wir  uns  in  einem  ip&teren  Anfsatze  zu  bnchUtigen  gedenken. 

Wae  die  Methode  der  i^li&Eieehen  Bilder  lelbst  angetht,  eo  bemerken  wiz 
naehtrftglich  noch,  dafl  ein  verwandtes  Yerfahten  neuerlich  auch  von  Herrn 
Bianchi  angewendet  wird.  (Atti  di  Torlno,  1904,  p.  381  ss.)  Dieses  YvcÜäaxiM 
stellt  jetlocli,  in  der  Anwendung  auf  ProMcmc  der  vorliegenden  Art,  nxir  eine 
Entwickchin^'SHtufe  den  unerigen  liar.  Der  Begritf  des  Pfeiles  fohlt,  und  jedesmal 
vier  der  vuu  aus  wühl- unterschiedenen  Figuren  erhalten,  nach  Bianchi,  dieselbe 
„lUifpresentazione  di  CUfford'\  wie  er  seine  Bildfigaren  nennt.  Als  Urheber  dieser 
Ifethode  beseiebnet  Hexr  Bianchi  (aoMchließlich)  Betrn  Q.  Fubini,  nnd  er  vet^ 
weiet  anf  deeien  —  dem  Schreiber  dieser  Zeilen  leider  siebt  Bugftnglicibe  — 
Dissertation  (II  paralleliemo  di  Clifford  negli  spazi  ellittici,  .\nnali  della  B.  Scnola 
Normale  .Superiore  di  Pisa,  vol.  IX,  1900).  DaHSillic  Vi'rf»ilir«'n  i.-^t  jedoch,  wohl 
ziemlich  gleichzeitig  (20.  III.  1900),  auch  vom  Vertasger  explizite  augegeben  worden 
(Jahreaber.  d.  D.  M.  V.  !9i)2,  S.  313,  Anmerkung;  S.  819,  iSV?fr  /\  /nsammen  mit 
weitergehenden  Entwickeluugen,  die  zum  Teil  mit  späteren  Darlegungen  von 
Bianchi  sidi  decken.  (Vgl.  S.  607). 
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hervorgeht.  Modifizieren  wir  also  die  Abbildung  in  der  Weist',  daß  an 
Stelle  des  Punktes  z',  dessen  diametrales  Spiegelbild  r'  gesetzt  wird, 
80  entsteht  eine  Abbildung  der  komplexen  Pfeile  auf  Punktepaare  y't,  e'i 
und  y'r^  K  zweier  Kugeln,  bei  der  die  komplexen  Bewegungen  dnrch 
je  eine  eigentliche  Kollineatiou  der  Bildkugeln  dargestellt  werden,  d.  h. 
es  entsteht  eine  Abbildung  yom  Typus  des  Satzes  VI. 

Bleiben  wir  jetzt  bei  der  minder  einfachen,  aber  zur  Darstellung 
reeller  Beziehungen  geeigneteren  Abbildung  des  Satzes  IX,  so  ist  ror 
aUem  zu  beachten:  Eonjugiert-imaginiiren  Pfeilen  des  elliptischen  Raumes 
entsprechen  nikht  konjugiert-imaginäre  Punktepaare,  sondern  solche, 
deren  jedes  konjugiert- imaginär  ist  zum  diametralen  Spiegelbild 
des  anderen.  Konjugiert-imaginären  Pnnkiepaaren  der  Bfldkugeln 
entsprechen  ebenso  Pfoile,  deren  jeder  konjugiert- imaginär  ist  nidU 
zu  dem  anderen^  sondern  zur  TJmkehmng  des  anderen.  Reellen 
Paaren  imaginärer  Pfeile  entsprechen  aber  reelle  Paare  imaginärer 
Puuktepaare. 

Ferner  heben  wir  hervor: 

Eine  leompJexe  Beilegung  im  tlb'ptisrhen  Räume  hewiflst  erstens 
na^Hich  eine  VerUmseJnmg  der  homplexen  Pfeile  untereincmdery  eweitens 
ahrr  auch  zwei  i.  a.  verschiedene  Vertmischungen  der  redien  Ffeile.  Die 
beiden  letztm  Transformationen  shid  eben  die,  die  aussagen,  wie  die 
redien  BUder  der  komplexen  Pfeäe  transformiert  werden.  (Nur  doHn^ 
wenn  die  g^ebene  komplexe  Bewegung  redl  ist,  f allen  diese  Trt»n8form4xtionen 
mit  einander  und  mit  d>en  dieser  Bewegung  gusammen.)  Sie  gdten  durth 
dm  Umkdurmgsproisefi  in  einander  über,  und  haben  eu  ^^hSrischen  Büdem 
eigenÜidhkoUineare  Ihiinrformaiionen,  die  durcli  die  doppdk  Diametred- 
spi^dung  m  einander  itbergdten. 

Ähnliche  l^eziehungon  erhält  man  offenbar  auch,  wenn  mau  ülier- 
haupt  komplex  konforme  Transformationen  der  ßildkugeiu  auf  das 
Pfeilkontinuum  überträgt. 

Nachdem  hiermit  das  gegenseitige  Verliältnis  der  Sätze  11,  VI 
und  IX  aufgeklärt  ist,  betrachten  wir  den  letzten  noch  etwas  naher. 
Wir  bemerken,  daß  die  ausgeführten  Operationen  im  Grunde  nur  eine 
Spezialisierung  derer  sind,  die  zu  dem  Satze  VlI  geführt  haben*,  wir 
haben  jedoch,  statt  eine  einzelne  Fläche  2.  Ordnung  zu  betrachten, 
jetzt  deren  drei  in  Beziehung  zu  einander  gesetzt.  Dies  ist  für  die 
ausgeführten  Schlflsse  gleichgültig:  es  ist  also  deutlich,  daß  alle  in 
Art.  Vm  entwickelten  Sätze  sich  hier  wiederfinden  werden,  natflrlich 
mit  abgeindertem  Wortlaut  Bei  der  Ausführung  dieses  Gedankens 
lassen  wir  uns  kurz  und  betrachten  nur  redle  Figuren. 
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X.  In  der  Abbildung  der  SätßB  II  und  IX  etUspred^  einander 
unter  anderen  die  feilenden  Figuren: 

(L)  BeeUe  Tran^aäonfSumgruem,  \  Paar  redler  anaUfHet^  Kurven}) 
(n.)    B/'elle    nidit  -  syniaküsche  ;     Bedle  uneigentlidi^künforme  Ab- 

pseudisotrope  Kongruenz.  \  büdung  der  linken  Kugel  auf  die 

rechtet) 

(III.)  Beeile  nicht  -  syntaktische  Reelle  eigentlich -konforme  Ab- 
isotrope  Kongruenz.  büdung  der  Unken  Kugel  OMf  die 

reell  f  er) 

(llj  III.)  Beeile  Konf/nicm  links-  Bedler  Bunkl  der  Hriken  [rechten] 
[rechtsj -sgntaktisdier  Ffeüe,  Bildkugel,    verbunden    mit  allen 

komplexen  Punkten  der  rechten 
[linken]. 

Dieaer  Satz  bedaif,  um  riditig  aid^faßfc  zu  werden,  wohl  noch 
oiUHr  Eflftuterung. 

Eine  redk  (aaalytisehe)  Kongruenz  Ton  Pfeilen  ist  nach  unserer 
Definition  eine  solche,  deren  komplexe  Pfeile  paarweise  in  der  Be- 
ziehung stehen,  daß  jeder  Pfeil  eines  Paares  konjugiert- komplex  ist 


1)  Vgl.  Üreifswalder  Festschrift  r.»00  S,  78  .Tahresber.  d.  M  V.  1902,  S.  821, 
wo  jedoch  unter  reellen  Kurven  und  Kongruenzen  nur  reelle  Züge  von  solchen 
veistanilea  werden. 

Spfttw  hat  dem  glaküieii  Gedanken  aneh  Hen  Bianehi  entwickelt  (Atli  di 
Tonne  1904).  Indeoen  erhilt  seine  Dacstellnng  eini^,  womit  wir  nidit  einver- 
standen sein  können.    Dttroh  Erfahrung  darüber  belehrt,  daft  stillschweigend 

auflgefühzte  Bericbtigungw  sitm  Schaden  der  Sache  leicht  übersehen  werden 
können,  machen  wir  die  Differenzpunkte  namhaft:  Es  ist  unzutreflFend,  daß  die 
Paare  reeller  rinnlytiHcher  Knrvenzüge  t^Bianchi  sagt  Kurven  Grenzfälle  kon- 
former Abbildungen  sind;  wirkliche  GrenzfUUe  sind  vielmehr  die  im  iexte  ge- 
nannten Figur«!  von  PonktepMU-en  mit  festem  Punkt,  and  Systeme  von  solclien. 
Entsprechend  ist  die  Normalenkongniens  eiacir  reellen  Fliehe  von  der  Ertbnmnng 
Null  im  elliptischen  Baome  niemals  isotrop  —  aach  nicht  nach  Bianchis  von 
der  nnsrigen  materiell -abweichender  Erklärung  dieses  Begriflb  —  und  ebenso 
wenig  ist  sie  Oronzfall  einer  „isotropen"  Kongruenz.  Es  gibt  aber  Grenzfälle, 
näuilich  die  bei  Uianchi  nicht  erwähnten  para taktischen  Kongruenzen  von 
Clii'fo rd.Hchen  Paralh'len) ;  und  diese  sollten  unaores  Erachtens  in  den  Hegritf 
der  „isotropen"  Kongruenzen  selbst  einbezogen  werdeu.  Biauchit«  Definition,  die 
—  in  minder  prftsiser  Form  auch  den  erwihnten  Arbeiten  von  Coolidge  so- 
gnmde  liegt,  kfonen  wir  auch  dann  nicht  fllr  sweckmftflig  halten,  wenn  sie  folge- 
recht gehandhabt  wird. 

2)  Dieser  Doppelsatz  rührt  im  wesentlichen  von  Hsrrn  J.  Coolidge  her. 
Vgl.  die  Zitate  auf  Seite  177. 

Im  komplexen  (u  biete  nind  oü^nbar  alle  singulären  isotropen  und  pseud- 
isotropen  Kongruenzen,  und  keine  anderen,  auszuscliließen. 
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zur  UnikrJinint/  des  anderen.  Sie  braucht  nicht  nut wendig  reelle 
Pfeile  zu  eiuiialLeu,  und  noch  weniger  braucht  sie  einen  reellen  Zug 
zu  haben,  da^  heißt  (iu  ihrem  Existenzbereich)  ein  Kontinnum  von 
OQ^  reellen  Pfeilen  zu  enthalten.  Sie  kann  aber  einen  oder  mehrere, 
auch  unendlich  viele  reelle  Züge  enthalten;  und  außerdem  kann  sie 
isolierte  reelle  Pfeile,  und  Kontinua  von  oo^  solchen  haben.  Das  «ranz 
Entsprechende  gilt  von  einer  reellen  sphärischen  Kurve;  diese  kann 
nur  paarweise  konjugiert -komplexe  Punkte  haben,  oder  einzelne  reelle 
Punkte,  oder  reelle  Züge  von  solchen.  Im  Falle  (I)  nun  sind  alle 
diese  Denkmöglichkeiten  aach  Wirklichkeiten.  Unser  Satz  gibt  Toll- 
ständige  Auskunft  darüber,  wie  die  Orter  reeller  Pfeile  auf  der  einen 
Seite  und  die  Örter  reeller  Punktepaare  auf  der  anderen  einander  ent' 
spreclieii,  aber  auch  darüber,  wie  reelle  Paare  imaginärer  Pfeile  reellen 
Paaren  yon  imaginären  Punktepaaren  entsprechen.  —  Ganz  anders  rer^ 
halten  sich,  wie  wir  iohon  gesehfin  haben,  die  reellen  Kongruenzen  der 
n.  nnd  m  Familie.  Demnacli  hat  man  auch  einen  entsprechenden 
Sats  Aber  konforme  Abbildung»  den  man  sehr  leicht  direkt  beweisen  wird: 

„Wem  eine  konforme  Beeidung  gtcisdte»  gtcei  Kugel flädien  reäl 
ist,  dM  heißt,  wenn  sie  konjugi^'hmplexen  JPm^eten  der  einen  scHdie 
der  anderen  Buordnet,  so  hat  sie  immer  einen  und  nur  einen  „redien 
Ziig'^:  Es  existieren  zuei  Biemannsdie  FlädieUj  deren  Funlie  durch  die 
Ahbddung  miandcr  zmjiordnrt  N-erden."^) 

Der  tiefgehende  Unterschied,  der  hiernach  zwischen  den  rtcllm 
ausgezeichneten  Kongrnenzen  der  ersten  Familie  und  denen  der  zweiten 
und  dritten  stattündet,  zeigt  sich  zum  Beispiel  auch  in  folgendem 
Satze,  dem  ein  analoger  aus  der  Theorie  der  Translationskongruenzen 
offenbar  nicht  gegenübersteht: 

Wem  fft  einem  gewissen  Gtidete  die  Koordinaten')  eines  verätukrUdten 
redien  Pfeüs  steige  und  (wenig^ens)  einmal  differenHierbare  FunkHonen 
von  zwei  wesenÜiehen  redien  Parametern  sind,  und  wem  dasdbst  die 
gemeinsamen  redien  Normalen  mcisdien  einem  hdidngen  PfeU  und 
seinen  Nadhbar^eilen  ewei  dme  Büsdtd  bUden  (oder  unbestimmt 


1)  YgL  die  aaf  Seite  fi08  sitieite  Abhandlung,  nnd  Math.  Ann.  Bd.  68,  1906. 

Wir  bejnerkrn  dazu  noch:  Entnimmt  man  einer  reellen  konformen  Abbildung 
zwischen  beiden  Kugelflächen  zwei  Paare  entsprechender  reeller  Punkte  tj) 
und  f^',  r^'),  so  sind  <li»'st"  *fllist,  wohlgeorduff ,  das  reollo  Bilil  eines  Paares  zu- 
geordiu'ter  komplexer  Punkte,  wenn  die  Abbildung,'  ei<,'eutlieh  ist.  Ist  die  Ab- 
bildung aber  uneigentlicb ,  8o  besteht  das  reelle  Kild  aus  den  wohlgeordneten 
Paaxen      t]  )  und  (4',  rj).   Vgl.  die  8&tie  auf  8.  608  und  6U. 

8)  Bei  Oebxanch  homogener  Koordinaten  natOrlieh  „die  YerhUtoiRse  der 
Koordinaten*S 
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S}fid[>y  so  isi  dieses  G^bid  wm  oo*  Pfeäm  gam  enßioiitm  im  eimar 
hesHtnmim  amtyHsdm,  und  swar  in  äner  iscirope»  oder  pseuäisotropm 
Kongrums, 

Beschränkt  man  sich  auf  das  reelle  Gebiet,  und  faßt  man  dann  die 
Begrifle  ailgemein  geim^,  eo  kann  man  hierfür  auch  kürzer  sagen: 

Im  elliptischen  Jiaume  ist  Jede  isotrope  und  Jede  pseudisotrope  Kon- 
gruenz  atwlytiseli. 

Die  —  imscliwer  zu  bestimm  ende  -  unendliche  Gruppe  ana- 
lytiflcher  Pfeiltnuuformationen,  die  die  reellen  (analytischen)  Translations- 
kongruenzen  unter  einander  yeitauscht^  ist  natürlich  nifM  isomorph 
zu  der  Gruppe,  die  die  reellen  isotropen  Pfeilkongruenzen  unter  einander 
yertauBchi 

X. 

Die  hTperbolische  Geometrie 
mit  dem  reeUen  PfeU  als  Raninelemfint 

Statt  der  Voraussetzung  des  Artikels  IX  machen  wir  jetzt  eine 

andere: 

Wir  nehmen  ninnuehr  an,  ihiß  die  absolute  Fläclie  redl  ist,  reelle 
Schare}i  von  Krzeugenden  (ifxr  nielii  Ixif. 

Die  Erzeugenden  der  einen  Schar  haben  jetzt  die  konjugiert- 
imaginären  Erzeugenden  in  der  anderen;  und  je  zwei  zusammengehörige 
schneiden  sich  in  einem  reellen  Punkt  und  liegen  in  einer  reellen 
Ebene  der  absoluten  Fläche,  die  wir  als  eine  Kugel  vom  Radius  Eins 
des  Euklidischen  Raumes  auffassen  dürfen.  Wie  im  vorhergehenden 
Falle  gibt  es  auch  jetzt  ein  Kontinuum  von  cx>'  reellen  nicht-orientierten 
Elementarrierseiten;  und  hier  wie  dort  existieren  keine  (nach  der  all- 
gemeinen  Definition  reeller  Gebilde)  reellen  orientieirtenElementaryierseite. 
Man  kann  ferner  auch  jetzt  diese  Definition  sachgemäß  erweitem  — 
aber,  abweichend  TOn  dem  vorher  betrachteten  Falle,  gibt  es  jetzt  zwei 
verschiedene  natürliche  B^nfiserweiterungen  dieser  Art 

Wir  kommen  hierauf  am  Schlüsse  des  Paragraphen  zurück;  vor^ 
läufig  wählen  wir  eine  unter  diesen  beiden  Möglichkeiten  aus.  Wir 
erklären: 

Em  orienHeHes  Elemenkmrviersea  des  hyperMischen  Baumes  heiße 
dann  und  nw  dann  redlf  werm  seine  JErzeugaiden  Sa  und  Ha  und 
ebenso  S",  und  H",  konjugiert-imaginär  sind. 

Damit  ist  dann  zui/leich  auch  schon  ein  Tieqriff'  des  reellen  l'feiles 
fo^ii^esetzt.  Ein  solcher  hat  immer  einen  reellen  Anfangspunkt  xä  und 
emen  reellen  Endpunkt        fallen  beide  zusammen,  ao  iat  der  Pfeil 
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ein  reeller  PunMpfeü.  Ist  der  Pfeil  nicht  Punktpfeil,  so  hat  er  eine 
imagin&ie  Anfangsebene  vä  und  eine  zu  dieser  konjugiert«  imagiTiare 
Endebene  Vu,  im  Falle  des  Pnnktpfeiles  aber  vereinigen  sich  diese  zu 
einer  reellen  Tangentialebene  der  abeolaten  Flache  (einer  üinimalebene). 
Sehließt  man  diePonktpfeile  aus,  so  hat  der  Pfeil  einen  bestunmten  reellen 
geradlinigen  Trager,  nämlich  die  VerbindimgBlinie  der  Punkte  Xa,  xZ- 
Die  reellen  Ebenen  dieser  Geraden  bilden  eine  orientierte  ansgeaseichnete 
Xette  (S.  485).  Der  reelle  Zog  der  als  Ort  Ton  Punkten  anfge&ßten 
Oeraden  aber  wird  durch  die  Punkte  ä^ä^  in  zwei  reelle  orientierte 
Halbketten  zerlegt  iS.  4^4).  Die  erste  Hilbkette  dringt  in  das  Innere 
der  absolnten  Fläche  ein,  und  ist  in  gewissem  Sinne  entgegen- 
gesetzt-orientiert  zui-  zweiten,  die,  abgesehen  von  den  Grenzpunkten 
^'ay  x'tn,  ganz  außerhalb  liegt.  Die  ZuordiiunL,'  zwischen  der  Orien- 
tierung der  ersten  Halbkette  und  der  Orientierun«:;  der  ausgezeich- 
neten Kette  aber  ist  für  eium  reellen  Pfeil  willkürlich  wählbar,  und 
ist  übrigens  von  uns  bereits  bestimmt  i^ewühlt  iS.  4^,")).  Offenbar 
genügt  zur  Bcstinmrung  des  rt'elleii  rieils  schon  der  Tinl  der  be- 
schriebenen ti^^ur,  der  in  das  Innere  der  absoiutcu  Fläche  eindringt, 
ja  schon  das  Paar  x",  von  reellen  Punkten  der  absoluten  Flüche. 
Wir  können  also  hier  auf  die  R<^trachtuiiir  der  außerhalb  di*'ser  Fläche 
liegenden  reellen  Figuren  ganz  verzichten:  Wir  haben  damit  den  Stand- 
punkt der  Lo b ats che  wsky sehen  oder  hffperholisrhm  Geometrie  erreicht, 
den  wir  bereits  in  Art.  Iii  eingenommen  hatten.^)  Ein  reeller  Pfeil, 
der  nicht  Punktpfeil  ist.  wird  jetzt  repräsentiert  durch  eine  orientierte 
reeUr  (h  radej  d.  h.,  durch  den  im  Inneren  der  absoluten  Fläche  gelegenen 
reellen  Zug  dieser  Geraden,  der  mit  einer  sogenannten  jioSKfiV(?»  lUchtung 
und  einem  bestimmten  positiven  IMiungssinn  ausgestattet  ist  Der 
Begriff  unterscheidet  sich  nicht  von  dem  des  reellen  Speers,  der  ans  dem 
Begriff  einer  in  das  Innere  der  absoluten  Flache  eindringenden  Geraden 
dadurch  entsteht,  daS  man  die  Schnittpunkte  aufSsncht  und  in 

eine  bestimmte  Reihenfolge  bringt.  Ein  redJer  FuMpfeil  jedoch  ist 
nichts  anderes  als  ein  reeller  Punkt  der  absoluten  Flache,  uud  wohl 
zu  unterscheiden  von  dem  redien  Minimalspeery  der  eine  reelle  Tangente 


1)  Vielleicht  ist  es  nützlich,  darau  zu  eriuuern,  daß  in  der  reolieu  psmdo^ 
sphärischen  Geometrie  die  von  uns  weggelassenen  Figurea  überhaupt  nicht  eziatieren. 
Enetst  man  die  Oerade  xttXtu  durch  einen  Kreis,  der  aof  der  —  als  Euklidische 
Kugel  gedenteten  —  absoluten  Plftche  in  Xa  und  a»  senkrecht  steht,  so  erg&nit 

man  damit  das  Kontinuum  der  im  Inneren  gelegenen  Punkte,  »tatt  zum  Pankt- 
küiitirnintn  der  projektiven  Geometrie,  zu  einem  sphärischen  Kontiuuum,  diis  ganz 
andere  Ki^'cnschaftnn  hat.  An  d^n  von  uns  auzustelleuden  Betrachtungen  wird 
jedoch  hieniurch  nichts  Wes^entliches  geändert. 
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der  abioluten  Flache  iat.  Dab  Eontmaam  aller  dieser  reellen  Speere 
ist  ebenso  abgeseUoesen  wie  das  Eontinunm  aUer  reellen  Pfeile,  aber 
beide  sind  offenbar  nur  „im  allgeineben^  eindeutig  auf  einander  ab- 
gebildet. 

Einen  Pfeil,  der  nieht  nach  der  oben  aufstellten  Definition  reell 
ist,  nennen  wir  natQrlicb  imaginär^  unbekümmert  darum,  ob  wir  nicht 

aiirh  ihm,  auf  andere  Weise,  reelle  Figuren  zuordnen  können.  Die 

iiiiauinüren  Pfeile  sind  dann  paarweise  konjugiert,  d.  h.  Anfangspunkt 
und  i'ii)(lpuiikt  des  einen  Pfeils  eines  reellen  Paares  imaginärer  Pfeile 
sind  koiijiigiert-koniplex  zu  Anfangs-  und  Endpunkt  des  anderen.  Fällt 
ein  Pfeil  mit  dem  konjugiert-komploxen  zusammen  (vgl.  S.  4H5\  so  ist 
er  re^ll ,  nin-b  ohirrpy  Detinition.  lieell  heißt  ferner  üherliaupt  jede 
Figur  von  Pfeiieu,  die  mit  der  konjugiert-komplexen  1-  igur  zusaninienfällt. 

Die  Ausfuhrungen  des  Art.  VIII  liefern  nun,  auf  unseren  Fall 
angewendet,  offenbar  den  batz: 

XL  Die  Pfeile  xäxt  irgend  einer  redien  ausgeeeit^inelen  Kongrvmz  im 
h^perboli9(^^  Emme  sind  dwrth  folgende  CregeiwSberstdkmg  dtarakterieiert: 

(I.)  lieelle  Translaiionskonyruenz  iicidlr  ei(i<'ntHrh-l'on forme  Trans- 

nicfU  paralleler  Pfeile.  formation  ./ "  -> 

(II.)  J^ppJle  pspndisotrope  (anO"  Paar  rrf  II  er  ^anabftischer)  Kurven 

lytisdie)  Kong^rumz.  als  Ort  der  Pnnhie  xÜ,  x",.^) 

(III.)  lieelle  isotrope  Kongruenz  Peelleuneigenflich-konformeTrane^ 

nidU  paralleler  Pfeile,  |  formation  r,'/  -►  x". 

111,1.)  PecUe  Kongruenz  vrpardl''  Peeller  Punhi  xü  \x"]  verbunden 

leler  [to-paraUelerJ  Pfeüe.  \  mit  allen  lomplexcu  Pimkten  xä  [Xa] 

\  der  absoluten  Fläche. 

Vergleichen  wir  nun  diese  Zusammenstellung,  und  deren  Aus- 
dehnung auf  das  komplexe  Gebiet,  mit  der  in  Satz  X  enthaltenen,  so 
sehen  wir  sofort,  daß  auch  folgender  Satz  richtig  ist: 

1)  Bianchi,  Vorlesnngen  Aber  Diffet«ntial|^omefaie  (Leipsig,  1899),  8.  640. 
Study,  Greifsw.  Festoelmft  1900  (Jahmber.  1908,  S.  88».) 

Die  Formulierung^  dea  Horm  Bianchi  ist  übrigens  etwas  unvorsichtig  ab» 
gefaßt.  Die  Lobat.scliowsk  v  sehen  Grenzkugi  ln  haben  dio  ''mu  li  BlanchiB 
Teniiitiohjjxie  absolute  Krümmung  Null,  ihre  N'orinMlenkoti^^'ruen/.eii  aber  sind 
Paralleleubündel,  und  vermittehi  daher  nicht  kunlorme  Abbildungen. 

Der  Verfasser  hat  diesen  Satz  richtig  angegeben,  ist  aber  &n  anderer  Stelle 
in  einen  gaas  ahalichen  Fehler  Terfallen.  Der  ». ».  0.  S.  880  oben  fonnnlieite 
Sets  güt  niebt  „aoBiiabnisloa**,  tondem  nar  fObr  knmme  anal jfcisobe  Streifen,  loiehe, 
die  keinem  geraden  Verein  angehören. 

2)  Man  unterscheide  wohl  diesen  Begriff  von  dem  weiteren  Begriff  „Reelles 
Paar  analytischer  Kurven*^,  der  auch  Paare  koigagiert-imaginftter  Kurven  nmfafit. 
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S.  Stost: 


XII.  Das  Kontimmn  der  reeUm  (und  komplexm)  Ffeäe  des 
eüipHsdim  liaumes  läßt  sich  auf  das  Kontinuum  der  redle»  (und 
konypkxm)  Pfeüe  des  %perMinift«ii  ^umes  hiraHonal,  sowie  i3)eraU 
ekuktUig-umk^Mar  md  stetig  dtbüden,  einfad^  dadurdi,  daß  man  die 
Imde»  BUdkugeln,  die  m  dem  lU^püsi^  Baume  gdtören,  oxif  die 
aibsokUe  Fläche  des  hyperbdlisdien  Baumes  legt,  und  dann  das  linke  und 
redde  BUd  des  ersten  Pfeiles  mit  dem  AnffmgS'  und  Endpunkt  des 
eweiten  identifiziert. 

Dadurch  werden,  unter  anderem,  in  eimnder  ubergeführt: 


Elliptischer  Raum. 

(I.)  Die  reellen  (komplexen)  TranS' 
lationskongruemen. 

(II.)  I}ieredlen(komplexen)pseud- 
isoiropen  Kongruenzen. 

(III.)  Die  reellen  (komplexen)  iso- 
tropen Kongruensen, 


Hijperhdischer  Raum. 

(IL)  Di€reellen(komplexen)pseud' 
isotropen  Kongrumzen. 

(III.)  Die  redten  (komplexen)  iso- 
tropen Kongruenzen. 

1 1 .  >  Dieredlen  (komplexen)  Trans- 
lationskongruensen. 


Ferner  ent^redieti  einander: 
(II,  m.)  Die  Begnffe  der  redien  I     (III,  1.)  Die  Begriffe  des  redien 


(komplexen)  linkseOigen  und  redd- 
seitigen  Sgntaxie, 

(III,  I.)  Die  Begriffe  des  (stets 
imagiiiareii)  u-  und  o-PanUeUsmiis. 

(1,  IL.  )  Die  Begpriffe  des  (stets 
imaginäreii)  a-  und  o-Psettdopar- 

allelismue. 


(komplexen)  a-ParaUdismus  und 
m-ParaUdismus. 

(I,  IL)  Die  Begriffe  des^  dds 
imaginären  a-  und  e-Psendopai^ 
allelismus. 

(II,  III.)  Die  Begriffe  der  (stets 
iniayiuären)  link-  und  rechtseitigen 
Syntaxie. 


So  entsprechen  einander  zum 
E.  R 

(L)  Durch  jeden  reellen  Begulus, 
der  nicht  von  sgntaktisthen  Pfeilen 
gebildet  wird,  geKt  eine  einzige 
reelle  Translationskongruenz. 

(II,  III.)  Duroli  jeden  reellen  Re- 
gulus  geht  eine  einzige  reelle  pseud- 
isotrope  und  eine  einzige  reelle 
isotrope  Kongruenz. 


Beispiel  die  Sätze: 

Jl.  II 

(n.)  Durch  jeden  reellen  Hegulus, 
der  nicht  von  paraUden  Pfeilen  ge- 
bildet wird,  geht  eine  einzige  reelle 
pseudisotrope  Kongruenz. 

(ni,  I.)  Durch  jeden  reellen  Re- 
gulus  geht  eine  einzige  reelle  iso- 
trope und  eine  einzige' reelle  Trana- 
lationskongruenz. 


1)  (auf  Groud  obiger  Detiuitiou  der  Begritfe  Keeller  Pfeil,  Imaginärer  FfeiL) 
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Man  beachte  dabei,  daß  ein  reeller  BeguluB  keine  reellen  Pfeile  zu 
enthalten  braucht  (S.  4^2,  511). 

Auch  hier  kommt  die  GesetsmSßigkeit  der  Zuordnung  am  ein- 
fachsten 2um  Auadnick  in  der  Art,  wie  eich  die  reellen  und  imaginiftren 
orientierten  mementarrierseite  des  elliptiBchen  und  des  hyperbolischen 
Raumes  entsprechen,  nämlich  in  der  Zusammenstellung 

Mail  siebt,  daü  die  Zuordnung  der  reellen  and  komplexen  Figuren 
des  elliptischen  Raumra  zu  solchen  des  hyperbolisch eu  vollkominen  ist 
I)er  Satz  XII  wird  von  "keinerlei  Ausnahme  dwrddöckert.  Dem  entsprechend 
sind  an  diesen  Sats  ähnliche  Bemerkungen  zu  knüpfen,  wie  an  den  SataX; 
z.  B.  folgt,  daß  im  hyperbolischen  Baum  die  reellen  isobrupm  und  die 
TrmdoHcnskmigrwnsm  je  einen  einzigen  reellen  Zug  haben,  und  daß 
jede  „einmal  differentiierbare^  Kongruenz  von  oo'  reellen  Pfeilen,  die 
die  für  die  Kongruenzen  der  Familien  IQ  und  I  charakteristischen 
Eigenschaften  hat,  zu  diesen  Familien  analytischer  Kongruenzen  gehört 
(ygl.  S.  509).  Von  der  absoluten  Kongruenz  abgesehen,  sind  alle 
reellen  Translationskongruenzen,  d.  h.  alle  durch  konjugiert-imaginäre 
Schiebungen  beider  Arten  erzeugbaren  Kongruenzen  (S.  496)  Normalen- 
kongruenzen  reeller  orientierter  Flächen  der  Krümmung  Null. 

Ein  besonderes  Interesse  haben  in  der  hyperbolischen  Geometrie 
die  reellen  Doppelkoiifiruenzen.  *) 

Die  absolute  Korrelation  ist  hier  eine  iniaf/iiiärr  Transformation, 
sie  ordnet  einem  reellen  Pfeil  nicht  wieder  einen  solchen  zu,  es  sei 
ilvDii,  daß  der  Pl'eil  ein  PunktpfeU.  ist.  Das  hindert  aber  nicht,  daß 
sie  einer  reellen  Kongruenz  wieder  eine  solche  zuordnen  kann.  Es 
gilt  nun  der  Satz: 

Im  hyperbolischen  llaume  haben  unter  dm  reellen  Kongruenzen^ 
außer  der  absolufeti  Kongruenz,  alle  Doppelkom/ruoiwn,  aber  auch  nur 
diese,  die  MgenscJwff,  in  der  absokUen  Kcrrelation  wiederum  reeUen 
Konffnietizen  zugeordnet  iu  sein. 

(Q.  Unter  den  reeUen  TranslAtionskongmenzen  sind  Doppel- 
kongruenzen  alle  die  und  nur  die,  die  zu  symmetrischen  eigentlich- 
konformen  Abbildungen  gehören.  Jede  Ton  ihnen  fällt  mit  der  zu  ihr 
absolut-korrelatiTen  Kongruenz  zusammen. 

(II).  Unter  den  reellen  pseudisotropen  Kongruenzen  sind  Doppel- 
kongruenzen  alle  die  und  nur  die,  die  zu  Paaren  mit  einander  identischer 
reeller  Kurven  gehören. 

0  T>op])plkiin^nien7,  heißt  jede  von  der  a^'^oluten  vcrschieflene  Kongrucu^^, 
die  bei  Urakebrung  aller  ihrer  Pfeile  sieb  nicht  ändert.    Vgl.  6,  öü2. 
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nn).  Unter  den  reellen  isotropen  Kongruenzen  sind  Pnjipr.l- 
kongruonzen  alle  die  und  nur  die,  die  zu  symmetrischen  imeigentücli- 
konformen  Abbildungen  gehören. 

Die  beiden  letzten  ünterfamilien  ausgezeichneter  Kongruenzen 
werden  natürlich  durch  die  absolute  Korrelation  mit  einander  gepaart. 
Hat  die  reelle  Kmre,  die  zu  einer  pseudisotropen  Doppelkongruenz 
gehörtj  einen  oder  mehrere  reelle  Züge,  so  bestimmt  deren  jeder  eine 
Schwarzsehe  konforme  Spiegelung,  und  diese  oder  vielmehr  ihre  ana- 
lytisehe  Fortsetzung,  du  utuihhäwßg  ist  von  der  Auswahl  des  reellen 
Zugs,  liefert  unmittelbar  die  absolut -korrelative  isotrope  Doppel- 
kongraenz. 

Dem  Begriff  der  reellen  Bilder  eines  imaginären  Pfeils  im 
elliptischen  Baume  stellt  unser  Übertragongaprinzip  natörlich  eine 
yollkommen  analoge  Begrifbbüdung  gegenüber: 

Redle  BMer  ^ms  hom^ptexm  ^eUs  im  kf/iperbdlis«^  Rmme 
heißen  die  leiden  woklgeordneten  redien  Pfeile,  deren  erster  eu  dem  ge* 
gelenen  Unis-syniaktisiA,  und  deren  eweiter  m  üm  redUs-syntaktied^  isL 

In  Zeichen: 

(ßu,   Äu,   Ha'f   H")  ~ 

Es  ergeben  sich  daraus  charakteristische  Eigenschaften  der  reellen 
isotropen  und  Translationskongmenzen:  Die  kmptexen  Pfeile  irgend 
einer  redien  TrandoHons^ongruene  haben  m  redien  Büdem  die  Paare 
redler  Pfeile  eben  dieser  Kongruenz.    Die  komplexen  Punktpfeile  z.  B. 

werden  repräsentiert  durch  die  Paare  reeller  Punkte  der  absoluten  Flache, 

dir  absoluten  i 'leilkongruenz.  Die  Hihler  der  komplexen  Pfeile  einer 
reellen  isotropen  Kongruetis  werden  dagegen  in  der  Weise  gefunden, 
daß  niiui  dieser  zwei  reelle  Pfeile  entnimmt  und  «leren  Endpunkte 
vertauselit.  (S.  508,  Anmerkung  i  Das  so  erhaltene  m  ue  Paar  reeller 
Pfeile  ist  das  Bild  eines  beliebigen  komplexen  Pfeils  der  Kon- 
gruenz. 

In  den  reellen  Zügen  der  reellen  imiropeyi  Kongrnenzcti  hat  man 
endlieh  aneh  hier  n  ieder  reelle  Bilder  für  sämtliche  auf  der  absoluten 
iläehr  r erlaufendet)  analytUehen  Ktfrven. 

Bild  eines  komplexen  Punktpfeils  sind  nämlich,  nach  Obigem 
(nicht,  wie  im  elliptischen  Räume,  entgegengesetzte  reelle  Pfeile, 
sondern)  zwei  wohlgeordnete  reelle  Punktpfeile.  Die  Punkte  dieser 
Pfeile  sind  Anfangs-  und  Endpunkt  eines  neuen  Pfeils,  dessen  Anfangs- 
ebene die  absolute  Flache  im  Punkte  des  komplexen  Punktpfeils  be- 
rQhrt.   Diesen  dnednen  redien  Pfml  hann  man  diso  dem  Punkte  der 
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absoluten  Fläche,  oder  der  eugehörigm  Minimalehene,  als  reelles  Büd 
zu&rdticn.  Durchläuft  dann  der  komplexe  Punkt  eine  analytische  Kurve, 
so  bewegt  sich  der  zugeordnete  den  Punkt  repräsentierende  reelle 
Pfeil  in  einer  isotropen  Kongi*uenz.  Aber  —  abweichend  von  der 
elliptisdiea  Geonietaie  —  lassen  sich  Mur  die  isotropen,  nicht  auch  die 
pseudisotropen  Kongruenzen  in  dieser  od«r  ähnlicher  Weise  verwanden 
snr  Darstellong  analytischer  Kurren  auf  der  absoluten  Fläche. 

Allen  diesen  Überlegungen  liegen  die  oben  fostgesetsten  Definitionen 
der  Begriffe  „Reelles  Elementarrierseit^,  y^reeller  Pfeil  im  hyperbolischen 
Baume''  bu  gründe.  Man  kann  aber,  wie  bemerkt,  an  Stelle  dieser 
Definitionen  auch  andere  (su  ihnen  absolut*  koirelatiTe)  setzen.  Ein 
orientiertes  Elementarvierseit  wflrde  dann  „reeli''  su  nennen  sein,  wenn 
seine  Erzeugenden  und  sowie  Sw  nnd  H'^'  kuiijugiert-imagiiur 
sind.  Es  ergibt  sieh  hieraus,  daß  die  nach  der  zweiten  Erklärung  als 
„reell^  zu  bezeichnenden  Pfeile  (soweit  de  nieht  Punktpfeile  sind)  auf 
reellen  Geraden  liegm,  deron  reelle  Züge  mit  der  absoluten  Fläche 
keinen  Punkt  gemein  haben.  Offenbar  besteht  zwischen  den  reellen 
Pfeilen  erster  und  denen  zweiter  Definition  eine  gegenseitig -eindeutige 
iiud  dabei  sehr  einfache  Zuordnung.  Fügt  man  liaii.lich  zu  einem 
reellen  Pfeil  erster  Art  dtn  entgegengesetzten  Pfeil,  .so  hat  man  das 
reelle  Bild  eines  imaginären  Pfeils,  der  „reell"  ist  nach  der  zweiten 
Definition.  Die  Resultate,  zu  denen  wir  von  der  zweiten  Definition 
aus  gelangen  würden,  sind  demnach  von  den  gehcinlderten  nieht 
wesentlich  verschieden,  sie  sind  nur  andere  Ausdrucksformen  der 
gleichen  Gedanken.  Es  darf  uns  genürren,  eine  fnnd  zwar  die  inter- 
essantere) der  beiden  möglichen  Annahmen  erörtert  zu  haben. 

XI. 

Die  aus^bZöiclineteü  Membranen  und  Ihre  reellen  Bilder. 

Durch  das  Übertragungsprinzip  des  Satzes  XII  wird  jedem  Pfeil 
des  elliptiBchen  Raumes  ein  bestimmter  Pfeil  des  hyperbolischen 
Raumes  zt^ordnet,  und  insbesondere  jedem  reellen  Pfeil  des  ersten 
Raumes  ein  reeller  Pfeil  im  zweiten.  Die  AnüeoigBebenen  und  £nd^ 
ebenen  beider  reellen  Pfeile  berühren  aber  die  zugehörigen  absoluten 
Flachen  in  bestimmten  Punkten;  es  sind  also  damit  im  ganzen  vier 
(för  die  Punkte  der  absoluten  Fachen  erklärte)  Punkttransformationen 
gegeben,  deren  jede  alle  übrigen  ToUkommen  bestimmi  Wie  man 
sofort  erkennt,  ordnen  diese  Transformationen  jedesmal  eine  Schar 
von  Erzeugenden  S  oder  H  der  ersten  absoluten  Fläche  einer  Schar 
Ton  Erzeugenden  S'*  oder        der  zweiten  jjrojeJiHv  zu,  während  die 
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E.  8tiii»t: 


beiden  anderen  Hcharen,  uach  Segres  Ausdruck,  anHprajektiv  auf  einander 
bezogen  sind,  nach  folgendem  Schema: 

— »;'t  (S,H)~^iS",H"), 

—  (H.  S)—^iS",  H"), 

y.— >-»^:  (tf ,  S)  —  (Ä",  H"), 

'y^:  (S,  H)  — ►  (S",  H") . 

Keine  dieser  Zuordnungen  ist  also  analytisch.  Ersetzt  man  aber 
jedesmal  die  mit  einem  Strich  bezeichnete  Erzeugende  der  absoluten 
Fläche  im  elliptischen  Räume  durch  die  koujugiert-kompleace  Erzeugende 
(die  dasselbe  Zeichen  hat,  ohne  Strich),  so  hat  man  vor  sich  eine 
analytische^  nämlich  projektive  Zuordnung  einfachster  Art  Wir  sehen 
nns  so  zur  Betrachtung  ron  Punkttransformationeu  Toranlaßt,  die 
dadurch  charakterisiert  sind,  daß  die  Eizeagenden  der  einen  Schar  der 
absoluten  Flache  projekÜT  (oder  überhaupt  analytisch)  transformiert 
werden,  die  der  anderen  Schar  aber  antiprojektir  (oder  anti-analytisch). 
Diese  halb-projektiTen,  halb-antiprojektiYen  Punkttransformationen  er- 
zeugen zusammengesetzt  offenbar  eine  ans  vier  kontinuierlichen  Scharen 
bestehende  Gruppe,  und,  wenn  man  noch  eine  TTmleguDg  hinzufügt, 
eine  Gruppe  mit  acht  Scharen  Ton  Transformationen,  deren  kontinuier- 
liche Untergruppe  aus  den  komplexen  Bewegungen  besteht. 

Durch  jede  der  beiden  hesehrifhenm  Scharen  von  je  oc^  •  -k>^  Trans- 
formationen wird  also  die  Gruppe  da-  komplexen  Bewegungen  isomorph 

auf  sie  seihst  hr::ogm.^) 

Um  andere  Resultate,  die  in  unserem  Zusammenhang  Interesse  zu 
bieten  scheinen,  einfach  ausdrücken  zu  können,  fUhien  wir  noch  einige 
weitere  Begriffe  ein. 

Fassen  wir  die  oo^  komplexen  Punkte  der  absoluten  Fläche  als 
eine  sogenannte  reeUe  Mannigfaltigkeit  auf,  so  können  wir  in  dieser 
gelegene  reelle  Züge  an(UyHsi^  „Flachen''  betrachten.  Solche  spezielle 
Figuren  von  oo*  komplexen  Punkten  nennen  wir  jedodi,  da  das  Wort 
Flache  für  uns  schon  eine  andere  Bedeutung  hat,  lieber  Membrane»  (tde, 
nach  Segre).  Eine  Membran  ist  in  der  Bogel  nicht  analytisch  im 
gewöhMAen  Sinne  des  Wortes,  d.  h.  sie  ist  nicht  darsteUbar  durch 
eine  analytische  Abhängigkeit  zwischen  den  liomplexen  Parametern  |,  ij 
der  beiden  Scharen  von  Erzeugenden.  Hat  aber  die  Membran  diese 
Eigenschaft,  dann  ist  sie  eine  auf  der  absoluten  Flache  gelegene  ano- 


1)  Die  gauze  Gruppe  von  8  •  rv '  *  Tiansformationen  liefert  alle  buloednsclien 
Isomorphiimen  der  Bewegnngagmxipe. 
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iyHsche  Kurve,  Eine  anti-analytische  Abhängigkeit  der  Art  definiert  nun, 
wie  wir  sagen  wollen,  eine  nusgezeichnete  Membran.  Da  in  dem  Fall, 
wo  in  die  genannten  Abhängigkeiten  nur  eine  der  Erzeugenden  «S*,  H 
wirklich  eingeht,  der  Unterschied  zwischen  analytischen  und  anti« 
analytischen  Abhängigkeiten  Tenehwindet,  so  gibt  es  2  •  oc^  Membranen, 
die  fimd^jseiHg  Kurven  imä  msgegeitSunet  Bind,  nämlich  die  sämtliehen 
Enseugenden  der  absoluten  Flidhe.   Wir  sehen  nimmehr: 

Die  heaävrUhenm  2  •  oo'*  PiiiijbMraiMfcM'ffialMMie»  tertamänen  die 
mf  der  ähsohte»  Flädte  gdegenm  anahfMie»  Kunm  mit  de»  am- 
(fegeif^neten  Mem^franm. 

Die  (eigenßidiien  und  unei^mäidim  hon^oHexen)  konformm  Jüh 
hüdungen  aber  Äofem  die  (für  sie  als  analytische  Tramformationen 
charakteristische)  Eigmschaft,  soicohl  die  atMlytischen  Kurven  (luf  der 
absoluten  Flnrhe  als  auch  die  ausgezeichneten  Membranen  nur  unt^r 
einander  zu  vcriauschm. 

Die  ausgezeichmten  Membranen  neJwien  also  eine  Stellung  ein,  die 
in  i/eu'isser  Hinsicht  gleichbereehtigt  ist  der  sgstemcUischen  Stellung  der 
analytisciwn  Kurven  auf  der  absduten  Fläche. 

Dem  entsprechend  gibt  es  eine  Reihe  Ton  Sätaen,  ähnlich  Bolchen, 
die  wir  schon  entwickelt  haben,  Sätzen,  in  denen  statt  des  Eurrenbegriffs 
der  Begri£P  der  ansgeseichneten  Membran  erscheint  Wir  führen  dafür 
ein  Beispiel  an. 

VermSge  der  durch  den  Sata  XII  ▼ermittelten  Zuordnung  reeller 
Pfeile,  und  der  Zugehörigkeit  eben  dieser  Pfeile  zu  den  Ber Öhrungs- 
punkten, ihrer  Änfangsebenen  gehöiBU  die  folgenden  vier  SStae  zusammen: 

(III).    Der   reelle  Zug  irgend  |     (I).   Der  reelle  Zug  irgend  einer 

einer  reellen  isotrope»  Kongruenz  reellen    Transhif ionsko»grnenz 

im    elliptischen  Räume   ist  das  ^  im  hyperbolischen  llaume  ist  das 

reelle    Bild    irgend    einer    ann-  |  reelle    Bild    irgend    einer  om- 

lytischen  Kurve  auf  der  absoluten  gezeichneten    Membran    awf  der 

Flache.  \  absokUe»  Fläche, 

(II).     Der   redle  Zug  irgend  \     (III).    Der  reelle  Zug  irgend 

einer     reellen     pseudisotropen  einer  reellen  isotropen  Kongruenz 

Kongruenz  im  elliptischen  liaume  \  im  lj}perboli,scIieu  Kiiume  ist  das 

ist  das  reelle    liild   irf/end  einer  reelle    Bild    irgend    einer  aua- 

ausgezeichneim  Membran  auf  der  lytischen  Kurve  auf  der  absoluten 

absoluten  Flüche.  Flache. 

Zu  den  ausgezeichneten  Membranen,  von  denen  im  ersten  Satze 
rechts  die  Rede  ist^  gehört  der  reelle  Zug  der  absoluten  F^he  selbst 

JahMBlMrlcht  i  l>BiilMliaD  lfatliMii.-Ymla.lgiiag.  XV.  H«(k  liyit.  86 
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In  diesem  bemerkens^rerten  Falle  ist  die  ausgezeichnete  Membran  mit 
der  zagehörigen  Translationskongruenz  identisch. 

Von  anderen  Eigenschaften  der  ausgezeichneten  Membranen  wollen 
wir  nur  noch  eine  anfahren^  weil  sie  auf  deren  SonderateUmig  Lieht  wirft 

Nach  der  aUgemetnen  Theorie  der  analytischen  Funktionen^)  bestimmt 
jede  beliebige  MteA^oiia^r^isdke  Membran  in  einem  gewissen  Bereiche  eine 
(in  der  Regel  mehrdeutige,  aber)  wechselseitige  anti- analytische  Zu- 
ordnung der  Punkte  der  absoluten  Flache,  die  ^^regulare  Spiegelung 
an  der  Membran*'.  Andererseits  hat  das  Punktkontinuum  der  ab- 
soluten Fläche  eine,  wie  man  wohl  sagen  darf,  mtürlit^  Streifung, 
entsprechend  der  Imprimitivität  der  Bewegungsgruppe:  Es  wird  von 
zwei  Scharen  gerader  Linien  durchzogen.  Hierdurch  ist  aber  für  jede 
nicht  gerade  Membran  eine  zweite  Spiegelung,  die  „singulare  Spiegelung 
an  der  Meuibrau''  bestimmt.  Zusammengehörige  Punkte})aare  werden 
hier  gel'unden,  wenn  mau  irgend  zwei  Punkte  der  Membran  als  gegen- 
überliegende Ecken  eines  Elementarvierseits  auffaßt,  und  dann  die 
beiden  aiideien  Ecken  einander  zuweist.  Dürfen  wir  nun  die  hiermit 
eingeführte  etwas  nnlx'friedigendc  Termin'ilooie  vorübergehend  ge- 
brauchen, so  läßt  sicli  eine  weiteie  wichtige  Eigenschaft  der  aus- 
gezeichneten Membranen  kurz  so  ausdrücken: 

Die  niclU  -  geraden  auage/fekkneten  Mentbranm  sind  dadurch 
charakt&risierti  daß  die  gu^ekorige  reguläre  Spiegdung  mit  der  singuläre» 
MusammenfäXU, 

Zu  jeder  solchen  Membran  gehdrt  also  nur  eine  Spiegelung.  Man 
wird  sich  ohue  Schwierigkeit  das  reelle  Bild  dieser  Transformation 
konstruieren,  und  man  wird  sich  deutlich  machen,  daß  die  so  ent- 
stehende symmetrische  Transformation  reeller  Pfeile  zu  denen  gehört, 
die  (in  ihrem  Existenzbereich)  jede  Familie  ausgezeichneter  Kongruenzen 
in  Buhe  lassen.  — 

Kehren  wir  jetzt  zurück  zu  den  vorhin  beschriebenen  2  •  oo'* 
Pnnkttransformationen,  und  versuchen  wir,  unter  ihnen  Exemplare 
von  besonders  einfacher  Beschafft  nhett  aufzufiiulen.  hii  elliptischen 
Räume  zimiichst  bieten  sich  tiiuiii.  weii7i  man  ein»'  Si-har  von  Er- 
zeugeuden  ganz  in  Ruhe  läßt,  als  otienbar  einfachste  Tran.^formationen 
der  Art  dar  die  A  t-rtau^ehuiig  einer  jeden  rechten  oder  linken  Er- 
zeugenden der  absoluten  Fläche  mit  der  konjuiriert- komplexen  Er- 
zeugenden.   Das  reelle  Bild  dieser  Transformationen  ist  im  ersten  Falle 

1  Suirli  enti  analitici,  t<»nreTi3i  XVT,  XVIT  —  Ist  die  ^ienibran  der  reelle  Zug 
der  al'sohifeii  l'Kirhe  im  h\ pcrbolischi'n  liaunie,  so  ist  die  zugehürige  »Spiegelung 
identisch  mit  der  l'aarung  konjugiert- komiilexer  Punkte. 
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die  absolute  £oirelatioii,  im  zweiten  die  absolute  Konrelatioii  Terbiuiden 
mit  der  Umkelmmg  aller  reellen  Pfeile.  Soeben  wir  nnn  die  naoh 
dem  Satee  XII  diesen  Transformationen  zugeordneten  Transformationen 
reeller  Pfeile  im  byperbolisehen  Baume,  so  erhalten  wir  zwei  Trans- 
formationen, bei  deren  erster  jeder  reelle  Pfeil  durch  einen  Pfeil  mit 
gleichem  Anfangspunkt  und  (im  Sinne  der  Euklidischen  Geometrie) 
diametral  gegenüberliegendem  Endpunkt  ersetzt  wird,  wfthrend  bei  der 
zweiten  der  Endpunkt  unTer&ndert  bleibt,  und  der  Anfangspunkt 
diametral  gespiegelt  wird.  In  den  Parametern  der  beiden  Seharen  Ton 
Erzeugenden  aber  litösen  sich  diese  beiden  involutorischen  Trans- 
formationen nach  wie  vor  sehr  einfach  ausdrücken,  mit  Hilfe  der  Zu- 
ordnung durch  das  (S.  503)  besprochene  11  erra i tesche  Polarbystem: 
Sie  werden  dargestellt  durch  Formelpaare  des  Typus 

Wir  bemerken  nun,  daß  jede  dieser  Transformationen,  und  dann 
natürlich  auch  jede  Transformation,  die  aus  ihnen  durch  Zusammen- 
setzung mit  einer  reellen  Bewegung  oder  Umlegung  herrorgeht,  die 
Eigenschaft  hat,  den  Schnitt  |  —  der  absoluten  flache  mit  der  un- 
eigentliehen  Ebene  des  EuldidiBchen  Raumes  in  die  spezielle  Membran 
übeizufahren,  die  aus  allen  reellen  Punkten  der  absoluten  Flache 
besteht   Wir  heben  hervor: 

ünier  den  beschriebenen  2  ■  oo**  halb  -  analytisdicn  Punhttransfor- 
ntaHwum  auf  der  absoluten  Flädie  gibt  es  in  der  hmperboli&^ien  Geometrie 
ewei  von  besonders  einfachen  Eigenschaften. 

Beide  sind  inodtUoriadt,  und  beide  vertauschen  den  SchniU  der 
absoluten  Fläche  mü  der  umeigenüii^en  Ebene  der  EuJdidisdten  Geo- 
metrie mit  dem  reäkn  Zug  der  iibsMen  Flädte.  Die  erste  [eweiiej 
TranrformaHon  ist  dann  voBig  dadurdt  besUnmt,  daß  jmgeordnete  Funkte 
auf  dersdben  UnkseiHgen  [redUaeitigen]  Ergeugenden  der  eibsdlttten  FUk^ 
liegen.^) 

Betrachten  wir  etwa  die  erste  Transformation,  die  dem  komplexen 
Punkt      Ii)  oder  (S,  H)  der  absoluten  Fläche  den  Punkt  (|,  if  )  oder 


1)  An  Stelle  der  nneigentiichea  Ebene  kann  hier  irgend  eine  Ebene  treten, 

die  die  absolute  Fl&ehe  niclit  berührt.  Entsprechend  läßt  sich  der  folgende 
Sets  Xni  noch  etwas  erweitern.  An  Stelle  der  sphärischen  Geometrie  kann  auch 
tWf^  im  komplexen  Gebiet  von  ihr  nicht  wesentlich  Yerachiedene  peeudosphärische 

treten. 

35* 


Digitized  by  Google 


520  Studt: 

(S,  H)  zuordnet,  und  repräsentieren  wir  diesen  Punkt  in  der 

zuvor  (  S.  514)  beschriebenen  Art  durch  den  reellen  Pfeil 

(S„,  S„',        HJ  -  (I,  ij;  S*,  1?*), 

80  gelangen  wir  zu  dem  folgenden,  der  hyperbolischen  Geometrie  eigen- 
tümlichen Lehrsatz: 

XIII.  Zwisdtm  dm  komplexm  Punkten  auf  einer  redien  KugdfUkke 
des  Eiildiäkäim  Baumes  und  den  reellen  PfetUn  im  hppeiMisdien  Baume 

lassen  sich  ea  ci  Zitordnungm  hersteüenf  deren  jede  durch  folgende  Eigen^ 

sdmften  vollkommen  bestimmt  ist: 

1.  Die  Kußd  im  EiMidisclieH  limtme  ist  zugleicJt  absolute  Fläche 
im  hifperJxiliscIien  Räume. 

2.  Jeder  Pnnl  f  der  h'iif/eJ  lierjt  mit  dem  Anfangspunfd  des  rejmisefi" 
tierenden  Pfeils  auf  derselben  lirdcseitigen  [rechttieitigen]  Erzeugenden. 

3.  Der  diametral  gegeniiherl legende  Vnnld  liegt  mit  dem  Endpmdd 
des  repräsentierenden  Pfeils  auf  derselben  Unkseüigen  [rechtseitigen]  Er- 
zeugenden. 

Demzufolqr  mlspreeJten  eiminder  unter  anderen  die  folgenden  Figuren: 

Die  eigetitlidien  (im  Endliehen  Die  eigentlichen  (im  Endlichen 
gdegenen)  Punkte  der  Ei^lidisi^  gelegenen)  reellen  Pfeile  des  hgpef 
Kugd.  bcHisehen  Bmmes. 

Die  uneigenäidten  Kugdpunkte.   \     Die  redien  uneigenäidien  oder 

Punk^eüe. 

Die  redien  Bewegungen  und  Um- 
legungen im  hffperhdUschen  Baume, 
B&ndd  a-[G)-]paräMer  Pfeile, 
BUndd  [a-] pa/raUder  PfeHe, 
Bedler  Zug  einer  redien  Trans- 
laHonsl'ongrums. 

Bedler  Zug  einer  retten  isotropen 


Die  komplexen  automorphen  Be- 
wegungenund  Undegungen  der  Kugel. 
Linkseitige  Erzeugende  der  Kugd, 
BedUseiHge  Erzeugende  der  Kugd. 
AnalgHsdte  Kurve  amf  der  Kugd. 

Ausgezeichnete  Membran  auf  der 
Kugd.  Kongruenz. 

Dit-  A}jl)il(Iung,  zu  der  wir  hier  gelangt  sind,  ist  dieselbe,  von 
der  schon  die  Rede  in  unserem  Satze  lY  war,  dessen  Inhalt  wir  in 
dem  Satze  XIII  wiederholt  haben.  Sie  hat  bemerkenswerte  metrische 
Eigenschaften,  vermöge  der  bei  Gelegenheit  des  Satzes  IV  schon  be- 
sprochenen Zuordnung  der  Begriffe  Sphärisdier  Abstand  und  Dualer 
Win^d,  Wir  gehen  auf  diesen  (wiewohl  besonderen  wichtigen)  Gegen- 
stand  hier  nicht  mehr  ein;  es  mag  uns  genügen,  durch  eine  ausgedehntere 
Verwendung  imaginärer  Figuren  einen  deutlicheren  Einblick  in  das 
Wesen  jenes  Satzes  IV  erlangt  zu  haben. 
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Wir  beschließen  mm  unsere  Darlegung  mit  weiteren  Erläute- 
rungen und  mit  einigen  Beispielen. 

m 

Ergänzungen  and  Beispiele. 
X  JigArai»^  (mgete&ikmite  K(m9rumMm, 

Unter  den  ausgezeichneten  Kongruenzen  sind  die  einiuciibleu,  uämiich 
die  doppelt -singulären,  algebraisch.  Man  kann  aber  offenbar  einen 
aUgemeinen  Be|xriff  der  ^algebraischen  ausgezeichneten  Kongruenz** 
bilden,  der  dem  Begriff  der  analytischen  ausgezeichneten  Kongruenz 
analog  i«^t:  Wir  rechnen  eine  nlge}»rttische  Pfeiikuiigiueuz  v.wr  risteu, 
zweiten  uder  dritten  Fjutiilie  ausgezeichneter  algebraischer  Kongruenzen, 
wenn  ihre  irrednzilu  leu  und  daher  analytischen  Bestandteile  f^Hmtlich 
zu  eben  dieser  Familie  analytischer  Kougnienzen  gehören.  Die  al- 
gebraischen ausgezeichneten  Kongruenzen  einer  jeden  Familie  lassen 
sieh  dann  auf  Gattungen  verteilen,  deren  jede  durch  yier  ganze  Zahlen 
charakterineri  ist^  nach  folgendem  Schema: 

i'     l'  r'  r' 

(I)  9(C  C)-0,   <r(i,",  ,J-0; 

///         rtr  tt'  irt 

n)  •    vil^O-o,  ♦($.,0-0. 

Die  Zeiclien  -  -  -  hecl«  utrn  m  jedem  Falle  den  Grad,  in  dem  das 
entsprechende  Paar  von  l)mären  homogenen  Veränderlichen  in  der 
homogenen  Gleichung  ^=0  oder  ^=  0  auftritt.  Offenbar  enthält  jede 
dieser  Gattungen  solche  Kongruenzen,  deren  sämtliche  irredacibele  Be- 
standteile doppelt -singulär  sind. 

Entsprechend  der  einfachen  Struktur  der  Gleichtu^^  9^  ^  ^ 0 
ist  es  nun  möglich,  Begriffe  der  Multiplizität  gemeinsamer  Pfefle  zweier 
solcher  Kongruenzen  festzusetzen.  Denkt  man  sich  dies  ausgeführt, 
so  ergibt  sich  ein  Lehrsatz,  analog  dem  Bezout sehen,  der  in  allen 
Fallen  die  Gesamisalil  der  gemeinsamen  (komplexen)  Pfeile  liefert,  es 
sei  denn,  daß  der^  unendlich  Tiele  yorhanden  sind.  Und  diese  Zahl 
kann  nach  den  Yon  H.  Schubert  angegebenen  R^eln  symbolisch  be- 
zeichnet  werden:  Man  ordne  z.  &  im  Falle  I  der  betrachteten  Eongxnenz 
ein  Symbol 

iJ.'(W+c(DH''iw+»':('»j} 
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zQ,  und  Terfahre  entsprechend  in  den  anderen  Fallen.  Mnltipliisiert 
man  daui  awei  solche  Symbole  nach  den  gewöhnlichen  Bechnungs- 
regeln,  nnterdrftckt  man  alle  Produkte,  in  denen  eines  der  Tier  Zeichen 
(la)  *  •  •  (^w)  zweimal  vorkommt^  nnd  ersetzt  man  schließlich  das  Produkt 

durch  die  Einheit^  so  hat  man  die  gesuchte  AnzahL  Die  geometrische 
Bedeutung  der  Zahlen  ergibt  sich  nach  dersdben  Regel:  Es 

sind  die  Anzahlen  Ton  Pfeilen,  die  die  vorgelegten  Kongruenzen  mit 
je  Tieren  von  den  sechserlei  doppelt- singularen  Kongruenzen  gemein 
haben.  Diese  vier  Zahlen  vertreten  also  die  beiden  (hier  nicht,  oder 
wenigstens  nicht  Überall  und  unmittelbar  zu  yerwendenden)  Begriffe 
Ordnung  und  Klasse  einer  Pitt  cker sehen  Linienkongmenz. 

Neben  die  angeffihrte  Kegel,  die  sieh  auf  das  komplexe  Gebiet 
bezieht,  stellt  sich  eine  andere,  die  —  mit  gleicher  Allgemeinheit  — 
die  Zahl  der  redien  gemeinsamen  Pfeile  von  zwei  algebraischen  reellen 
isotropeil  Kongruenzen  liefert;  wobei  üatürli<'h.  im  Falle  des  elliptischen 
Raumes,  Ents]irerhendes  von  den  reellen  pseudisotropen  Kongruenzen, 
und  im  Falle  des  hyperbolischen  von  den  Translationskongruenzen  gilt. 

Sind  die  reellen  T'feile  zweier  reeller  isotroper  Kongruenzen  ohne 
gemeinsamen  Be>taudteil  Bilder  zweier  algebraischer  Scharen  von 
Minimalebeuen  (oder  der  zugehörigen  Kurven), 

so  haben  diese  Kongruenzen,  zu  Örtem  komplexer  Pfeile  erweitert, 
nach  Obigem  {j^v  +  vy!y  gemeinsame  Pfeile,  und  tmkr  diesen  sind 
immer      4-  v^' 

Unter  den  algebraischen  Kongruenzen  haben  ein  besonderes  Interesse 
jene,  deren  vier  charakteristische  Zahlen  samÜich  gleich  der  Einheit 
sind.  Da  sie  also  durch  Paare  bilinearer  Gleichungen  dargestellt  werden, 
bezeichnen  wir  sie  sls  „bilineare  Kongruenzen".  Wir  betrachten,  als 
ttn  Beispiel  zu  den  vorausgehenden  Überlegungen,  kurz 

2,  Die  re^m  Pfeile 
d&r  irredugibden  redien  hüinearen  Kongrueneen,^) 

J,  E.  TL  oo'"'  Translationskongruenzen.  Wenn  eine  solche  rxi^  reelle 
Pfeile  enthält,  so  entst<?hen  diese  ans  irgend  einem  unter  ihnen  dadurch, 
daß  man  diesen  Pfeil  der  zweigliedrigen  Gruppe  aller  reellen  ächraubungen 

1)  Dieser  Begriff  ist  nicht  zu  TerwechseliL  mit  dem  etwas  weiteren  der  reell- 
irreduziblen  reellen  bilineAren  Kongruenasen,  deren  einige  (im  komplexen  Gebiet) 
reduzibel  sind. 
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um  ein  gewisses  Aclisenpaar  unter\s  irft.  Daa  sphärische  Bild  besteht 
aus  zwei  Kreisen  mit  je  00*  reellen  Punkten. 

//,  H.  Ii.  oc'  Pseudisotrope  Koiilti  u»;nzen,  im  Falle  von  rv3-  reellen 
Pfeilen  bestimmt  durch  zwei  wolilgeordnete  ebene  Schnitte  der  ab- 
solaten  Fläche,  mit  je  00^  reellen  Punkten.  — 

II,  E.K  00*  Pseadisoirope  Eongruensseii,  deren  jetfe  00*  reelle  Pfeile 
entliSlt  Jeder  unebene  reelle  Rotationskegel  mit  00'  reellen  Enseagenden 
bestimmt  zusammen  mit  der  absoluten  Fläoibe  ein  spezielles  Bfischel 
sogenannter  konzjUiscber  Flachen  2.  Ordnung.    Unterwirft  man  die 

reellen  Erzeugenden  aller  dieser  Flächen  einem  Orientieruugsprozeß,  so 
entöteheu  dadui'cb  zwei  einander  entgegengesetzte  IMeilkougrueiizea, 
und  irgend  eine  von  diesen  ist  die  sogenannte  allgemtsine  Kongruenz 
der  betrachteten  Art.  Außerdem  gebfiren  bierber  noch  00'  Doppel- 
koiiun  i  nzeu,  deren  jede  ibre  reellen  i'feile  in  einer  reellen  Ebene  hat. 
Das  sphärische  Bild  ist  ir^jend  eine  reelle  uneigenthche  Möbiussche 
Kreisverwandtschaft  zwiscben  i)eiden  ßildkugelu. 

///.  H.  K  Isotrope  Kongruen/cn,  deren  jede  lu-  reelle  Pfeile 
enthält.  Jede  vermittelt  auf  der  absoluten  Fläche  eine  reelle  nneigentliche 
Möbiussche  Kreisverwandtscbaft,  ist  also,  wie  wir  wohl  kurz  werden 
sagen  dürfen,  in  einem  gewissen  Sinne  Sehnen^amgrumß  einer  reellen 
Umlegung, 

Bezieht  man  den  reellen  Zug  eines  geeigneten  ebenen  Schnittes 
der  absoluten  Fläche  projektiv  auf  ihn  selbst,  und  zwar  vermöge 
einer  Projektivität,  die  Yon  der  Identit&t  yerschieden  und  nicht  in- 
volntorisch  ist,  nnd  außerdem  einen  sogenannten  positiven  Sinn  des 
Zuges  nicht  ändert,  so  sind  die  zugehörigen  Sehnen  Tangenten  an 
einen  gewissen  orientierten  Kreis  (der  nicht  immer  einen  sngangliehen 
Mittelpunkt  haben  wird,  und  im  besonderen  auch  ein  Ghrenzkreis  sein 
kann,  immer  aber,  von  höchstens  zwei  Punkten  abgesehen,  ganz  im 
Inneren  der  absoluten  Flache  liegt).  Dieser  reelle  Kreis  bestimmt  zu- 
sammen mit  der  absoluten  Fliiche  eine  spezielle  Schar  yon  konfokalen 
Flächen  2.  Klasse.  Setzt  man  die  Orientierung  des  Kreises  fort  in 
die  Kongruenz  hinein,  die  TOn  reellen  Erzeugenden  Ton  Flachen  der 
Schar  gebildet  wird,  so  entsteht  die  sogenannte  allgemeine  unter  den 
hier  zu  betrachtenden  Kongruenzen.  Dazu  kommen  noch  zwei  Scharen 
von  je  r»^  Doppelkongruenzen,  eutsprechend  den  Spiegelungen  au 
Punkten  im  hmereu  und  außerhalb  der  absoluten  Fläche.  — 

IIIj  K  00*  Isotrope  Kongruenzen  mit  je  00*  reellen  Pfeilen.  Jede 
gehört  zu  einer  reellen  eigentlichen  Möbius  sehen  KreisTerwandtechalt 
zwischen  den  Bildkugeln.   Diese  Figuren  smd  absolut- korrelatlT  zu 
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den  schon  betrachteten  psendisotropen  büinearen  Kongraenzen  (II,  E.  It), 
gehören  also  teils  zn  orientierten  Kreisen  und  den  durch  diese  he* 
stimmten  Scharen  von  konfokalen  Flächen  2.  Klasse,  teils  sind  sie 
Doppelkongrueiizen  und  eutspieclieu  den  cx^'  reellen  Punkten  des 
ellijp Ii  sehen  Raumes. 

/,  JET.  JR.  c»'  Translationskongruenzen  mit  je  oc''^  reellen  Pfeilen.  Jede 
vermittelt  eine  reeiie  eigentliche  Möbi  nasche  Kreisverwandtschaft 
der  Punkte  der  absoluten  Fläche.  Jede,  mit  Einschluß  der  ahsohiten 
Kongruenz,  ist  also  in  gewissem  öinne  iiehnenkongruena  einer  reellen 
Bewegung.^)  — 

Durch  drei  reelle  Pfeile  des  E.  R.,  deren  keine  zwei  syntaktisch 
sind,  geht  eine  Kongruenz  einer  jeden  Art  I,  II,  III;  und  durch  drei 
redle  Pfeile  des  H.  R.,  deren  keine  zwei  parallel  sind,  geht  eine  Kon- 
gmenz  einer  jeden  Art  II,  III,  L  — 

AUe  redien  analytischen  Transformationen,  die  anch  im  Gebiete 
der  komplexen  Pfeile  überall  eindeutig  und  stetig  sind,  bilden  eine 
Gruppe,  die  acht  getrennte  Scharen  von  Transformationen  umfaß^  und 
deren  kontinuierliche  Untergruppe  halb-einfach  ist  nnd  2  •  6  wesent- 

liehe  Parameter  im  Ausdruck  ihrer  allgemeinen  Transformation  enthält. 

Diese  Gruppe  von  8  •  c»*'  reellen  'f  rausformatiomn,  mit  d<  iti  rtdUn 
Vft'il  als  Baunielcnirnf,  ist  das  Bild  dir  zuior  {ß.  ölü  j  bdrculUeten 
(jrriqtpc  ro)i  Transforniadom)!  <mf  der  absvlutm  Fläclie.  Sie  ist  eine 
Erweiterung^  der  (Truppe  der  reellen  Möbiussehen  Kreisverwandt- 
schal'ten,  und  sie  hat  ühnliche  Eigenschaften  wie  diese.  Z.  B.  kann 
jede  Transformation  der  genannten  invarianten  Unter<rruppc  (oder 
irgend  einer  der  zugehörigen  sieben  Nebeugruppeu)  völlig  dadurch  be- 


1)  Ein  weiteren  interessantes  Beispiel  7m  <Ier  vorgetragenen  Tlieori«  liefern 
die  konfokalen  FiRchon  2.  Klaspe  mit  (n'ner  Basiskun  e  4.  Klasse  vom  ( !i  schlrchfe 
Eins.  Einig-cs  darüber  tiudet  man  hoi  (Joolidge  a.  a.  O.,  und  für  <len  i<renzfall 
des  Kuklitiiticheii  Ruumeü,  hei  E.  v.  Weber,  Bayer.  Akadber.  l'.H)4,  S.  447  n.  ff. 
—  Die  geeignetste  analytische  Grundlage  für  solche  l  ntersuchuugeu  »cbeinl  mir 
in  folgendem  Satse  su  liegen:  Die  Ebenenkoordinsten  lassen  sich  so  w3iüen,  daß 
die  Koordinaten  der  Ebenen  der  Kurve  4.  Klasse  vom  Gescfalechte  Eins  direkt 
proportional  werden  deu  vier  f^-Funktionen  (und  die  Koordinaten  der  zugehörigen 
Knrvenpunkte  gleichzeitig  den  dritten  Potcnsen  eben  dieser  Funktionen).  Vgl. 
Am.  Journal.  1904,  S.  156  u.  f.  Das  dort  entwickelt«  rolhf'htdigf  System  von  Additions- 
theoremen enthält  ein  sehr  einfaches  Mittel  für  üntersuehnnpfn  dieser  Art,  was 
wir  besonders  mit  Rücksicht  auf  den  Umstand  bemerken,  daß  diese  Arbeit  und 
die  damit  snsammenh&ngende  algebraische  Theorie  (Am.  Journal,  1904,  S.  108  u.  f ) 
nni  wenig  bekannt  geworden  zu  sein  scheinen,  und  daß  die  damit  gegebenen 
Hilfsmittel  (abgesehen  von  des  Verfassers  Trigonometrie)  noch  niemals  recht 
ansgMiutst  worden  sind. 
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stimmt  werden;  daß  man  drei  reellen  Pft  ilen  drei  andere  zuordnet. 
Beide  Figuren  von  je  drei  Pfeilen  sind  dabei  nahezu  willkürlich;  nur 
dürÜen  im  Falle  der  elliptischen  Geometrie  in  keiner  dieser  beiden 
Figuren  zwei  Bj&taktische,  und  im  Falle  der  hyperbolischen  Geometrie 
in  keiner  zwei  parallele  Pfeile  Yorkommen.  Die  invariante  Unter- 
gruppe läßt  jede  einzelne  der  drei  Arten  von  reellen  bilinearen  Kon* 
gnienzfiii  einzeln  in  Buhe;  die  ganze  Gruppe  laßt  die  biUnearen  Kon- 
gruenzen der  ersten  Art  im  elliptischen  und  die  der  zweiten  Art  im 
hyperbolischen  Räume  in  Ruhe.  — 

Offenbar  kann  man  die  Vorstellung  einer  (algohraischen  und 
transzendenten)  abstrakten  Pfeilgeometrie  entwickeln.  Objekte  dieser 
Geometrie  s'md  die  reellen  (und  komplexen)  Punkt©  (Stellen)  einer 
Tierfach  (achtfach)  ausgedehnten  reellen  algebraischen  Mannigfaltigkeit» 
die  Tollkommen  eindeutig  und  stetig  unserem  Pfeilkontinuum  im  reellen 
(komplexen)  Gebiet  zugeordnet  ist;  zugehörige  AquiTalenzbegriffe  werden 
erklärt  durch  eben  die  Ton  uns  betrachteten  Gbruppen.  Man  kann  z.  B. 
im  projektiven  Kontinuum  achter  Stufe  sehr  leicht  eine  reelle  Punkt- 
mannig&ltigkeit  von  der  Ordnung  24  angaben  ^),  derart»  daß  die  zuletzt 
betrachtete  Gruppe  als  Gruppe  aller  reellen  automorphen  Kollineationen 
dieser  Mannigfitltigkeit  erscheint»  mhrend  iGbr  die  früher  erörterte  um* 
^Euuaendere  Gruppe  (von  24  •  oo^  eindeutigen  Tnnsformationen)  ein 
Gleiches  im  komplexen  Gebiete  gilt.  Die  elliptische  und  hyperbolische 
Geometrie  gehören  dann  zu  gewissen  reellen  Untergruppen  der  zuerst 
genannten  reellen  Gruppe.  Die  elliptische  und  hyperbolische  Geometrie 
Terhalten  sich  also  zur  (algebraischen)  abstrakten  Pfeilgeometrie  ganz 
ähnlich,  wie  zur  projektiven  Geometrie. 


3.  Die  reellen  Bewegungen  und  Umlegungen 
im  h$!perbolischm  Baume, 

Was  wir  über  die  algebraischen  Kurren  auf  der  absoluten  Flache 
gesagt  haben»  läßt  sich  sinngemäß  auf  die  entsprechenden  (quasi* 
algebraischen)  Membranen  fibertragen.  Wir  wollen  nicht  zum  Schrecken 
des  Lesers  auch  diesen  Gedanken  noch  ausführen»  sondern  wir  wollen 
uns  auf  einige  spezielle  Bemerkungen  beschzSnkeny  die  man  wohl  nicht 
ohne  Interesse  finden  wird.  Es  ist  nämlich  soeben  eine  besonders 
einlache  Beziehung  der  reellen  Bewegungen  und  Ünileijungen  im 
kgperbolisdwn  Kaunie  zu  den  reellen  biiiuearea  Trauslationskougrueuxen 


1}  S.  des  Verfassers  AbbaudluDg  „SchraubeuHücheu  al«  Extreme",  die  dem- 
nftchat  im  American  Journal  of  Maüiematica  erscheinen  wird. 
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und  isotropen  Kongruenzen  hervorgetreten.  Diese  Figuren  hängen  aber 
in  der  in  Art.  XI  beschriebenen  Weise  zusammen  mit  ansgezeiehneten 
Menibraueu  —  die  wir  ebenfalls  ,,biliiiear"  ^verden  nenuen  dürfen  — 
und   Kuiren,  nämlich  irreduzibelen  ebenen  Schnitten  der  absoluten 

Fläche. 

Es  gilt  nun  der  folgende  Satz: 

Faßt  mntt  iw  hyperbohsdn  n  Räume  jeden  reellen  Pfeil  zmammen 
■h-fif  (lern  ihm  durch  eine  reelle  Bewegung  zugeordneten  Pfeil  (ih  reelUs 
Bild  eines  homplexm  Pfeils  auf,  so  haben  die  so  erliärtm  oo*  loniplexen 
Pfeile  ihre  Anfangs-  und  -Endpunkte  in  irgend  zwei  Punkten  einer 
hesHmmten  kredmbden  lüinearen  Membran.  IHe  reellen  Bilder  der 
eim^nen  Punkte  dieser  Membran  bilden  die  Sehnenkongruews  der  Be- 
wegung. 

UmgMirt  hesHmnU  jede  irredugibde  büineare  Membran  eine  reeUe 
Bewegung.  Die  kcnjugiert-lcomplexe  Membran  gMrt  eur  umgekehrten 
Bewegung. 

Setzt  man  an  Stelle  der  Bewegung  eine  reelle  Unüegung,  so  kommt 
man  zu  einem  beinahe  gleichlautenden  Satz;  nur  tritt  an  Stelle  der 
Membran  irgend  ein  inedu/.il)eler  ebener  Schnitt  der  absoluten  Fläche. 
Beide  Sätze  aber  sind  Spezialf ülk-  von  zwei  in  ifiissenderon,  in  denen 
an  Stelle  der  Bewegung  oder  Umlegung  eine  lieiielHge  eigentliche  oder 
uueigeutliche  reelle  konforme  Abbildung  der  absoluten  l'läelie,  und  an 
Stelle  der  bilineareu  Alembrnn  oder  Kurve  irgend  eine  Irxwnic  aus- 
gezeichnete Membran  oder  krumme  analytische  Konre  auf  der  absoluten 
Fläche  tritt. 

Die  reellen  Beweguni^en  im  hyperbnli.sehen  Räume  bilden  ein  nicht- 
nbgesclilossrues  Kontinuuni,  Man  sieht  ai>er  sofort,  daß  nuin  ein  ab- 
geschlossenes Kontinnuni  u.  a.  dadurch  eihäU,  daß  man  die  wohlgeord- 
neten Paare  reeller  Punkte  auf  der  absoluten  Fläche,  also  die  reellen 
Pfeile  hinzulügt.  Dieses  Kontinuuni,  das  natürlich  auch  wieder  ina 
komplexe  Gebiet  fortgesetzt  werden  kann,  ist  das  Objekt  einer  kine- 
matischen Theorie,  ähnlich  der,  die  der  Verfasser  im  Anhang  zu  seiner 
Geometrie  der  Dynamen  skizziert  hat;  und  das  Gleiche  gilt  natürlich 
von  den  reellen  BeweL'ungen  im  elliptischen  Räume,  deren  Kontinuum 
von  vom  herein  abgeschlossen  und  dem  Kontinuum  der  Paare  reeller 
Punkte  aus  zwei  quaternären  Gebieten  äquivalent  isi  Auch  leistet  die 
Geometrie  der  reellen  Samen  (Lagen  eines  starren  Korpers)  im  liypei> 
bolischen  Räume  Äbnliches  für  die  Theorie  der  Funktionen  von  drei 
komplexen  Veränderlichen,  wie  die  Geometrie  der  reellen  Pfeile  f&r 
die  Theorie  der  Funktionen  von  zweien.   Aber  Fragen  dieser  Arl^  wie 
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auch  das  Studnuu  jeuer  Grenzfälle  und  Trümmer  der  vorgetragenen 
Sätze,  die  im  Euklidischen  Räume  übritr  bleil^en,  liegen  jenseits  der 
Schranken,  die  wir  uns  für  diesesmal  gesetzt  haben.  Wir  bemerken 
nur  noch,  daß  schon  einige  Untersuchangen  über  den  zuletzt  berilhrten 
Oegenstaud  vorliegen.*) 

Bonn,  3.  Augost  1906. 


Protakoli  der  Stuttgarter  Versammlmig  vom  16.  bis  zum 

20.  September  1906. 

Soimtaif,  16.  September,  DAehmittags  4  Ukr:  Yorstaadssitznng  der 
Dentscheii  MaÜhematiker-Yereiuignng;  abends  8'/}  ülir  zwangloser 
Begrüßungsabend  fSr  Damen  nnd  Herren  in  der  Liederhalle. 

Montag,  den  17.  September,  vormittags  9%  Uhr:  Erste  allgemeine  Ver- 
sammkuig  im  Festsaal  der  TJederhalh'  ((rut/mer  erstattet  den  Be- 
rieht  il^r  Unterrichtskommi^siou  der  Gesoilschal't  Deutscher  Natur- 
forscher und  Arzte):  nachmittags  3  Uhr:  Iv(jnstituienin^  der  Ab- 
teilung und  erste  Abteil un^^ssitzung;  abends  S  llhr:  <iartenkonzert 
mit  festlicher  Beleuchtung  und  Feuerwerk  in  den  Kuranlagen 
von  Caunstatty  für  Nichtteilnehmer  Znsanunenkimft  bei  Koppen- 
höfer. 

Dienstag,  den  18.  September,  vormittags  9  Uhr:  Zweite  Abteilnngssitznng; 
nachmittags  Sy,  Uhr:  Dritte  AbteUnngsaitzung;  abends  7  Uhr:  Fest- 
mahl in  der  Liederhalle,  fOr  Nichtteilnehmer  Zusammenkunft  bei 
Eoppenhdfer. 

Mittwoch,  des  19*  September,  vormittags  9  Uhr:  Vierte  Abteilungssitzimg* 
nBChmittl^;^  3Vt  Fünfte  Abteilungssitzuug;   abends  Festvor- 

Stellungen  in  den  k.  Theatern,  im  Interimtheater:  Der  Bail)ier  von 
Sevilbi,  im  Wilhelniatheater:  Matthias  GoUinger,  dann  Zusauimenkunft 
bei  Koi)i)euhöfer. 

Donnerstag,  den  20.  September,  yoiinittags  9  Uhr:  (jescliäftssitzung  der 
Deutschen  Mathematiker  -  Vereinigung,  hierauf  Vorstandssitzung; 
mittags:  AusÜng  nach  Tübingen;  abends  8  Uhr:  Empfang  auf  dem 
Kathause. 


1)  study,  Geoiiujtrie  der  Dynainen,  Leipzig  lUü3,  S.  30ö— 309,  430—431, 
sowie  namentlich  dit-  zitierten  Arbeiten  der  Herren  E.  v.  Weber  nnd 
J  Grünwald,  wo  u.  a  ein  G.  d.  D.  S.  340  ausgesprochener  tiedanke  aus- 
gefQbrt  wird. 
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Protokoll  der  Stnttguier  Ymaiiiinliuig. 


Protokoll  der  Vorstand ssitznn/i;  der  Otutschen  Mathematiker> 
Vereiniipiiig  m  Stattgart  am  16.  September  1906. 

Anwesend:  Pringsheim  als  VoiBitsender,  ferner  Aekermanor 
Tenbner,  t.  Brill,  Gntzmer,  Eraser,  Stäckel. 

Es  wird  die  Tageeordnimg  der  am  folgenden  Tage  beginnenden 
Jahieerereammlnn^,  und  inebeeondere  äar  anf  den  20.  ds.  einberufenen 
Geeehaftesitzuiig  durchberaten. 

Stuttgart,  den  16.  September  1906. 

Pringelieim,  Vorsitzender.     Krazer,  Schriftführer. 

Protükoll  der  Mitgliederversammlung  der  Deutschen  Mathematikcr- 
Yereinigong  zu  Stuttgart  vom  17.  bis  tü,  September  IdÜd. 

IiTsta  Sltsimg,  Hontag,  den  17.  September,  naehmittags  3  ühr. 

Renschle  begrüßt  die  Versammlung  im  Namen  der  Gesellschaft 
Deutscher  Naturforscher  und  Arzte  ubcI  Priugsheim  als  Voraitzender 
der  Deutschen  Mathematiker- Vereinigung  im  Namen  dieser.  Es  wird 
die  Tagesordnung  für  die  Vorträge  festgesetzt  und  beschlossen,  daß  die 
Dauer  eines  Vortraijes  20  Minuten,  die  eines  Kefemtef?  4<>  Minuten 
betragen  solle.  Stiiekel  legt  im  Auftrage  des  Herausgeoers  Schlesinger 
den  zweiten  Band  der  gesammelten  mathematischen  Werke  von  L.  Fuchs 
vor.  Es  wird  Renschle  /.um  Vorsitzenden  dieser,  Pringsheim  zum 
Vorsitzenden  der  zweiten  Sitzung  gewählt. 

Vorsitzender:  Beuschle. 

1.  Blumenthal'Aachen:  Über  die  ganzen  transzendenten  Funktionen 

und  den  Picardschen  Satz  ( Referat). 

2.  A.  Pri ugsh eim-München:  IJber  das  Fourierselie  Integraltheorem. 

3.  Ö.  Faber-Karlsnihe:  Uber  Reihen  nach  Legendre.schen  Polynomen. 

4.  0.  Perron-München:  Uber  die  singulären  Punkte  auf  dem  Konver- 
genzkreise. 

Zweite  Sitsimg,  Dienstag,  den  18.  September,  Tomlttags  9  Ubr. 

VorsitÄender;  Pringsheim. 

1.  F.  Hartogs-München:  Über  neuere  Untersuchungen  auf  dem  Gebiete 
der  analytischen  Funktionen  mehrerer  Variablen  (Referat). 

2.  P.  Stäckel- Hannover:  Über  Potenzreiben  von  mehreren  Verändei^ 
liehen. 

3.  D.  Hilbert-GöttiDgen:  Über  Wesen  und  Ziele  der  Theorie  der 
Integralgleichungen. 
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4.  E.  Hilb- Augsburg:  Über  eine  Erweiterung  des  EleinschenOszülations- 
theorems. 

T.  Brill  ladet  die  lUlglieder  zu  einem  Besuclie  Tübingens  für  den 
Donnent&g  Nadunittag  ein. 

Nötber  wird  zum  Yorsitzenden  der  dritten  Sitzung  gewSblt. 

IMtta  Sltsung»  IMeiutag,  den  18.  September,  naolmlttagB  3%  Ulir. 

Vorsitzender:  Xöther. 

1.  M.  Krause-Dresdeu:  Zur  Theorie  der  Funktioueu  reeller  Yeräuder- 
liehen. 

2.  P.  Koebe-GöttiDgen:  Über  konforme  Abbildung  mebrfiMih  zusammen- 
hangender ebener  Bereiche. 

3.  F.  Meyer-Königsherg:  Anwendung  des  erweiterten  Euklidischen 
Algorithmus  auf  Reaultantenbilduiip^cn. 

4.  P.  Schuf  he  itlin-Berlin:  Zur  Theorie  der  Besseischen  Funktionen. 

?.  Brill  wird  zum  Vorsitzenden  der  vierten  Sitzung  gewählt 

Vierte  Sitzung,  Mittwoch,  den  19.  September,  vonnlttags  9  Uhr. 

Vorsitzender:  Brill. 

1.  A.  Schoenflies-Kümgsherg:  Bericlit  über  die  Entwicklung  der 
Lehre  von  den  Puuktmannigfaltigkeiten.  iL.  Teü  ^(ieometrie  und 
Fiuiktionentheorie). 

2.  G.  liessenberg  llerliii:  Pötenzen  tranfsfiniter  Onluungszahleu. 

3.  G.  La iid 8 l>erg- Breslau:  Über  die  Totalkrümiiiimg. 

4.  K.  Ii  o  h  u- Leipzig;  Lineale  Koiistruktioii  der  Kurve  B.  Ordnung. 

5.  C.  J  uel- Kopenhagen:  Über  nichtanaly tische  liaumkurven. 

6.  Th.  8chniid-Wien:  Zur  konstruktiTen  Behandlung  des  Achsen- 
komplexes. 

      • 

7.  R.  Müiler-Braunschweig:  Polbestimmung  für  Verzweigungslagen  bei 
der  Bewegung  eines  ebenen  ähnlich-veriuiderlichen  Systems  in  seiner 

Ebene. 

8.  H.  Wiener-Dannstadt:  Demonstrationen. 

Kl  ein  wird  zum  Vorsitz^den  der  fünften  Sitzung  gewählt. 

Fttnfte  Sitziuig,  Mittwoch,  deu  19.  September,  naehmittags  sy,  Uhr. 

Vorsitzender  Klein. 

1.  C.  Runge -Göttingen:  Über  graphische  Löaungeu  von  Dilferential- 
gleichuugen. 

2.  R.  Mehmke- Stuttgart:  a.  Dter  neue  Mecbaiiismen  zur  Lösung  von 
Aufgaben  der  Dynamik,  mit  Anwendung  auf  die  mechanische  inte 


Digitized  by  Google 


530 


Protokoll  der  Stuttgaxter  Yenammlinig. 


gratioa  von  Differentialgleichangeii  2.  und  höherer  Ordnung  und  von 
Systemen  solcher,  b.  Über  nene  Anwendungen  der  Roüe  &nf  das 
Zeichnen  Teirschiedeneir  Klassen  YOn  Kurren  nnd  auf  die  AusfÜhrong 
Ton  BerühmngstransformatioDen. 
3.  A.  Wagenmann-Stnttgart:  HatiliemAtische  Theorie  desEntwiddungs^ 
gedankens. 

Hierauf  fand  eine  Debatte  über  Unterrichtsfrageu  statt,  canknüpfend 
an   den  vou  Gutzmer  iii  der  ersten  alli2;emeinen  Versammlimg  er- 
-statteten  Bericht  der  Unterrichtskoiiimi^siuu  Deutseber  Naturibrscber 
und  Arzte.  Der  württembergische  ünterrichtsminister  wohnte  mit  einer 
größeren  Anzahl  Ton  Ministerialräten  dieser  Besprechung  bei. 

CksehlUlssitsiing  der  DentschAB  Matkematiker-yereiiiignng 

am  20.  Sepfember  1906. 

Vorsitzender;  Pringsheim. 

a.  Berieht  ftber  den  Stand  der  Deutschen  Mathematiker- 
Vereinigung  und  die  Tätigkeit  des  Vorstandes  im 

ablaufenden  Jahre. 

1.  Am  Schlüsse  des  Jahres  liK),")  /wählte  die  Deutsche  Matlieiiiatiker- 
Vereiüigung  laut  Mitgliederverzt  iclmis  664  Mitglieder.  Davon  ver- 
starben im  Laufe  dieses  Jahres  5  Bau t>r  München,  Boltziiiaiin  Wien, 
K  ]i  e  s  c  h  k  0  -  Bniunsch  weig ,  S  tarn  m  e  r  -  Düsseldorf,  W  o  1  f  s  k  e  hl  -  Darm- 
stadt), 1  Mitglied  ( West phal- Potsdam)  ist  ausgetreten.  Zu  den  Ter- 
hlcibenden  ööH  Mitgliedern  kamen  30  neue  hinzu,  von  denen  IT  dem 
Deutschen  Reiche,  je  3  Rußland.  Ungarn  und  den  Vereinii^tiMi  Staaten 
von  Amerika,  je  1  Dänemark,  OsteiTeieh,  Schweden  und  der  Schweis 
angehören.   Die  MitgUederanzahl  betragt  sohin  heute  688. 

2.  Das  Vermögen  der  Deutschen  Mathematiker- Vereinigung  betrug 
am  1.  Dezember  1905  laut  Kassenbericht  16  864.66.  Im  Laufe 
dieses  Jahres  konnten  weitere  JC  1000. —  3%  Deutsche  Reichs-Anleihe 
angekauft  werden,  sodafi  der  Besitz  an  Wertpapieren  jetzt  nom.  JL 18000.^ 
mit  einem  Ankaufswert  Ton  JC  16573.55  beträgt;  außerdem  sind  noch 
JL  1020.70  haar  in  der  Kasse. 

3.  In  der  Geschaftssitzung  zu  Breslau  vom  21.  September  1904 
war  beschlossen  worden,  daß  die  Deutsche  Mathematiker -Vereinigung 
in  das  Vereinsregister  des  Amtsi^erichtes  Leipzig  eingetragen  werden 
solle,  und  daß  ?u  dem  Ende  vorher  die  Satzungen  so  ergänzt  w  «  rden, 
wie  es  die  BestiiniDtingeu  des  B.  G.-B.  für  die  Eintragung  verlaiiL^en. 
Diese  neuen  Satzungen  wurden  dann  in  der  Geschäftssitzung  zu  Meiun 
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TOm  28.  September  1905  emBtimmig  angenommexL  Nacli  der  £in~ 
reichuDg  machte  das  Aategericlit  Leipzig  nochmals  Einwendungen. 
In  §  8  Absatz  4  war  verlangt,  daß  der  ScbriftfQhrer  „Aber  die  Ge- 
schSftssiiEong''  ein  Protokoll  führe;  das  Amtsgericht  Leipzig  yerlangte, 
daß  dieses  Protokoll  sich  auf  die  ganze  Mitgliederversammlang  und 
ihre  Beschlflsse  erstrecke;  infolge  dessen  hat  der  Vorstand  dem  ge- 
nannten Absätze  die  Fassung  gegeben:  „Über  die  Mitgliederversammlung 
und  die  von  ihr  gefaßten  Beschlüsse  hat  der  Scbriftführer  ein  Proto- 
koll zu  führen,  welches  spätestens  im  Dezemberhefte  des  Jahres- 
berichtes vi'niÜ'entlieht  wird."  Diese  Aiideiimg  zog  nach  sich,  daB 
auch  der  Schluß  des  zweiten  Absatzes  von  §  7,  wo  es  hieß:  ,,Im 
Dezemberhefte  das  Protokoll  der  Geschäftssitzung"  in  „Ira  Dez>Mnber- 
hefte  das  Piot  ikuli  diest^r",  niimlich  der  Mitglieder versainmluuii-,  ab- 
geändert weide,  und  endlich  konnte  jetzt  itn  dritten  Absätze  des  ^  7 
das  Wort  „Chronik"  durch  das  Wort  „Protokoll'*  ersetzt  werden.  Am 
29.  Dezember  1905  wurde  sodann  die  Deutsche  .Nhithctnntikor-Ver- 
einigung  in  das  Yoroinsregister  des  Amtsgerichtes  Leipzig  eingetragen. 
Der  Vorstand  stellt  den  Autrag,  den  genannten  Änderuugen  der 
Satzungen  nachträglich  die  Genehmigung  zu  erteilen. 
Der  Antrag  wird  einstimmig  angenommen. 

4.  Von  dem  Vorsitzenden  wurden  den  Mitgliedern  Scheibner  zum 
80.  Geburtsti^,  C.  Neumaim  zum  50  jährigen  Doktorjubiläum  und 
W^eingarten  zum  70.  Geburtstage  die  GlückwQnsche  der  Deutschen 
Mathematiker -Vereinigung  telegraphisch  ausgesprochen. 

5.  Am  15.  ni.  erfolgte  in  gewohnter  Weise  die  erste  Einladung  zu 
der  heurigen  Jahresversammlung  in  Gemeinschaft  mit  der  1.  Abteilung 
der  Gesellschaft  Deutscher  Naturforscher  und  Ärzte.  Es  wurden 
Vortrage  Über  Funktionentheorie  vom  Vorstande  als  besonders  will- 
kommen bezeichnet  und  einige  Mitglieder  zu  umfassenden  Referaten 
Aber  diesen  Gegenstand  gewonnen.  Der  aus  der  Reihe  der  Mitglieder 
angeregte  Gedanke,  auch  die  Versicheruugsmathematik  auf  die  Tages- 
ordnung zu  setzen,  mußte  wegen  eines  gleichzeitig  mit  unserer 
Yersammlung  einberufenen  internationalen  Kongresses  f&r  Ver- 
sicherungswesen wieder  fallen  gelassen  werden.  Da  sich  die  V^- 
öffeutliclioiifT  des  Programms  der  Natnrfbrscherversammlung  ver- 
zögerte, erfolgte  im  .luliliett  des  Jahresberichtes  einstweilen  eine 
Mitteilung  der  bis  dahin  augemeldeten  Vortrüge,  während  die  A'er- 
ütientlicliuiig  der  auf  Grund  dieser  Anincl(hiiigen  und  des  all- 
gomfi^i*'n  Programms  der  Nnturforscherversanimluiig  entworfenen 
Tagt  sorduung  für  unsere  Versammlung  erst  im  Augusthefte  geschehen 
konnte. 
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b.  Bericht  über  die  literarieehen  TJniernehmungeii  der 
Deutflcben  ICathematiker-Yeremigang. 

1.  Jahresbericht:  Bezüj^jlich  des  Jahresberichtes  wird  von  Seite  des 
Vorsitzenden  augeregt,  zur  besseren  Übersicht  des  fertigen  Bandes  für 
die  >vis8enschaftlichen  Aufsätze  einerseits  und  für  die  Mitteilungen  und 
Nachrichten  andererseits  besondere  Paginienmgen  einzurichten.  Es 
werden  Herausgeber  und  Verlejrer  gebeten,  die  Durchführbarkeit  dieses 
Gedankens  in  Erwägung  zu  zielien. 

2.  Referate:  Die  vorjährige  Versammlung  hat  sirh  damit  ein- 
verstanden erklart,  daß  das  von  Sc  Iii  esinger  zu  erstattende  Referat 
über  die  linearen  Ditferenzialgleichungen  sich  auf  die  Zeit  von  1865 
an  lii'sidiränke.  Fejer-Klausenbui^  hat  sich  bereit  erklärt,  das  Referat 
fiir  die  frühere  Zeit  zu  Uberaehmen,  und  e?  hat  der  Vorstand  dieses 
Anerbieten  mit  Dank  angenommen.  —  Das  gleichfalls  im  Torigen 
Jahre  erwähnte  Referat  von  Simon  Ober  die  Entwicklung  der  Elementar- 
Geometrie  im  XIX.  Jahrhundert  ist  vor  kur^m  erschienen.  —  Das 
Referat  von  Burkhardt  über  die  Entwicklungen  nach  oszillierenden 
Funktionen  ist  bis  zum  90.  Bogen  fortgeschritten,  und  es  ist  die  Aus- 
gabe der  5.  Lieferung  in  kurzem  zu  erwarten.  —  Das  Referat  Ton 
Eowalewski  fiber  Lie  ist  im  wesentlichen  abgeschlossen  und  dürfte 
im  Laufe  dieses  Jahres  zum  Dmcke  gelangen. 

3.  Enzyklopädie:  Klein  berichtet  Aber  den  Fortgang  der  Binde 
2 — 6  der  Enzyklopädie  der  mathematischen  Wissenschaften,  Ton  denen 
seit  der  letzten  Versammlung  6  Hefte  erschienen  sind,  und  für  deren 
weitere  Fortsetzung  auch  in  diesem  Jahre  günstige  Aussichten  bestehen. 
Klein  teilt  femer  mit,  daB  er  nun  auch  die  Redaktion  des  7.  Bandes 
(Philosophie,  Geschichte  und  Pädagogik)  übernommen  habe,  und  daß 
mit  den  Vorarbeiten  zu  diesem  ganz  besondere  Schwierigkeiten  in  sich 
tragenden  Baude  in  Bälde  begonnen  werde.  Auch  für  die  französische 
Ausgabe  der  Enzyklopädie  steht  das  Erscheinen  weiterer  Hefte  in 
Ausi>icht. 

c.  Berichte  der  Kommissionen. 

1.  Statistische  Kommission:  Schoenflies  weist  im  Namen  der 
statistischen  Kommission  auf  die  pag.  221  des  Jahresberichtes  erfolgte 
Publikation  ,,Zur  Statistik  des  mathematischen  Studiums''  hin  und 
stellt  weitere  ähnliche  Nachrichten  auch  für  dieses  Jahr  in  Aussicht 
Es  wird  angeregt,  insbesondere  auch  über  die  Zahl  der  neu  errichteten 
LehrsteUen  für  Mathematik  an  den  höheren  Schulen  Mitteilung  zu  machen. 

2.  Kommission  für  den  Schröderschen  Nachlaß:  Eugen  Müller 
teilt  mit,  daß  er  nunmehr  im  Einverständnis  mit  der  Torjährigen  Ver- 
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Piunmluiig  tlon  von  Schröder  seinpr  Z«^it  in  Aussicht  gestcllton  ,,Abriß" 
der  alfxebraischen  Logik  bearbeitet  habe,  daß  dns  Manuskript  ziemlich 
vollständig  imd  fertig  vorliege,  uud  daß  der  Druck  noch  iu  diesem 
Winter  bet^onnen  werde. 

3.  Bibliogniphische  Kommission:  Felix  Müller  weist  im  Namen 
der  bibliographischen  Kommission  auf  die  pBig.  4.')0  der  Jahresberichte 
erschienene  Publikation  „Verzeichnis  älterer  mathematischer  Werke 
ans  der  im  Besitz  der  Jacobsonschule  zu  Seesen  befindlichen  Wert- 
heimsi-lieii  Bibliothek"  hin.  Er  legt  ferner  ein  mit  Rücksicht  auf 
den  4.  Band  der  Gantorsehen  Qeschichte  der  Mathematik  verfaßtes 
Veraeichnis  yon  250,  fttr  die  sweite  Hälfte  des  18.  Jahrhunderts  in 
Betracht  kommenden  mathematischen  Zeitschriften  vor. 

d.  Beschlußfassung  über  die  Verwendung  des  Aktivrestes  des 
HI.  Internationalen  Mathematiker-Kongresses. 

Die  der  leisten  Versammlung  vorgelegte  Abrechnung  hatte  einen 
Aktivrest  von  M.  1884.38  ergeben.  Nach  Aumsahlung  des  damals  be- 
schlossenen Beitrages  von  M.  200.  —  zum  Laibacher  Vega>Denkmal 
und  unter  Hinzurechnung  der  inzwischen  erwadiseDon  Zinsen  steht 
heute  ein  Betrag  von  JL  1733.80  zur  Verfügung.  Die  vorjährige  Vei^ 
Sammlung  hatte  beschlossen,  daß  ein  Teil  dieses  Überschusses  fttr  die 
Ghfabstatte  Riemanns  auf  dem  Friedhofe  von  Biganzolo  verwendet 
werde,  und  hat  den  Vorstand  beaufitagt  Nachforschungen  an  Ort  und 
Stelle  vorzunehmen,  um  der  heurigen  Versammlung  einen  bestimmten 
Vorschlag  in  dieser  Richtung  zu  unterbreiten.  Diesem  Auftrage  ent- 
sprechend hat  der  Schriftführer  in  diesem  Frühjahre  den  Friedhof  von 
Birrfiuzolü  aufgesucht  und  l»i'riclitet:  der  westlichen  Ecke  der  Xord- 
WHiid  des  kleinen  F'riedhot'es ')  fand  ich  die  Grabplatte  Uiemaini.s  in 
die  Mauer  ein<rehissen :  das  Grab  selbst  ist  nicht  erhalten,  dieses  und, 
da  der  Friedhof  seit  dem  Tode  Riemaniis  sehoii  mehrmals  wieder 
bele<rfc  mirde,  noch  mehr  die  Gebeine  rfieiiiann*;  sind  nicht  mehr 
aufzufinden.  Die  Schrift  der  eingemauerten  l'bifte  ist  ziemlich  ver- 
blaßt, auch  die  Einmauerung  ohne  besondere  Sor-rfült  treschehen.  Der 
Sindaco  von  Biganzolo  hat  mir  mitgett  ih,  daß  die  Gemeinde  beab- 
sichtige, den  Friedhof  durch  Auiligung  einer  Arkadenreihe  an  der 

1)  Man  eireicht  diesen  Itci  der  Kirche  von  Biganzolo  gelegenen  Friedhof,  wena 
man  von  Intn  etwa  eine  Viertelstunde  weit  auf  der  Straße  nach  Locarno  geht 
und  »Ir,  wo  diese  Straße  zwischen  den  Fabrikgobftnden  der  Gebrüder  Z  ü  st  hindurch- 
geht, an  diesen  in  sfidwestHrher  Hiclituug  iu  dio  UmIh^  st<'i^t.  Wodt-r  Kirclic  noch 
Friedhof  sind  von  der  Straße  aus  sichtbar.  Ganz  nahe  beim  Friediiof  liegt  die 
cor  Gemeinde  Selasca  gehörige  Villa  Piacui,  das  Sterbehans  Riemanns,  jetst 
Wobnhana  der  Familie  Zfist. 

Juhmbwtclit  d.  DratMfaMi  M«tlMai.>Y«ralBigoaf.  XY.  BafI  10/11.  86 
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Westseite  zu  vcigrüßern  und  so  die  Schaifung  dauernder  Gedenkstätten 
zu  ermöglicheiL  £r  ist  bereit,  eine  dieser  Kapellen  gegen  Erstattung 
der  Kosten  uns  zu  überlassen  mit  der  Erlaubnis  darin  ein  Denkmal 
Kiemanns  zu  wricbten.  Da  die  Erweiterung  des  Friedhofes  erst  in 
ein  Paar  Jahren  geschehen  soll,  so  ist  hinlänglich  Zeit,  das  Projekt 
nach  allen  Seiten  zu  erwägen/' 

Die  Versammlung  beauftragt  den  SchriftfQhrer,  unter  dem  Aus- 
drucke  des  Dankes  für  seine  bisherigen  Bemühungen,  die  Angelegenheit 
in  dem  genannten  Sinne  weiter  zu  Terfolgen  und  einer  der  nächsten 
Versammlungen  wieder  zu  berichten.  Der  oben  erwähnte  Überschuft 
7on  1733.80  Jt.  soll  aber  schon  jetzt  so  geteilt  werden,  daß  800  JL 
dem  lY.  Internationalen  Kongreß  überwieseui  der  Best  von  933.80  k4C* 
•   fUr  das  Riemann -Grabmal  reserviert  werden. 

e.  Begründung  eines  Mathematiker-Archivs. 

In  Erwägung,  daß  auf  der  Göttinger  UniTersitätsbibliothek  bereits 
der  wissenschaftliehe  Nachlaß  von  Riemann,  Clebsch  und  Plücker 
aufbewahrt  wird,  werden  Klein  und  Conrad  Müller  beauftragt,  mit 
dieser  Bibliothek  in  Beziehung  zu  treten  und  der  x^hsten  Versamm- 
lung darüber  zu  berichten,  ob  und  unter  welchem  Bedingungen  sie 
bereit  ist,  wissenschaftlich  interessante  Manuskripte  und  Briefe  ver» 
storbener  Mathematiker,  welche  ihr  von  der  Deutschen  Mathematiker- 
Vereinigung  übergeben  werden,  auizubewahren. 

f.  Eulerfeier  im  Jahre  1907. 

Nachdem  die  bisherigen  Erkundigungen  des  Vorstandes  ergeben 
haben,  daß  das  ZusammentrefiEen  mit  anderen  wissenschaftlichen  Ver- 
sammlungen die  Abhaltung  einer  Eulerfeier  im  nächsten  Jahre  zu  Basel 
untunlich  erscheinen  läßt,  und  daß  ferner  auch  die  Berliner  Akademie 
der  Wissenschaften  eine  besondere  Eulerfeier  nicht  in  Aussicht  ge- 
nommen hat,  beschließt  die  Versammlung  auf  Antrag  des  Vorstandes,, 
daß  auf  der  iwchsten  Jahresversammlung  in  Dresden  eine  Sitzung  dem 
Andenken  Eulers  gewidmet  werde,  in  der  Weise,  daß  in  derselben  Vor- 
trage stattfinden,  die  auf  Euler,  seine  wissenschaftliche  Arbeiten  und 
seine  wissenschaftliche  Bedeutimg  Bezug  haben;  jedoch  soll  für  den 
Fall  von  dieser  Feier  abgesehen  werden,  daß  der  IV.  Internationale 
Kongreß  zu  Ki>m  eine  Ehrung  Eulers  ins  Auge  fasse. 

g.  Herstellung  eines  ausführlichen  Mitgliederverzeichnisses 
der  Deutschen  Mathematiker-Vereinigung. 

Das  an  der  Spitze  eines  jeden  Bandes  der  Jahresberichte  erschei- 
nende Mitgltederverzeichnis  beschrankt  sich  auf  eine  bloße  Adressen- 
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angäbe.  £»  ist  infolgedessen,  schon  mehrfach  aus  dem  Kreise  der 
Mitglieder  der  Wunsch  geauBeit  worden,  dieses  Yeraeichnis,  so  wie  es 
hei  anderen  gelehrten  GfeseUschaften  geschieht^  ausführlicher  zn  gestalten. 
Bei  der  großen  Anzahl  der  Mit^eder  dfirfte  sieh  aber  eine  solehe  Er- 
weiterung des  regehnaßigen  jShrlicheii  Yerzeichnisses  nicht  empfehlen, 
dagegen  erschien  es  dem  Yorstande  wohl  dnrdiftthrbar  nnd  auch 
wünschenswert,  daß  in  größeren  Zwischenx&umen  ein  ausführliches 
Hitgliedenreneichnis  herausgegeben  werde,  welches  als  besondere  Beilage 
des  Jahresberichtes  auf  Kosten  der  Deutschen  Mathentatikier-Yereimgung 
hergestellt  und  allen  Hitgiiedem  zugesandt  wird  Der  Yorstand  hat 
demgemäß  beschlossen,  ein  solches  ausführliches  Mitgliederverzeichnis 
herzustellen,  und  hat  zur  Beschaffung  des  nötigen  Materials  nn  alle 
Mitglieder  Fra<!;obogen  versendet.  Von  diesen  sind  bis  jetzt  etwas 
mehr  als  "3  wieder  eingelaufen. 

Die  Yersamnilunu;  ernjächtigt  den  Bchriftführer,  zur  Bearbeitung 
dea  Mitgliederverzoicknisses  einen  Hilfsarbeiter  gegen  entsprechende 
Vergütung  heranzuziehen. 

h.  Neuwahlen  iu  den  Vorstand.   Wahl  der  Kasserevisoren. 

An  Stelle  der  satzungsgemäß  aus  dem  Vorstande  ausscheidenden 
Mitglieder  y.  Hangoldt  und  Stäclcel  werden: 

Kranse-Dresden  und  Schoenflies-Kßnigsberg 

für  die  Zeit  vom  1.  Oktober  1906  bis  zum  30.  September  1909  als  Vor- 
standsm i tgl  1 '  1  < m-  ^'»nv ä ) il t . 

Als  Kasserevißoren  werden  für  dieses  Jahr  Bruns  und  Holder 
wied  er£re  wählt. 

Stattgart,  den  20.  September  1906. 

Pringsheim,  VorsitBender.      Krazer,  SchrÜtftlhrer. 

Protokoll  der  Vorstaiidssitzung  der  Dentschen  Mathematikep- 
Vereiniguiig  zu  Stuttgart  am  2ü.  September  1906. 

Anwesend:  Pr  in  gehe  im  als  Yoisitaender,  femer  Ackermann- 
Tenbner,  t.  Brill,  Gntzmer,  Krause,  Krazer,  Schoenflies. 

Es  wird  t.  Brill  zum  Vorsitzenden  fOr  die  Zeit  Tom  1. Oktober  1906 
bis  zum  30.  September  1907  gewählt 

Stuttgart,  den  20.  September  1906. 

Pringsheim,  Vorsitzender.      Krazer,  Sehriftführer. 
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Vertmenuigen  und  Bemerkungen  sn  den  Bfteliertitoln  der 
WortiLetansolisn  BibliotlLek  (Bd.  15,  431—434). 

1508.  Streiche  „Arithiuetica  geruiauicu''  (steht  uur  aut  Uem  Ilücken 
des  Buches).  Lies  „Rechenung^  statt  Becbniuigeii  und  i^uffinaonsdiafft** 
statt  Kauffinaniiscbaffteii. 

1509.  Streiche  „Arithmeticae  disciplinae". 

1533  (32).  Ohne  Jahmszalil.  Die  2.  Auflage  „De  triangulis  planis 
et  sphaericis"  «'rschien  (nach  Mitteilung  dos  Herrn  (t.  Vnvström)  }h\SiA  1561. 

15-40.  Lies  Fiero  Borg!  statt  Luca  del  Borgo  und  „abacJbo^*  statt 
abaco. 

1552.  Lies  Ohaligai  Fiorentitto.    Noikt.  rir. 
1Ö56.  General  trattato  di  nnmeri  e  misnre.  Der  letzte  Teil  t.  J.  1660 
befindet  sieb  auch  in  der  Bibliothek. 

1570.  Lies  „proportionibus"^  statt  „proportioue". 

IGoG.  Porto  astronomioo  di  Emmanuel  Porto,    (Benvenuto  Petaxzo 

gewidmet ). 

1640.  Breve  e  facil  introdu/.i^iuue  alla  g^'Ograpbia  e  trigouometria 
d'Emmanuel  Porto.    (Battista  Grimani  gewidmet). 

FbEJX  MOliLER. 


Utteilmigen  und  NaeMcliteii. 

Oeeigneie  Mitteilungeii  wird  der  Hecauigeber  stets  mit  grSfttem  Danke  entgegen- 

nehmen. 

1.  Akademien.  Gesellseliftften.  Vereinignngen.  YenammlQngren. 

YeränderiLugeu  im  Porsonalbestaude  der  Deutsclieu  Matliematiker- 
Vereinigung.    Juli  —  September  1800. 

Neil  autVenominin  aU  Mitglieder: 

U.  H 1  i  >  LT  i ,     öttiugeu ,  N  ikuliiUisbergerweg  46. 

E.  Buiiiizky,  Odessa,  Universität. 

Arthur  B.  Frtzell,  GOttingen,  Hainholsweg  46. 

Dr.  K.  Goldzieh  er,  Budapest  Vn,  HoUo-utesa  4. 

M.  Grober,  Halle  a.  S.,  Klosterstraße  1. 

Dr.  G.  Horglotz,  Oöitini,'cn,  Steinsgraben  3. 

Dr.  phil.  Kinil  Hill).  .\u-_^>liiiri5,  FuggerstraBe  1. 

Dr.  phil.  (•       flilliirt,  Müru  hi  n.  NvmphenburgerstraBe  57. 

Professor  Thomas  Fraukiiu  liolgate,  an  der  Northwestern  Universität 

zu  Evanston,  Illinois,  C.  S.  A.,  017  Library  Avenue. 
Dozent  S.  Johann sen,  Helsingfors,  Villagaten  27. 
Mathematisches  Seminar  der  Universität  Bonn. 
Dozent  C.  W.  Oseen,  Lund. 

Dr.  J.  V.  Pexider,  Dozent  an  der  Universität  Bern,  Thunstrafie  88. 

K.  A  Ponkka,  cand  ])hil.,  Helsingfors. 

Dr.  E.  Stübler,  Privat.lozent  an  der  Technischen  Hochschule  Stuttgart, 
Alexanderstraüe  73. 
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Professor  H.  Taber  an  der  Clark-Üuivorsitut ,  Worcester  MaSB. 
Dr.  A.  Timpe,  Langiuhr  bei  Danzi^,',  Friedenanstraße  31. 
Dr.  0.  Toeplitz,  Göttiugea,  Kirchweg  4. 

Gestorben: 

Boltzmann,  L.,  Professor  an  der  TTnivorsität  Wien. 
Wolfskebl,  P.,  Privatgelebrter  iu  Darm&tadt. 

XathematiMlie  QwUaohalt  an  Karlnug.  Im  »weiten  Quartal  dea 

Wintersemesters  1905/06  fanden  3  Sitramgen,  im  Sommeiaemester  1906 
deren  7  statt.  Es  wurde  Vihvr  folgende  Themata  vorgetragen  —  23.  Januar: 
Prof.  Neu  mann  sprach  über  eine  einfache  Methode,  die  Bestimmung  von 
WirbolbewejE^ngen  in  der  Hydrodynamik  auf  die  Ermittelung  einer  einzigen 
Funktion  zurückzufahren,  die  dann  ähnliche  Dienste  leistet,  wie  bei  wirbel- 
freien Bewegungen  dt»  GeHjhwindiglceitq^otential.  —  6.  Februar:  Herr 
Kolb  eprach  über  die  Arbeit  von  Bnaclie  fiber  Eroneckersche  Beziehungen 
zwischen  Geometrie  und  Zahlonfheorie  nnd  Herr  Schmäht  begann  ein 
Referat  über  die  Arbeit  von  Hurwits  Aber  die  Bestimmung  der  Klassen- 
anzabi binilrer  quadratischer  Fonnpn  —  30.  Frhmar:  Prof.  TTousol  bp- 
richtete  über  eine  ältere  Arbeit  von  Jlurwitz  über  qiui<ira tische  Formen  im 
Zu.sammenhang  mit  den  „Fareyscheu  Polygonen"',  und  Herr  bohmahl  setzte 
sodann  seinen  Vortrag  von  der  letzten  Sitzung  fort.  —  Im  Sommer - 
Semester:  B.  Mm:  Es  sprach  Ihr.  FuSter  über  die  Zetmeloscbe  mengen- 
theoratiaolie  Arbeit  (Math.  Annalen,  Bd.  69)  nnd  Aber  die  dnroh  sie  ver- 
anlaßte  Meinungsäußerung,  nametitllcli  französischer  Mathematiker,  über  die 
Grundlagen  der  "Nrongenlebre.  —  22.  Mai:  Dr.  Jung  sprach  über  die  Be- 
stimmimg der  Integrale  erster  OattuDg  in  einom  algebraischen  Körper  von 
zwei  unabhängigen  Veränderlichen.  —  Am  1^.  mn!  28.  Juni  tnip  Herr 
Both  über  die  Mittag- Leff  1er sehe  Stemtheorie  vor.  —  10.  .Juli:  Dr.  Jung 
gab  ein  einfaches  Beispiel  su  d«r  in  dem  frOheren  Vortrage  entwickelten 
Theorie,  und  Prot  Nenmann  begann  ein  größeres  Referat  Aber  die  Grund- 
lagen der  Fredholm -Hübertschen  Theorie  der  linearen  Integralgleiohungen, 
das  er  am  34.  und  31.  Jvti  fortsetste. 

American  Mathematical  Society.  Die  13.  Sommer- Versammlung 
der  Gesellschaft  fand  am  3. — 4.  September  in  der  Yale  üniTersttät  su  New 
Häven,  Conn.  statt  Die  Tiwgelegten  wissenschaftlichen  Mitteilungen  ergeben 
sich  aus  der  naohst€benden  Liste:  Birkhoff,  On  a  certain  class  of  sets  of 
normal  orthogonal  fnnctions>  —  rarinichael.  Multiply  perft'ct  numbers 
of  thrfp  difforent  primes.  —  Carver,  Associated  contigurations  of  the 
Cayley-Veroiirse  class.  —  Dickson,  Ori  rommutativt'  linear  algebras  in 
which  division  in  always  uuiquely  possible.  —  Uniform  detinitious  of  llie 
abstraft  forma  of  the  varions  known  Systems  of  linear  groups.  —  Griteria 
for  the  trreducibility  of  fonctions  in  a  finite  field.  —  On  the  Üieory  of 
equations  in  a  modular  field.  —  Eisenhart,  AppUcable  snrfaces  with 
asjmptotic  lines  of  one  surface  corresponding  to  a  coigngate  System  of 
anothpr.  —  Fite,  Irreducibb^  linear  homogencous  gronps  whof?e  ordors  are 
powers  of  a  prime.  —  Hutchinson,  On  loci  the  ctiordinatcs  ut  whose 
points  are  abelian  functions  of  three  parauicters.  —  Kasner,  The  inverse 
problem   of  dynamics.  —  The  geometry  of  dynamical  trajectories.  — 
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Kellogg,  The  bebarior  of  harmonic  tuiictions  of  a  regiou  on  tlu^  boundaiy. 

—  Leonard,  Ou  the  factoring  of  composite  hy|)erc(jnipl«'x  nmnhfr  Systems 

—  McMabou,  The  differenüal  geometry  of  the  general  vector  lield  (preli- 
minary  report).  —  Manning,  A  note  on  trandÜTe  groupg.  —  Hason, 
The  expansioii  of  an  arbitrary  fonction  in  terms  of  normal  functions.  — 
The  boundarj  value  problems  of  differential  equations    !'  hj]>erbolic  type. 

—  Miller,  Generalization  of  the  groups  of  genus  zero.  —  Morley,  Reflexive 
geometry.  —  Ran  um,  The  group  of  classes  of  congnient  matrices  and  its 
applieatiun  to  the  group  of  isomorphisms  oi"  any  alx  liaii  trroup.  — 
BichardsoD,  On  the  reduction  of  multiple  integrals  (second  paperj.  — 
Schweitzer,  Systems  of  axioms  for  projective  geometry.  —  C'onceming 
abstraet  geometrical  relations  (preliminary  report).  —  Sharp e,  The  motion 
of  a  viscous  gas.  —  Sisam,  On  Systems  of  oonics  lying  on  surfaces  of 
the  tiiird,  fonrih  and  fifth  Orders.  —  Snjder,  Plane  «itiiniic  curves  which 
possess  a  grniip  of  linear  transformations.  —  Stickolbcrgpr.  Zur  Theorie 
der  vüllstiindig  redm  iblen  Gruppen,  die  zu  einer  Gruppel  inearer  homogener 
Substitutionen  gehören.  —  Wilson,  On  divergence  and  curl.  —  Oblique 
reflections  and  unimodular  strains.  —  Double  produt-ts  aud  strains  in  n 
dimensions.  —  Young,  Generai  Theoir  of  approzimation  hj  fiuiotions  with 
a  giTon  nomber  of  parameters.  —  Im  Anschluß  an  diese  Versammlnng 
wurde  vom  5. — 8.  September  das  ^ew  Hareii  Golloquium"  abgehalten, 
boi  welchem  folgende  Vorlesungen  gehalten  wurden:  Moore -Chicago,  On 
tlir  theory  of  bilinear  functional  Operations.  —  Wilczynski,  Projective 
ditierential  geometry.  —  \f.  Mason,  Selected  topics  in  the  theory  et  boun- 
dary  value  problems  ol  ditierential  equatious. 


%  PreisavlSsabaL  und  g^Mnta  FMisaeliiiftiii. 

Preisaiifgabe  dor  allgemeinen  Abteilung  der  Teclmischen  Hock- 
Bchulo  zu  Darmstadt.  (Für  Studierende.)  Wenn  man  die  Oaußiscbe 
Methode  zur  Berechnung  der  positiven  Wurxeln  einer  trinomischen  Gleidiung 
auf  Gleichungen  mit  vier  Gliedern  ausdehnt,  so  sind  drei  Fälle  zu  unter* 
scheiden:  nk-iehungen  mit  einem,  mit  zwei  und  mit  drei  Zeichenweofaseln. 
Nach  dem  Theorem  des  Cart«sius  besitzen  die  Gleiehungen  orster  Art  eine 
positive,  die  Gloifhunj:rr'n  der  /.weilen  .Vit  zwei,  resp.  gar  keine  positiven 
Wurzeln,  tMidlich  di.-  *  iltMcliuntit  n  der  dntten  Art  eine  oder  drei  positive 
Wurzeln.  Wann  die  ilöebstzahl  der  positiven  Wurzeln  in  den  beiden  letzten 
Fällen  ermcht  wird,  läßt  sich  Termittels  einfacher,  zugleich  als  Ausgangs- 
punkt der  Berechnung  dienender  Kriterien  entscheiden.  Es  ist  vermittels 
der  letzteren  —  unter  Zugrundelegung  di  r  Tafeln  von  Guudelfinger  far 
trinoniische  Gleichungen  —  mindestens  ein  Beispiel  i'i\r  jede  Art  der  cpiadri- 
nomis  ditMi  Gl<  ichungen  durchzuführen.  —  Preis  70  M.  Die  Lösungen  sind 
bis  zum  1.  Mai  1907  einzureichen. 
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3.  HoohsehiilnaelirlGlLteii. 

Yersetobais  der  fttr  das  Winteraemeoter  1006/V  angekilndigteii 
VoxlMungea  über  die  mathemaMaohen  Wlaaenaohaftan.  (SoUuA.) 

Aachen.    Jürgens,  HShere  Mathematik  II  mit  Übungen;  KKuftuHumBcbes 

Bechri'"?-! ;  Versichenmgsmathematlk;  Seminar.  Bluraenthal,  Höhere  Matheinntik  T 
mit  Übungen;  Ausgewählte  Kapitel  der  höheren  MaÜiematik.  Kötter,  Darstellende 
Geometrie  mit  Übungen;  Graphische  Statik  mit  Übungen;  Ausgew&blte  Kapitel 
am  der  graphisdien  Statik.  Sommerfeld«  Mechanik  mit  Übungen;  Aasgen^hlte 
Teile  der  technischen  Mechanik.  Wüllncr,  Physik  in  mathematischer  und  ele- 
mentarer Behandlnngsweise.  N.  K.,  Mecbaniaohe  Wärmetbeohe  P ol i b ,  Allgemeine 
Meteorologie;  Klimatologie. 

Ihirmtitndt.  Gundellinger,  Höhere  Mathematik  mit  Übungen;  Analytische 
Cbungen.    Dingeldej,  HShere  Mathematik  mit  Übungen.    Graefe,  Höhere 

Mathematik  mit  t^bimgen;  Höhere  Mathematik  II;  Geschichte  der  Mathematik. 
Scheffers,  Differentialrechnung  mit  t  bungen.  Wiener,  Darstellende  Geometrie  I 
mit  übuniren;  Arbeiten  im  matlicmatischen  Institut.  P^nner.  Trif:jonometrie; 
Geodäsie;  Höhere  Geodäsie;  Geodädiäche  Übungen.  Ohl,  Praktische  Geometrie. 
Henneberg,  Techniaohe  Meohaoik  mit  Übungen;  Meohanik  II;  Ansgewfthlte  Ab- 
schnitte der  graphischen  Statik.  Schlink,  Repetitorium  der  Mechanik.  Schering, 
MepfifiTii-' hf  Wr<nnetheorie:  Physikalisches  Kolloquium.  Meieel,  Theorie  der 
uptiöchen  Instrumente.    Fritscb,  Spektralanalyse. 

Danzig*  Lorenz,  Dynamik  starrer  Körper  (3);  Übuugeu  dazu  (2);  Festigkeits- 
lehre und  Hydraulik  (4);  Übungen  dazu  (2)  T.  Mangoldt,  Uöhore  Mathematik 
I  (6).   Sekilling,  Erteilende  Geometrie  (S);  Ühong««  dasn  (5).  Sommer, 

Höhere  Mathematik  II  (4);  Übungen  dazu  (1);  Ausgewählte  Kapitel  aus  der  Lehre 
von  den  Differentialgleichungen  :  Potentialtheorie  (8).  N.  N.«  Einleitung  in  die 
Theorie  des  elektromagnetisehcu  Feldes  i  '2'. 

Dresden.  Krause,  Höhere  Mathematik;  Ausgewählte  Kapitel  au»  der  Theorie 
der  komplexen  Funktional;  Theorie  der  reellen  Funktionen;  Seminar,  Helm, 
Htthere  Mechanik  II  mit  Übungen;  AnalyttHt^he  Mechanik  mit  Übungen:  Elektro- 
dynamik nach  ihrer  geschichtliehen  Entwickluni;  ]Ii\ver,  KarteTimt^- -"irfe;  Theorie 
und  Anwendung'  der  Lleternünaiiten.  Xaetsch,  t-Ji-'uu-ntare  Ali^cbra  uud  Analysis. 
Disteli,  Dartttellende  Geometrie  Ii  mit  Übungen;  Kineniatiäche  Geometrie  des 
Räume«.  GrQbler,  Technische  Meehanik  mit  Übungen.  Hallwache,  Physikalisehee 
Kolloquium.  Toepler,  Über  den  Gaszustand.  Ulbricht,  Telegraphic  und 
Telephonie.  Moll i er,  Technische  Thermodynamik  mit  t'bnngen;  Kinematik  mit 
Übungen;  Maschinenlaboratorium.  Görges,  Elektrotechnik;  ^tarkstromanlagen ; 
Theorie  des  Wechselstromes  II;  Praktika.  Pattenhansen,  OeodBaie  mit  Übungen* 
Höhere  GeodBsie  mit  Übungen. 

Karlsruhe.  Kraz er ,  Höhere  Mathematik  I  mit  Übungen.  Schur,  Darstellende 

Geometrie  I  mit  Übungen;  Hrapliim  he  Statik  mit  ('bungen.  Ludwig,  Elementare 
und  analytische  Geometrie  der  El>one;  Projektive  Geometrie  Faher,  Ebene  und 
bpharische  Trigonometrie;  Arithmetik  und  Algebra.  Wedekind,  Höhere  Mathe> 
matik  II  mit  Übungen.  Heun,  Medianik  I  mit  Übungen;  Elemente  der  Mechanik; 
Elementare  Mechanik;  Seminar.  Brauer,  Festigkeitslehre.  Haid,  Praktische 
Geometrie;  Höhere  Geodäsie;  Methode  der  kleinsten  Quadrate. 

Fromotionen  in  den  Vminigten  Staaten  ▼on  Nordamerika.  — 

Wrlhrend  des  akademischen  Jahres  ÜK^äTi  famlen  an  den  anpesehensten 
ainerikanisclieii  Universitäten  die  tblj^endeu  neun  Proiuotionen  auf  dem  Ge- 
biete der  Mathematik  statt,  wobei  die  l-niversitUt  in  Klammern  ungegebea 
ist;  E.  C.  Colpitts  (Cornell),  On  the  twisted  ijuiutic  curves;  Ü.  F.  Finkel 
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(Pennsvlvauia),  Determination  oi  all  groups  of  ordr»r  2  wbicb  eontain  cvclic 
sellconjugatc  subgroups  of  ord«  r  2  and  whose  generating  Operators  correspond 
to  the  partitions;  C.  C.  Grove  ^^Johus  Hopkins),  1.  Tlie  syzygetic  pencil  of 
cubics  and  a  ncw  geomctxical  development  of  its  Hesse  group  G^^^.  II.  On 
tiie  eomplete  Pappus  haagon;  H.  B.  Leonard  (Colorado),  On  the  factoring 
of  Gomposite  algBbras;  J.  F.  Messick  (Johns  Hopkins),  Oabic  oures  in 
reciprocal  triangulär  Situation;  K.  G.  D.  Richardson  (Yale),  Improper 
mtiltiple  integrals;  W.  TT.  TJocbi'r  (Harvard),  Brilliant  points;  ('.  TT.  Sisam 
(Correll),  Thilfd  surt'aros  of  ordcr  spvoii  bavin/^f  a  rectilinear  dirertrix; 
G,  E.  \V abiin  (Yalc),  The  relatiou  botween  the  binary  quadratic  tVirms 
and  the  ^uadratic  numencal  bodies.  —  Von  1898  bis  1906  beiäuit  sich 
die  Zahl  der  amerikanisdien  Promolionen  auf  dem  Gebiete  der  Hatheinatik 
wahrend  der  einzelnen  Jahre  auf:  11,  IS,  11,  18,  8,  7,  14,  31,  9. 


4.  PttsonaliUMilifloliton. 

Bmennungen,  AoMeifliiiniiigeik  tutw.: 

Professor  H.  F.  Blicbfeldt  wurde  zum  ao  Professor  der  Mathematik  an 

der  Stanford  üniversiUlt  ernannt. 
Dr.  £.  Böse,  FriTatdozent  an  der  UniTersitSt  und  Assistent,  am  Institot 

für  theoretische  Physik  in  Güttingen,  wurde  zum  Professor  der  physi- 

kulisclun  Chemie  an  der  Technischen  Hochschule  in  Danritr  ernannt. 
Professor  i'.  Bourlet  wurde  zum  Professor  der  darFitelltudf-n  Geometrie  an 

der  EcoIp  des  Arts   et  Metiers  in  Taris  ernannt  als  Nachfolger  von 

Professior  Kouche,  der  in  den  Ruhestand  übertritt. 
Professor  Dr.  F.  Enriques  wurde  zum  korrespondierenden  Mitgliede  der 

Aecademia  dei  Leincei  in  Rom  gewählt. 
Dr.  J.  Grtlnwald,  PriTatdozent  an  der  Univei-sität  Wien,  wurde  zum  ao. 

Professor  der  Mathematik  an  der  deutschen  Universität  Prag  ernannt. 
Professor  Dr.  M.  W  Ha« Voll  an  der  Universität  von  Califomien  wurde 

zum  o.  Professor  der  Ntatliematik  daselbst  ernannt. 
Dr.  Th.  E.  Mc  Kinney  wurde  zum  Professor  der  Mathematik  an  der  W'es- 

leyan  üniversität  ernannt. 
Professor  P.  A.  Lambert  an  der  Lebigh  UniTersitöt  wurde  zum  o.  Pro- 
fessor der  Mathematik  daselbst  ernannt. 
Professor  Dr.  G  Landsberg  an  der  Üniversität  Breslaa  wurde  zum  ao. 

Professor  an  der  Universität  Kiel  ernannt. 
Professor  H.  1^.  Manning  wurde  zum  ao.  X'rofessor  der  Mathematik  au  der 

T?rown  Univorsitüt  ernannt. 
Profeiisor  A.  E.  Meake  an  der  Lehigh  Universität  wurde  zum  o.  Professor 

der  Mathematik  daselbst  ernannt. 
Professsor  Dr.  6.  Mitta^-Leffler  in  Stockholm  wurde  von  der  Universität 

zu  Aberdeen  /.um  Klirt  iidoktor  ernannt. 
Professor  Dr.  P.  Painleve  in  Paris  wurde  zum  auswärtigen  MitgUede  der 

Aeeademia  dei  Linrei  in  Rom  crewäblt. 
Privatdo/.eut  Dr.  Ing.   H.  Keibner   an    der  Technischen  Hochschule  zu 

Charlotten  bürg  wurde  als  Nachfolger  von  Professor  Sommerfeld  zum 

etatmäßigen  Professor  der  Technischen  Hochschule  zu  Aacheu  ernannt. 
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Dr.  6.  Bogt,  ao.  ProfesBor  der  Mathematik  an  der  UniTersit&t  Wfiraburg, 
wurde  zum  o.  ProfesMT  daselbst  erniinnt. 

Professor  Dr.  Rubens  nn  der  Technischen  Hochschule  in  Charlottenburg 
wurde  zum  o.  Professor  der  Physik  und  Direktor  des  Phjsikalischen 
Institutes  der  UuiversitHt  Berliu  als  ^iachfolger  von  P.  Drude  ernannt. 

Professor  Dr.  Schaf  fers  au  der  Technischen  Hochschule  zu  Darmstadt  hat 
eisoi  Bnf  an  die  Teehniaobe  Hocluelnile  211  Wien  abgelehnt  nnd  wird 
der  Berufung  an  die  Technische  Hochschule  zu  Charlottenbnrg  erst 
zum  1,  April  1907  Folge  leisten. 

Dr.  Tb  Schmid,  an.  Professor  fBr  daxstellende  Gpometrie  an  der  Tech» 
nischen  lloclischule  zu  Wien,  wurde  zum  0.  Professor  ernannt. 

Pri^atdozent  Dr.  Stütz  in  Würzlturg  wurde  zum  Profe.ssor  und  Dozenten 
der  Physik  au  der  technischeu  Hochsehule  in  Aacbtiu  eruaunt. 

Professor  Dr  J.  Stein  S.  J.  in  Katwigt  wurde  zum  Observator  an  der 
vatikanischen  Sternwarte  in  Rom  enianni 

Professor  Dr  J.  J.  Thomson  in  Cambridge  wurde  Ton  der  üniversit&t  ta  . 
Aberdeen  zum  Ehrendoktor  ernannt. 

Dr.  J.  M.  Tliornston  wurde  zum  Professor  der  Mathematik  an  der  Uni- 
versität von  West  ■Viri.niiia  ernannt. 

Professor  Dr.  G.  Yeroucse  in  Padua  wurde  zum  Ehrendoktor  der  Univer- 
sitiit  Aberdeen  ernannt. 

Professor  Dr.  A.  Wehnelt  an  äsx  UnlTersitiLt  Erlangen  wurde  zum  o.  Pro- 
fessor fBr  theoretische  Phjsik  und  AbtdlnngsTorstand  an  der  Universitftt 
Berlin  ernannt. 

Professor  Dr.  W.  Wien  an  der  Universitftt  Wür/burg  lehnte  einen  Buf 

nach  Berlin  als  Nachfolger  von  Professor  Dmde  ab. 
Professor  Dr.  E.  J.  Wilczynsky  wurde  zum  ao.  Professor  der  Mathematik 

an  der  Universität  von  Califomien  ernannt. 
Professor  Dr.  W.  Wirtinger  an  der  Universität  Wien  wurde  zum  koire- 

spendierenden  Mitgliede  der  Qesellschaft  der  Wissenschaften  su  Güttingen 

gewählt. 

Plrofessor  Dr.  K.  Zsigmondy  an  der  Hochschule  zu  Prag  wurde  zum  o. 
Professor  der  Mathematik  an  der  Technischen  Hochschule  in  Wien 

nruaniit. 
Habilitation : 

Dr.  Bohrer  hat  ^\ch  an  der  T'uiversiiät  Bem  als  Privatdozeot  der  Mathematik) 

einschließl    Wahrscheinlichkeitsrechnung,  habilitiert 
Dr.  Franz  Kiihler  habilitierte  sich  für  höhere  Geodäsie  an  der  böhmischen 

techui.M'heu  Hochschule  in  Prag. 
Dr.  A.  Prey  habilitierte  sich  für  Astronomie  und  Geodäsie  an  der  technischen 

Hochsehnle  in  Wien. 

Gestorben: 

Professor  Dr.  Ii.  Boltzmann  an  der  UnimsitBt  Wien  ist  am  6.  September 

d.  J.  zu  Doino  bei  GOrz  im  .^ter  von  62  Jahren  gestorben. 
J.  F.  Bossert,  Astronom  der  Pariser  Sternwarte,  ist  am  21.  Juni  d.  J. 

im  Alter  von  5-1  Jahren  gestorben. 
Dr.  Em  es  tu  Cesaro,  Profe.ssor  der  Mathematik  an  der  Universitttt  Neapel, 
ist  am  12.  September  d.  J.  gestorben. 
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Professor  G.  A.  de  Longchamps  ist  am  9.  Juli  d.  J.  zu  Paris  im  Alter 

von  64  JahrPTi  p-estorben. 
Professor  ^faillard  an  der  Uni?ersitttt  zu  Poitiers  ist  im  Alter  von  61  Jahren 
gestorben. 

Professor  Dr.  Reinherts,  Professor  der  Geodftsie  an  der  Technischen  Hoch- 
schule XU  HannoTer,  ist  am  d2.  August  d.  J.  im  Alter  tou  47  Jahren 

eine  TU  schweren  Nierenleiden  erlegen. 
Dr.  P.  Wolfskehl,  früher  Privatdozent  an  der  Technischen  Hochschule  zu 
Dannstadt,  ist  am  13.  September  d.  J.  im  Alter  von  50  Jahren  gestorben. 


5.  Teradsohtoi. 

(Vacat.) 

Literarisches. 

1.  Notiaen  und  BespreoUimg»]!. 

BemerkoDgen  zu  Herrn  Stndys  Besprechung  des  zweiten  Bandes 
meiuer  Liniengeometrie  (S.  404  f.). 

An  d^rn  allppinein  verständlichen  ^n^y."  .Wir  «^  nkcii  uns  ein^  Kogel- 
Ii  iithc  (lurrli  Ht.'wegung  t'iner  Geraden  erzeii^M  *  Imdct  der  Herr  Hi'tViont 
gleich  dreierba  auszusetzen;  zunächst:  Icli  hätte  die  Beschrünkiuig  auf  eigent- 
liche reelle  Gerade  erwShnen  sollen.  Gegenfiber  der  eigentlichen  reellen  Ge> 
raden  bedeuten  die  uneigentliche  und  die  imagin&re  Gerade  künstliche  Be- 
gritfserweiterungen,  die  für  gewisse  Zwecke  vorteilhaft  sind,  sich  aber  keineswegs 
mit  derselben  Nötigung  und  Eindeutigkeit  aufdrängen,  wie  etwu  der  Über- 
gang von  don  mtioiuih>n  7.n  d(»n  irrationalen  Zahlen.  Man  kann  also  ebpn- 
sogut  umgt  k'  hrt  dtMiijenigen.  der  unt'^r  einer  „Geraden"  schlechtweg  noch 
etwas  andere»  versteht,  als  die  eigoutliche  reelle  Gerade,  die  Verpflichtung 
auferlegen,  dies  ausdrücklich  zu  sagen;  denn  er  ist  derjenige,  der  vom  ur- 
sprünglichen und  sozusagen  natfirliehen  Begriff  der  Geraden  abweicht.  Übrigens 
geht  ans  dem  Zusammenhang  die  erwihnte  Einschränkung  deutlich  hervor. 
Femer  hätte  ich  sagen  sollen,  was  „BewejK'ung"  und  „Regelfläche"  ist;  es 
war  doch  nicht  meine  Aufgabe,  mich  in  philosophische  Er<>rteningen  über 
die  Nntnr  der  Beweijuiifr  einznl.'l^^l'll  und  von  den  Rnpflflüchen  war  tatsächlich 
schon  aui  der  ersten  Seite  des  ii>tiMi  Randes  dii»  Rede. 

Die  zweite  Stelle,  die  der  Herr  Referent  beanstandet,  betrifl't  die  iiualytische 
Darstellung  einer  Begelflftche,  indem  die  sechs  Koordinaten  eines  Stabes  als 
Funktionen  einer  unabhängigen  Vei^lnderlichen  gegeben  sind.  Ich  gestehe, 
hier  den  Fall  übersehen  zu  haben,  daß  die  Verhältnisse  der  Koordinaten 
konstant  seiu  können,  wodurch  sich  die  Regelfläche  auf  eine  feste  Gerade 
nduziert.  Aber  der  Schaden  für  Hon  Leser  wird  nicht  crraß  sein;  denn 
dies'  r  wird  in  jedem  ein/clin  n  l  all  leicht  beurteilen  können,  inwieweit  pin 
BegnÜ  oder  eine  Formel  aus  der  Thenrie  der  Regeltlächen  hier  noch  anwendbar 
bleibt,  wofern  überhaupt  dieser  biviale  Fall  noch  Interesse  hat.    Es  ist 
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doch  ein  TTnterachied,  ob  man  solch«  besondere  VJUle  unerwShnt  Iftßi,  die  auch 
ein  besonderes  Stadium  orfordern,  oder  blofi  solche,  die  sieh  von  selbst  er- 
ledigen,  sobald  man  darauf  aufmerksam  wird. 

Die  dritte  bemängelte  Stelle  „Sucht  man  vom  Striktionsband  einer 
Regeltläelit'  Jl  wieder  das  Striktiousband,  so  kommt  mau  auf  B  zurück*'  iiat 
mir  der  Herr  Referent  besonders  übel  genommen,  weil  ich  die  Einschränkungen 
dieses  Satzes  nicht  erwähnt  hAbe.  Wenn  S  nämlich  eine  Cjlinderfl&che  ist, 
wird  das.  Striktionsband  nnbeetimmt  nnd  wenn  M  swar  ein  Strilrtionsband 
hat,  wenn  es  sich  aber  anf  eine  Cjlinderfiäche  oder  eine  Qerade  reduziert, 
so  kann  man  den  zweiten  Sehritt  nicht  vollziehen.  Es  wäre  y^weckmäßig 
gewpsfTi,  ihn  Leser  auch  auf  diese  Fälle  aufmerksam  zu  machen,  aber  trotzdem 
luilto  ich  oliiije  Formulienmcr  nicht  für  schlimmer  oder  ungenauer,  als  wcuu 
mau  sagt  „Die  Kriiinnnmgöliiiien  eiiit^r  Fläche  schneiden  sich  rechtwinklig". 
Muß  mau  wirklich,  auch  wenu  man  sich  auf  den  Standpunkt  der  »Ireugsteu 
liogik  stellt,  jedesmal  wenn  man  diesen  Satai  ausspricht,  ausdrQeUich  die 
Kngel  ausnehmen,  weil  anf  ihr  die  Krümmunii^liniea  unbestimmt  werden? 
Den  Logikeni  ist  es  geläufig,  daß  ein  Satz  „J^dcs  A  ist  J5"  oder  „Jedes  Ä 
hat  die  Eigenschaft  i>''  durchaus  nichts  über  die  Existenz  des  A  selbst  aus- 
sagt. Gerade  deshalb  i^^t  der  Znsntz  ..wenn  A  oxif^ticrt"  entbehrlich  und 
der  Satz  bleibt  auch  oliue  di^« n  Zusat/  korrekt,  wenn  er  es  mit  demselben 
ist.  Denn  wenn  die  Krümiuuug^>iinien  nicht  existieren,  so  ist  es  selbst- 
▼erstSndlich,  daß  auch  der  beti'efFende  Sats  aufhört;  und  ebenso  ist  es  mit 
dem  Striktionsband. 

Von  diesen  üngenauigkeiten  (soweit  ich  sie  überhaupt  als  solche  su- 
gestehe)  kami  ich  wohl  behaupten,  daß  sie  jeder  gutwillige  Leser,  sobald 
sie  ihm  auffallen,  leicht  selbst  beseitigen  kann.  Sie  haben  au'^f^chließlich 
den  Maßstab  für  die  Bewertung  meines  Uuchcs  durch  den  Herrn  Referenten 
abgegeben,  aber  ich  kann  mich  damit  trösten,  daß  uach  solchem  Maßstab 
sogar  mancher  berühmte  Geometer  unter  den  Nullpunkt  der  Wertungsskala 
herabgedrQckt  würde.  In  der  Tat  besteht  der  Best  des  Berichtes  in  all- 
gemein  gehaltenen  abfftlUgen  Äufierungen  scb&rfirter  Tonart,  die  mich  in  den 
Augen  eines  Lesers,  der  mein  Buch  selbst  nicht  kennt,  etwa  mit  den  Drei- 
teilern des  Winkels  oder  den  Erfindern  des  Perpetuum  mobile  auf  gleiche 
Stnfc  stellen.  Pen  nach  Inhalt  oder  Methode  neuen  (JciTi  ristiindcn,  die  im 
zweiten  Baude  meiner  Linienirf^iimctrie  vorkonmien^\  ist  kein  ein/ig«'.s  Wort 
gewidmet.  Das  Neue  in  eiuem  uiatheiuatischen  Buche  soll  der  Ueterent, 
selbst  wenn  er  es  fOr  unwichtig  hält,  erwähnen,  um  dem  Leser  eine  Vor- 
stellung davon  m  geben,  was  er  gegenüber  anderen  Werken  ähnlichen  In- 
halts vom  Buche  zu  ei*warten  hat.  Ich  u)uß  (lies(>  Art  der  Berichterstattung, 
welche  die  orientierende  Hauptaufgabe  eines  Referates  völlig  ignoriert  und 
sich  darauf  bcschrfinkt.  einige  Stellen  hera^iszugreifen  nnd  unter  die  Lupe  zu 
nehmen,  als  kleinlich  und  ungerecht  bezeichnen.  Auch  hätte  ich  erwartet,  daß 
die  Redaktion  solche  Besprechungen  al>lebnt,  die  ihren  Zweck  uicht  erfüllen.^ 

Innsbruck.  Konkad  Zindleh. 


1)  Vgl.  hierüber  meinen  Bericht  S.  186 — dieses  Bandes  oder  das  Vorwort 
des  Buches  selbst. 

2)  Zu  den  letzten  Worten  bemerke  ich  Folgendes:  1)  Sobald  der  Rezensent 
die  Besprechung  mit  seinem  vollen  Namen  zeichnet,  übernimmt  ei  allein  die  Ver- 
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Erwidenniif. 

Gegenüber  Zindlers  persönlichen  Bemerkiingcu  weise  ich  nur  darauf 
hin,  daß  er  (aacb  nach  seiner  eigenen  jeteigen  Darstellung)  offenbar  keinen 
Versuch  gemacht  hat»  ans  meiner  Kritik  seines  ersten  Bündchens  Nutzen  su 
ziehen,  wie  er  es  hätte  tun  müssen,  wenn  er  nicht  bloß  Verpflicbtangen 
des  Rezensenten  fordern  wollte,  sondern  auch  Autorpflichten  praktisch  an- 
erkannte. \) 

Allerdings  hatte  Herr  Ziudlt  r  alle  l  isaehe,  auch  solche  Dinge  zu  er- 
kiaix'U,  von  denen  vorher  schon  bei  ihiü  ,.aie  Rede  war",  insbesondere  auch 
im  Falle  der  geraden  Linie.  Die  AllgemeinTerstftndUcbkeit,  Ton  der  er 
spricht,  ist  eine  Dlusion. 

Seinen  wirklich  (in  mehr  als  inuor  Hinsicht)  typischen  Musterlehrsatz 
„Die  Krüramungslinien  einer  Fläche  schneiden  sich  rechtwinklig",  begründet 
Herr  Zindler,  indora  er  „sich  auf  den  Standpunkt  dor  strengsten  Logik 
stellt".  Er  lätil  nüinlich  die  von  ihm  eben  erst  als  unbestiiiiint  bezeichneten 
und  also  jedeul'alls  (wie  es  auch  ganz  richtig  ist)  cxif<tini fulrn  Krünimungs- 
ünien  auf  der  Kugel  durch  eine  Art  yon  Tasebenspielerbtückchen  mit  einem 
Male  auf  Nimmerwiedmehen  vezsdiwinden,  aufhören  zu  eiistieren.  8dlte 
es  wirklich  so  ganz  unmöglich  sein,  mit  einem  Kunstgriff  der  Art  auch 
der  Tiisektion  des  Winkels  zu  Leibe  zu  gehen? 

Die  von  Zindler  Ixkuiideten  Ansichten  stallen  ireradezu  den  Charakter 
der  Mathematik  aks  einer  exakten  Wissensfhatt  in  Frage.  Naeh  i)w]  wird 
kein  Li'hrer  es  ntUig  hal)eu,  bei  df^r  Erklärung  der  Iiivi^ion  dei-  Null  l»-- 
üonders  zu  gedenken,  und  wenn  jemand  alle  Primzahlen  ungerade  sein  lUüt, 
SO  »wird  der  Schade  nicht  groB  sein,  da  nur  ein  trivialer  Fall  unerwähnt  (!) 
bleibte 

L^h  begehe  ein  weiteres  Verbwehen,  indem  ich  aus  Herrn  Zindlers 
Beplik  noch  ein  paar  SUtze  „herausgreife"  und  „unter  die  Lupe  nehme". 

„Von  diesen  üngenanipkeiten",  heißt  es,  ,,kann  ioh  wohl  bchanpten, 
daß  sie  jeder  gutwillige  Leiser  (ciiies  Lchrhuelies  fflr  Anfänger),  sobald  sie 
ihm  au/lallni,  leicht  selbst  beseitigen  kann  ".  Nanieatlieh  bei  Unklarheiten 
in  den  Grundbegriffen  wird  der  Leser  „in  jedem  einzelnen  Falle  leicht  be- 
urteilen können,  inwieweit  ein  Begriff  oder  eine  Formel  . . .  noch  anwendbar 
bleibt  •* 

Wenn  aber  der  Leser  noch  gutwilliger  ist,  so  gutwillig,  daß  er  die 
Sache  nicht  merkt,  uttd  das  tvird  ja  (^üdUidierweise  in  ettca  adUundncuntig 


autwortung  für  Inhalt  und  Form  seiner  Kritik.  2)  Der  Herausgeber  hat  meines 
Erachten^  nur  fiir  die  Xuuehaituug^  der  (irenzcu  des  parlamentarischen  Anstandee 
zu  SOI  «.,'^11  und  jeden  Schein  der  Ptrteiliehkeit  zu  vermeiden,  indem  er  dem  An- 

gegriöeneii  in  üblicher  Weise  (lelegenhoit  zur  Verteidigung  darbiete^.  3)  Eine 
Korm  für  Besprechungen  existiert  nirht ;  atich  kann  dem  Hemu^f,'el)or  nicht  zu- 
gemutet werden,  sich  in  die  materielle  i^rüt'ung  einer  Kritik  eni/.ula>HeJi ,  zmual 
wenn  sie  von  einem  Faebmanne  unterzeichnet  ist.  4)  Im  voi liegenden  Falle  war 
um  «f>  we?ii]L;pr  Anlaß  zur  AVnvei^nnir  rorhandcn,  als  Herr  Zindler  selbst  dem 
Heriiuügeher  den  Wunsch  geäußert  hatte,  daß  Herr  Studj  die  Besprechung  über- 
nehmet] möchte. 

Hnlle  a.  8.,  den  24.  September  1906.  A.  Gvtxmf.k. 

1    Wanun  zum  Beispiel  hnt  Herr  Zindler  niebt  wenigstens,  in  den  Ver- 
beüBüfuugen  zu  seinem  ersten  liaaUu,  den  dortigen  Satz  Nr.        richtig  gestellt? 
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von  hundert  Fällen  eki^tkn^),  nun,  dann  ist  natürlich  erst  recht  kein 
Schaden  angerichtet    Und  wenn  der  Ton  Herrn  Zindlcr  zu  grflndlichem 

Nachdenken  und  sorgfältiger  Stilistik  erzogene  Leser  selbst  Autor  wird  und 
Referate  oder  Bücher  schreibt  />Vr  ffutwiÜige  Les<r,  so  schadet  auch  das 
weiter  nichts.  Denn  jeder  von  diesen  Lesern  wird  Ungcnauigkeiten,  sobald 
sie  ihm  auffallen,  leicht  seihst  heseitigen  können.    (Und  so  weiter,  ad  in- 

Wie  war  es  nur  möglich,  daß  Herrn  Zindler  gerade  die  Leserklasse 
nioht  in  den  8jnn  gekommen  ist,  an  die  er  vor  allem  hfttte  denken  soUen? 

E.  Study. 

BefonuvofMAlllge  Iflr  den  mBAlLamatlMlm  und  natnrwimeii- 
sohaftUohen  Untenloht.    Entworfen  yon  der  üntenichtskommission  der 

Gesellschaft  Deutscher  NatiuTorscher  mid  Ärzte.  IL  Teil.  Vorschlage,  ül>er- 
reicht  der  78.  Naturforscher- Versammlung  in  Stuttgart  1906,  Nebst  einem 
allgemeinen  Bericht  über  die  Tätigkeit  der  Kommission  im  verflossenen  Jahre 
herausgegeben  von  A.  Outznier  in  Halle  a.  S.  [IV  u.  73  S.j  gr.  ö. 
Leipzig  1906,  B.  G.  Teubuer. 

Die  Sonderausgabe  der  „Refonnvois*ehlilge  für  den  matliematischpii  und 
naturwissenschaftlichen  Unterricht  "  [Ii.  G.  Teubner,  Leipzig  1905),  lu  denen 
die  der  vorjährigen  Natorforscber^Veisammlung  zu  Meran  unterbreiteten  Be« 
richte  der  ünterrichtskommission  der  Gesellschaft  Deutscher  Xaturforseher 
und  Ärzte  zusammengefaßt  sind,  hat  erfreulicherweise  eine  so  große  Ver- 
breitung gefunden,  daß  die  Auflage  schon  vergriffen  ist.  Die  Kommission 
schöpft  daraus  die  Zuversicht,  daß  das  allgemeine  Interesse  sich  auch  der 
vorliegenden  Schrift  zuweudeu  werde.  Diese  enthält  zunächst  den  allge- 
meinen Bericht  über  die  Tätigkeit  der  Kommission  im  zweiten  Jahre  ihres 
Bestehens,  den  der  Unteneichnete  in  dnr  «sten  allgemeinen  Sitzung  der 
Naturforscher-Yersammlmig  in  Stattgart  erstattet  hat;  daran  schließen  sich 
drei  Einzelberichte  über  den  naturwissenschaftlichen  und  mathematischen 
Unterricht  an  den  Reformschulen,  den  secbsk lassigen  Healsohulen  und  den 
höheren  ^fädchenschulen,  sowie  zwei  Berichte  üIht  fonitje  allgemeine  Fragen 
der  Schulhygiene  und  über  die  sex  ut  ile  Aufklilruug  an  höheren  Cnterricbts- 
anstalten.  —  Nicht  nur  au  die  Fachmänner  wenden  sich  unsere  Vorschläge 
und  Anregungen,  sondern  an  alle  gebildeten  Kreise  unseres  Volkes.  Diese 
mfissen  sich  der  grundlegenden  Bedeutung  der  Naturwissenschaften  und  der 
Mathematik  fOr  äe  Kultur  der  Gegenwart  in  viel  hliherem  Qrade  bewußt 
werden  als  es  zur  Zeit  der  Fall  ist;  dann  wird  die  angestrebte  Reform  des 
naturwi5!sen<?rlmftlichen  un<\  mathematischen  Unterrichts  als  eine  selbstver' 
ständliche  liordorung  erscheinen. 

Halle  a.  A.  Gutzmbb. 

Katalog  der  HandwflucÜten  Ton  LeibniB.  Das  Manuskript  zum 
1.  Bande  des  kritischen  Katalogs  der  Handschriften  Leibnis'  wird  in 
kurzem  voraussichtlich  fertig  vorliegen.  Der  Katalog  will  erstens  flir  den 
Historiker  wie  für  den  Philosophen  ein  zuverlässiger  Wegweiser  durch 


1)  Ks  darf  vermutet  werden,  daß  von  den  beiden  übrigen  Leiem  noch  einer 
gutwillig  tmd  einer  böswillig  ist. 
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Leibniz'  Werke  seiu,  p-f^nan  vcrzciclinen ,  welche  Werke  gedruckt,  welche 
ungedrarkt  handsL-linitlich  vorhundt'n  sind,  wo  und  in  welchem  Z\istandn 
.sich  dio  Handschriften  befinden.  Dann  aber  soll  er  die  Grundlage  für  die 
bereits  1901  im  Prinzip  beschlossene  Gesamtausgabe  der  Werke  Leibniz' 
bilden.  Eine  ganze  Anzahl  ftlr  die  spftteren  Herausgeber  wichtiger  kritischer 
Vorfragen  waren  bereits  bei  der  Herstellung  des  Katalogs  xn  beantworten. 
Für  die  Anordnung  haben  die  Leibniz -Kommission  der  Paris^  Akademie 
und  die  Preußische  Akademie  der  Wissenschaften,  die  gemeinschaftlich  das 
Werk  ausführfin,  die  Zeitfolge  <ltM'  Schrifton  zugnmde  gelegt:  eine  Pfllle 
von  l'robk'ineu  war  bereits  liier  zu  lösen,  um  undatierte  Stücke,  von 
Leibniz  nach  Unterbrechungen  wieder  aufgeuoiiimene  Arbeiten,  richtig 
einzuordnen.  Auch  die  technischen  Fragen  der  Katalogisierung  boten  manche 
Sehwierigkeil 

G.  W.  LeibniBens  nachgelassene  Scbrilten  physikalisohen, 
m90taaiilB6h6ii  und  teoimiselienlnhalts.  Herausgegeben  von  Dr.  £.  G  erl  an  d , 
Professor  an  der  Kgl.  Bergakademie  m  Elausthal.  (A.  u.  d.  T.:  Abband- 
inngen zur  Geschichte  der  mathematischen  Wissenschaften  mit  Einschluß 
ihrer  Anwendungen.  XXI.  Heft.)  [VI  u.  256  S.]  gr.  ü.  Leipzig  1906, 
B.  G.  Teubner. 

Das  ßncli  bringt  die  nachgelassenen  Schriften  Leibnizens  physik;* iischen, 
mechanischen  und  technischen  Inhaltes,  welche  hier  znm  ersten  Male  ver- 
öffentlicht werden.  Es  sind  teils  Notizen,  die  Leibniz  zur  Unterstützung 
seines  Gedächtnisses  auf  einzelne  Bl&ttcben  machte,  teils  mehr  oder  weniger 
ausgeführte  Abhandlungen «  die  wohl  ftlr  eine  spätere  Veröffentlichung  be- 
stimmt waren.  Auf  die  Aufnahme  von  Briefen  des  nämlichen  Inhaltes,  die 
in  reicher  Zahl  noch  vorhanden  sind,  nnifite  verzichtet  werden.  Die  Mit- 
teilunijen  sind  in  dreifacher  Ilinsielit  v(m  Interesse,  einmal  um  ihres  Inhaltes 
selbst  willen,  sodann  wetzen  der  Würdigung  von  Leibnizens  a\  issenschaftlieher 
Tätigkeit  und  endlich  in  Hinsicht  auf  die  Bedeutung,  welche  sie  für  die 
Gesohiehte  der  Physik  und  Technik  haben.  Als  besonders  wichtig  sind 
hervorzuheben  die  akustischen  Arbeiten,  die  Arbeiten  Uber  die  Uhren,  unter 
welchen  der  \'ollstandigkeit  wegen  zwei  von  Leibniz  selbst  bereits  veröffent- 
lichte Abhandlungen  wieder  abgedruckt  sind,  und  die  Arbeiten,  welche  die 
Wassf-rhehnn*^  zum  Gegenstände  haben.  Vom  Tferanspel-er  zugefugte  An- 
merkungen suchen,  soweit  sie  von  Leibniz  nicht  angegelieu  worden  ist,  dio 
Zeit  der  Abfassung  zu  bestimmen  oder  beabsichtigen  die  zum  Verstäaduis 
nötigtiu  Erklftrungen  beizubringen  oder  bezwecken  endlieh  auf  die  Bedeutung 
far  die  Qesdiichte  der  Wissenschaft  aufmerksam  zu  machen. 

Elausthid.  E.  Gerland. 

Projective  Differential  Geometry  of  Curves  and  mied  Surfacee. 
By  B.  J.  Wllc^ynaki»  A.  M.,  Ph.  D.,  fiesearch  Associate  of  the  Carnegie 
Institution  of  Washington,  Assistant  Professor  of  Hathematics  at  iheUniversity 

of  California.    (A.  n.  d.  T.:  B.  0.  Teubuers  Ssmmlitng  von  Lehrbüchern 

auf  dem  Gebiete  der  mathematischen  Wissenschaften  mit  Einsrhhiß  ihrer 
Anwendungen.  Band  XVm.;  [VIII  u,  298  S.]  gr.  8.  Leipzig  1906, 
ß.  G.  Teubner. 

An  der  Hand  von  Monge,  (lauß  und  deren  Nachfolgern  beschäftigte 
die  Diffureutialgeometrie  sich  fast  ausschließlich  mit  metrischen  Eigenschaften. 
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Den  wichtigsten  Beitrag  zu  einer  systemischen  ]  i  krivon  DitTerential- 
goornetrio  liilden  die  Arbeiten  Halphens  über  die  Differeiitialinvarianten  von 
ebenen  und  Raunikurven,  sowie  diejenigen  dp--:  Verfassers  über  geradlinige 
Fläcben.  In  dem  vorliegenden  Lehrhurb  sii»d  <liese  Uutersn  luiugeii  iu 
systematischer  Wei^e  gesammelt  worden  und  werdeu  dem  Publikum  nach 
einer  neuen,  ^nheitliokein  Methode  behanddt  in  ihrem  gesamten  Umfange 
dargebotra,  so  daß  die  projektiTe  IHfferentiailgeonietrie  hiermit  nun  ersten 
Male  als  selbständiges,  in  sidi  abgeschlossenes  Wissensgebiet  «rscheint. 
Analytisch  bildet  die  Invariantentheorie  linearer  Differentialgleichongen  die 
nrundlHL^e  der  projektiven  Kurventheorie;  daher  folgt  einer  kiir/eü  f^kt/'/o 
der  Lieschen  Theorie  kontinuierlicher  Gruppen  eine  ein^'eliende  Behandlung 
der  invarianten  und  Kovariant^n  linearer  Dili'erentiaigleichuagen.  Die  Ver- 
allgeiueinenmg  dieser  InYariantentheorie  auf  ein  System  von  Differential- 
gleichungen führt  xa  der  Theorie  geradliniger  Flftehen.  Die  Hanpteinteilung 
des  Buches  ergibt  sich  als  natürliche  Folge  dieser  Behandlungsweise, 

Berkeley.  E.  J.  Wilcktkski. 

Vorlesungen  über  Geometrie,  unter  besonderer  Benutzung  der  Vor- 
ir^e  von  Alfred  Clebscb  bearbeitet  und  herausgegeben  von  Dr.  Ferdinand 
Lindemann,  Professor  an  der  Universit&t  Mflnehen.  In  3  Bftnden.  L  Band: 
Geometrie  der  Ebene.  I.  Teil:  Kegelschnitte  und  algebraische  Formen. 
2.,  vermehrte  Auflage.    1.  Lieferung.    [480  8.]  gr.  8.   Leipzig  1906, 

B.  G.  Teubner. 

Seit  dem  Erscheinen  der  ersten  Auflage  (1876)  ist  der  Stofi  so  außer- 
ordentlich gewachsen,  daß  es  geltoten  war,  den  ersten  Band  in  drei  Teile 
zu  trennen.  Diejenii^eti  Abschnitte,  welcbe  unmittelbar  nach  «bn  Vorlesungen 
TOn  Clebsch  ausgearbeitet  waren,  sind  au  einzelnen  Ötellrn  ergänzt,  im 
wesentlichen  aber  unverilnderl  geblieben.  Die  Theorie  der  Kegelschnitte, 
welche  in  grofien  Zflgen  die  allgemeinen  Gesichtspunkte,  insbesondere  fttr 
die  algebraische  Behandlung,  festlegte,  ist  durch  Ausf&hmng  einzelner  be- 
sonderer Probleme  erweitert.  So  sind  die  metrischen  Eigenschaften  der 
Kreise  nit  hr  berüi  ksielitiirt,  die  allirenicino  Theorie  projektivischcr  Bezielinncrm 
(auch  in  bezug  auf  liealitütstragen  l  eingehmtler  behandelt,  die  merkwürdigen 
Kegelschnitte  am  Viereck  und  Dreieck  berücksichtigt;  am  Dreieck  sind  die 
zahlreichen  Sätze  über  Kreise  und  merkwürdige  Punkte  zusammenfassend 
dargestellt,  um  einerseits  den  Zusammenhang  mit  gewissen  Disziplinen  der 
Elementargeomefrie  hervortreten  zu  lassen,  andererseits  die  Anwendbarkeit 
der  allgemeinen  analytischen  Methoden  für  besondere  Aufgaben  au  erlStttem. — 
Am  meisten  bedurfte  die  Theorie  der  algebraischen  Formen  einer  neuen 
Bearbeituntr.  Die  von  ('lebseh  bevnr/ngte  symbolisehe  Darstellung'  Avnrde  bei- 
behalten, und  denit'nt.s})recheuti  kannten  die  Abschnitte  über  binäre  (inadrat  ische, 
kubische  und  bii^uad ratische  Formen,  abgesehen  von  einzelnen  ErgUnzungen, 
unverindert  bleiben.  Darüber  hinaus  wurde  eine  Übersicht  über  die  neueren 
Untersuchungen  gegeben,  wobei  es  darauf  ankam,  die  biexbei  viellaoh  an- 
gewandten nichtsymbolischen  und  niohthomogenen  Methoden  mit  dem  sonstigen 
Inhalte  des  Werkes  in  Übereinstimmung  zu  bringen,  wofür  >i(  h  in  den 
Reihenentwicklungen  von  riel)sch  und  Oordan  ein  "Mittel  fand.  Daneben 
ist  die  aueh  von  (Uebscli  in  seinem  Werke  über  binäre  Fürinen  ausführlich 
behandelte  typische  Darstellung  in  den  Mittelpunkt  der  Betrachtung  gestellt; 
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aus  ihr  f*r<:il)l  sich  eine  Methode  7nr  Bosprochiir-^'  der  pnrtiellnn  Diffcrontial- 
gleichungen  der  Invariaiiteti,  zum  Bowoiso  der  Endlichkeit  de«  Fumieosy^toins 
und  zur  Bildung  des.sellicu  unter  Benutzuucr  der  erzeugeudeu  Punktiou  vou 
Gayley,  zur  Autlüäung  uumerischer  Gleichuugeu,  endlich  zur  BehaudluDg 
dn^  Beihe  von  besonderen  Formen  höherer  Ordnung.  Die  allgemeineii 
Foimen  fünfter  und  Beehster  Ordnung  sind  koix  besprochen;  und  auf  Grund 
der  Abhandlung  von  Clebsch  über  das  ebene  Fünfeck  ist  die  Theorie  der 
Polygone  entwickelt,  wodurch  ein  Zusammenhang  mit  den  ternären  Formen 
hergestellt  wird,  w^ährend  einen  solchen  andererseits  die  Darstellung  hinärer 
Formen  aut  einem  Kegelschnitte  und  die  Transformationeu  eines  Kegel- 
schnittes in  sieh  au  die  Hand  geben.  Hieran  schließt  sich  eine  Behandlung 
der  endlichen  Gruppen  von  solchen  TiansfoiBiationen;  das  zehn&cli 
Brianchonsohe  Sechseck  yon  Clebsch  gibt  dabei  Veranlassung,  auf  die 
Theorie  der  Gleichungen  fünften  Grades  einzugehen,  wobei  sich  ergibt,  daft 
die  zu  benntaende  Modular-  und  die  Multiplikator- Gleichung  beide  als  be- 
sondere Fälle  einer  ali,L:e!neiTien  Gleichung  sech.sti'n  Grades  anfzufasseu  sind, 
was  hei  der  hisherigen  Ik'bandlung  durch  ein  unrichtig  bestimmtes  Vor/eichen 
in  der  betrHtl'cnden  ( ileirhuDg  verdeckt  war.  Ans  der  Theorie  höherer  Formen 
ist  besonders  die  llerstelluiig  kanonischer  Formen  und  die  Poteu/,daralelluüg 
behandelt  —  Die  Theorie  der  temttren  Formen  beschx&ikt  sicbf  wie  bisher, 
auf  eine  Betrachtung  der  Kollineationenf  der  aDgemeinen  symbolischen 
"Methoden  und  der  Formen  »weiter  Ordnung,  letztere  jetzt  vielfach  erweitert. 
Endlich  wird  am  Schlüsse  nochmals  auf  die  Geometrie  des  Dreiecks  ein- 
gegangen, um  an  ihin  die  Theori*»  der  niorkwürdigen  Punkte  durch  Ver- 
mittelung  der  komplexen  Ebene  und  der  kubischen  Formen  zu  studieren, 
jiachdem  schon  früher  ein  Abschnitt  über  die  von  Staudtsche  Imaginär- 
theorie eingesdialtet  war.  Eine  eingehendere  Behandlung  der  allgemeinen 
Theorie  temftrer  Formen  bleibt  f&r  den  zweiten  Teil  des  ersten  Bandes  vor- 
behalten; es  kam  jetzt  vor  allem  darauf  an,  diejenigen  Problone,  welche 
in  der  ebenen  Geometrie  in  den  Yordergmnd  treten,  im  einfochen  Falle  der 
binilren  Formen  durch  ihre  Analogn  vor7.uherpit''n  und  so  spätere  Aufgaben 
zu  erleichtern,  anderereeits  die  Tht ori»'  <ler  Kegelschnitte  auch  in  algebraisohem 
Sinne  zu  gewissem  Abschlüsse  zu  bringen. 

München.  F.  Llndemann. 

Serret-SchefPerB.  Lehrbuch  der  Differential- und  Integralrechnung 
von  J.  A.  Serret.  Nach  Axel  ITamacks  rher<^etzttng.  In  3  Bauden. 
'd.  Auflage,  neu  bearbeitet  von  Uv.  Georg  Öcheffers,  l'roftssor  an 
der  Teehnischen  Hothseiiule  /.u  Danu.stadt.  I.  Band.  I>itferential- 
rechuuiig.  Mit  70  Figuren  im  Text.  [XVi  u.  621  Ö.]  gr.  8.  Leipzig  1906, 
B.  G.  Teubner. 

Diese  neue  Auflage  ist  durchaus  neu  bearbeitet.  Vor  allem  war  es 
nötig,  die  an  manchen  Stellen  bisher  wenig  scharfen  Beweisführungen  exakter 
zu  gestalten.  Deshalb  wurde  auch  am  Anfange  eine  knappe  Darstellung 
der  Entwicklung  des  Zahlbegriftcs  gegeben.    Von  den  sonstigen  inneren 

Andemngen  im  (tefiitie  des  Werkes  seien  hier  nur  folgende  erwähnt:  Die 
TietraeiiluiigeD,  die  sieii  auf  implizite  gegiliene  Funktionen  beziehen,  wurden 
für  sicli  in  einem  gesondei-ten  Kapitel  zusammengefaßt,  da  sie  ja  auf  viel 
weitergehenden  Voraussetzungen  beruhen  als  die  über  entwickelte  Funktionen. 
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Der  Begriff  der  Unabhängigkeit  von  Funktionen  und  Gleichungen  und  die 
Fanktionaldetenninante  wurden  dabei  aosftüirlich  erörtert.  Die  Theorie  der 
Maxim»  und  HuimA  «rfolir  one  Bchirfere  Beleaditung.  B«i  den  Ab- 
Wendungen  der  DifferentiEbechunng  auf  Knrren  nnd  FUlchen  ließ  die  Ina- 

herige  Bearbeitung  fast  durchaus  die  unumgänglich  nOtige  exakte  Bestimmung 

der  Vorzeichen  der  aufh'etenden  Quadratwurzeln  vermissen.  Hierin  wurde 
gi-ündlich  Wnndel  geschafft.  —  Kaum  etwas  bezeugt  die  hohen  Vorzüge  des 
Serretsohen  Werkes  so  deutlich  wie  der  Umstand,  daß  man  bisher  anstanrilos 
die  vielen  sprachlichen  ünbebolfenheiten  des  Buches  hingenommen  kat;  das 
ganze  Boeh  mnJHe  in  stOistiselier  Besieliung  gründlich  dmäikorrigiert  wwäm. 
Femer  wurden  die  LehrsitBe  besonders  formnliert.  Das  FignrenmatnMl 
war  bisher  so  minderwertig,  daß  es  selbstverständlich  vollständig  neu  her- 
gestellt werden  mußte.  —  Es  gelang,  den  alten  Umfang  des  Buches  ein- 
zuhalten, auch  weicht  die  Numeriemn':'  der  einzelnen  Artikel  im  großen 
Ganzer  nur  wenig  von  der  bisherigen  ab. 

Banust&dt.  G.  SQH£FF£as 

Dii>Agtt*]faaizer.  SleiiMiite  der  Thüorie  der  Funktionen  einer 
komplexen  veränderlichen  Qröße.  Von  Dr.  H.  Durege,  weil.  ProÜBSflor 
an  der  Universität  Prag.  5.  Auflage,  nenbearbeitet  von  Dr.  L.  Maurer, 
Professor  an  der  Universität  Tübingen.  Mit  41  l^Hguren  im  Text.  [X  u. 
397  S.]    gr.  8.    Leipzig  1906,  B.  G.  Teubner. 

Diireges  Buch  ist  unter  dem  mächtigen  Eindruck  von  Riemauns  grund- 
legenden Publikationen  entstanden.  Sein  ausscbließlicher  Zweck  war,  die 
neuen  Ideen  weiteren  Weisen  zugänglich  zu  machen.  Daß  es  einem  Be- 
dflifius  entgegengekommen  ist,  dafttr  spricht  die  weite  Yeihreitnng,  die  es 
gefonden  hat.  Bei  der  Neubearbeitung  des  Stoffes  ist  an  der  Tendenz  des 
Dur^geschen  Werkes  festgehalten  worden,  es  verfolgt  den  Zweck,  den  Leser 
in  die  Riemannscbe  Anschauung  einzuführen,  und  es  setzt  an  Vorkenntnissen 
nicht  mehr  voraus,  als  in  den  üblichen  Vorlesungen  ttber  Differential-  und 
Integralrechnung  gegeben  zu  werden  pflegl  —  In  diesen  Vorlesungen  werden 
in  der  Regel  die  anf  reelle  Variable  und  ihre  Funktionen  hesOglichen 
B^friffebestimmungen  aus  pftdagogischen  Grttnden  nidit  in  ihrer  ganzen 
Schärfe  vorgetragen,  und  wenn  dies  geschieht,  so  finden  sie  auf  dieser  Stufe 
des  Unterrichts  noch  kein  volles  Verständnis.  Deswegen  sind  diese  Begri£Bfi- 
bestiraranngen,  soweit  sie  f?ir  die  Be<'ründung  der  Funktionentheorie  er- 
forderlieh schienen,  in  einem  einleitenden  Kapitel  zusammengestellt.  —  Durege 
hat  in  seinem  Werk  die  Integrale  algebraischer  Funktionen  ausführlich 
behandelt,  ohne  doch  bis  zur  Riemannschen  Thetafunktion  vorzudringen. 
Bs  schien  nidit  zweckmäßig,  ihm  auf  dieeen  Weg  zu  folgen.  Zwar  sind 
die  wesmüichsten  Sfttze  aus  der  ^eorie  der  algebraischen  Funktionen  ent» 
wickelt  und  die  Konstruktion  der  Riemannschen  Flächen  eingehend  besprochen, 
aber  auf  die  Theorie  der  Integrale  algebraischer  Funktionen  ist  nicht  ein- 
gegangen. Der  Verfas'ser  hat  sich  darauf  beschrilnkt,  durcii  ein  nnsführlich 
behandeltes  Beispiel  einen  Einblick  in  dies  weite  Gebiet  zu  eiiiüiu'n.  Da- 
gegen ist  der  Theorie  der  linearen  Differentialgleichungen  zweiter  Ordnung 
ein  umfangmofaer  Ahsduiitt  gewidmet  Baflir  sprachen  mehrere  QrOnde: 
abgesehen  daTon,  daß  diese  Theorie  an  und  fltar  sich  ein  großes  Interesse 
bietet,  ist  sie  besonders  geeignet,  die  allgemeinen  fimktionentiieoretischen 

Jalmibvlflli»  4,  DaBtMbaa  lC»tlitm.-V«ainlgnttf.  XT.  Htft  10/11.  87 
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Prinzipiell  zu  erlftntern;  dasu  kommt,  dafi  ne  den  naturgem&fien  Zugang 
m  der  Theorie  der  automorphen  Funktionen  erOfinet,  die  surzeit  im  Vorder» 
grond  des  Interesses  steht.  L.  M. 

Bmaimel  OBUber,  yorleeungen  über  Differential-  und  Integral- 
reehnimg.  In  2  Bftnden.  II.  Band.  2.,  sorgfältig  durcbgesehene  Auflage. 
Hit  87  Figuren  im  Text  [THI  u.  528  S.]  gr.  8.  Leipzig  1906,  B.  6.  Teubner. 

Um  den  mannigfachen  Anforderungen  der  angewandten  Gebiete  gerecht 
zn  werden,  sind  an  dem  zweiten  Bande  mehr&che  Erweiterung«!  des  Inhalts 

vorgenommen  worden  Als  Abschluß  der  Theorie  der  bestimmten  Integrale 
haben  die  Kulerseheii  hitefrrale  nml  die  Fonriersehen  Reiben  Aufnahme 
gefunden.  Au  geometrisch-niechaniseben  .Anwendungen  sind  Massen-,  Monicnt- 
und  Sphwerj)uuktsbestimmuugen  und  aus  Rücksiebt  auf  die  Elektrotechnik 
die  Sätze  von  Green  neu  hinzugefügt.  Der  Paragraph  über  das  Potential 
ist  umgearbeitet  und  dabei  allgemeiner  gestaltet  worden.  Die  Theorie  der 
partiellen  Differentialgleichungen  ist  weitergefllhrt,  indem  nun  anch  die 
Theorie  der  Gleichungen  von  Ampere  und  Monge  einbezogen  erscheint. 
Außer  fliesen  tiefer  greifenden  Änderungen  des  Inhalts  hat  der  Band  ebenso 
sorpf'liltige  Hevision  erfahren  wie  der  erste;  durch  die  Einschaltuni'  historiscb- 
literarisciier  Ihittai  und  die  Autnahnie  zahlreicher,  der  Selb&LlHarlMMtung 
vorbehaltener  Aufgaben  dürfte  er  an  Verwendbarkeit  gewonuHn  liaben. 

Wien.  K.  C/ubeh. 

Die  philosophischen  Grundlagen  der  Wissenschaften.  Vorlesungen 
t^ehalten  an  der  UniversitUt  Berlin  von  Profnsaor  Dr.  B.  Weinstein. 
[xiV  u.  Ö44  S.]   8.  Leipzig  1906,  B.  G.  Teubner. 

Das  Blieb  enthalt  eine  Auseinandersetzunfr  über  die  Grundlafjen  der 
Wissen^cbüt'itfn.  Vornehmlieh  sind  dir  Xuturwisscnsrhat'ten  berü<ksif*btii7t, 
es  kommen  jedoch  aiu  h  andere  Wisseuschufteu  /ur  iSpraclie,  und  auch  die 
Kunst  ist  nicht  ausgeschlossen.  Es  wird  sunSchst  der  Inhalt  der  Grundlagen 
untersucht  und  aus  ihm  ein  System  der  Grundlagen  abgeleitet.  Darauf 
folgt  eine  Darlegung  der  psy eingehen  Tätigkeiten^  welche  für  die  Ermittelung 
der  Qrondlagen  maßgebend  sind.  Nach  Heschreibung  der  Art,  wie  bei  Ge- 
winnung von  Grundlagen  vorfre'/anjjfen  mrd,  foljjt  oine  Auseinandersetzung 
der  I5('/.iphun<:Hn  unserer  ^\  ahiiifliniunt^en  zur  Aulion-  und  Innenweit,  wobei 
insbesondere  physiologische  und  ps\ i  lioloeische  Verbältnisse  zur  Sprache 
kommen.  Hierauf  werden  die  Hauptgrundlagen  vom  Standpunkte  der  Er- 
fahrung und  der  Metaphysik  einer  genaueren  Zergliederung  und  üntersudbung 
unterzogen.  Insbesondere  werden  d^e  Begriffe  der  Zeitlichkeit,  BSumlichkeit, 
Substanzialität  und  Ursächlichkeit  behandelt,  und  im  AnschluB  an  diese 
wird  das  Wesen  von  Zrit,  Raum,  Substanz  und  Ursache  dargelegt.  Den 
SrhluLJ  bildet  die  Bchandhiuf:  derjenicren  Grundlagen,  die  der  Wcdtfrluiltmig 
imd  Wellentwieklung  dieufu.  sowie  der  < iiundlagen,  aus  deueu  Erkläruugen 
der  Natur-  und  Lcbcnserscbeinuugeu  {ließen.  Trotz  strenger  Wissenschaftlichkeit 
ist  das  Buch  gemeinverständlich  geschrieben,  alle  philosophischen  Auseinander- 
setzungen sind  durch  Beispiele  erlKntert,  und  überall,  wo  eingehenderes 
Wissen  erforderlich  war,  ist  dieses  zur  Mitteilung  gelangt.  Großer  Wei-t 
ist  auf  beste  Sprache  gelegt,  der  Stil  lehnt  sich  au  den  eines  lebhaften 
Vortrages  an.   In  der  Tat  hat  der  Verfasser  über  den  Gegenstand  mehrere 
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Jahre  hindnrdi  au  der  Berliner  TJmTersitftt  Vorlesungeu  gehalten.  Das  Buch 
ist  für  die  weitesten  Kreise  bestimmt,  wenngleich  es  sehr  vieles  Eigen- 
gegebene enthält.  Es  soll  dem  Gebildeten  eine  tiefere  Einsiebt  in  das  Wesen 
der  Wissenschaften  und  in  den  Wert  der  Wissensehaften  verschaffen. 

Berlin.  B.  Wbekstbin. 

A.  B.  H.  iMvBf  Proifessor  an  der  Universit&t  Oxford,  Lehrlmdh  der 
Waiitiiritit»   Deutsche  autorisierte  Ausgabe  unter  Hitwirkong  des  Veidtoers 

besorgt  von  Dr.  A.  Timpe  in  Danzig- Langfuhr.  Mit  sahlreiehen  Teztfigoren. 
[XYI  u.  665  8.]  gr,  8.    Leipzig  1906,  B.  G.  Teubner. 

Der  LoTesche  ,,Treatise  on  the  Mathematical  Theory  of  Elasticiiy'' 
hat  sich  drr  prftzison  mu\  klaron  Darstellungsweise  und  des  erschöpfenden 
Inhalts  wegen  auch  iu  deutschen  Mathematiker-,  Physiker-  und  Ingenieur- 
kreisen wohl  ein tre bürgert  Eine  deutsche  Übersetzung  der  eben  jetzt 
erschieneutiu  zweitun  Auflage  des  euglischen  Werks  dürfte  daher  von 
vornherein  auf  die  Sympathien  vieler  rechnen,  tun  so  mehr  als  wir,  von 
den  inzwiscdien  veralteten  klassisohen  Darstellnngen  der  Elastizitfttstheorie 
abgesehen,  bisher  kein  umfassendes  Lehrbuch  der  Elastizität  in  Deutsch- 
land besitzen.  Der  Charakter  des  Buches  ist  derselbe  gehlieben,  wie  ihn 
der  Verfasser  iti  d»Mn  Vorwort  zur  1.  Auflage  gekennzeichnet  hat:  ein  voll- 
ständigür  Abriß  des  L^ogenwürtigen  Sttindes  der  Elastizitätstheone,  der  in 
gleicher  Weise  auf  die  Behandlung  der  auftretenden  mathematischen 
Probleme  wie  auf  die  unmittellAr  für  die  praktischen  Anwendungen  fruehtF- 
baren  üntersnchungen  eingeht.  Dabei  sind  weitschweifige  analytische  Entr 
Wicklungen  und  Au^hrungen  von  ausschließlich  abstrakt-mathematisohem 
Interesse,  in  denen  sich  die  Elastiker  der  italienischen  Schule  zuweilen  ver- 
lieren, ebensosehr  vpimieden  wie  technische  Einzelheiten.  Was  die  Anlaf/e 
des  Buches  anlietritfr,  so  sind  durch  den  im  letzten  Dezennium  gewaltig 
angeschwoUeuen  Ötüli  eiusclineidende  Änderungen  gegenüber  der  ersten  Auf- 
lage nötig  gewesen.  Überall  sind,  soweit  irgend  möglich,  noch  die  neuesten 
einschlägigen  Arbeit«!  mit  berflcksichtigt,  wie  auch  aus  der  Ffille  von 
Literatuxnadiweisen  hervorgeht  — >  Die  dentsohe  Ausgabe  erstrebt  in  der 
Ausdrucks  vveiso  und  spezieU  in  der  Terminologie  eine  möglichst  getreue 
Wiedergabe  der  Eigenart  des  Originals. 

Danng^Langfnhr.  A.  Timfs. 

Vr.  Beidt»  Anleitong  som  mathgmatiaolien  Untraxioht  an  hölieNii 
Sduvleii.  Zweite  Auflage.  Bevidiert  und  mit  Anmerkungen  versehen  von 
Heinrich  Schotten.    6.  6rote*sche  Yerlagsbuchhandlung.  Berlin  1906. 

Die  neue  Auflage  erschdint  in  einem  glücklicheren  Zeitpunkte  als  die 
vor  20  Jahren  veröffentlichte  erste  Auflage;  denn  die  Gegenwart  ist  mit 
ihren  Reformbestrebungen  auf  dem  Gebiet«  des  mathematischen  und  natnr- 
wissenschaftliclien  Unterrichts  Werken  vun  der  Richtung  des  vorliegenden 
zweifellos  sehr  günstig.  b)u  darf  man  wohl  mit  Bestimmtheit  hoffen,  daß 
die  von  Herrn  Schotten  revidierte  und  mit  teils  ergänzenden,  teils  den 
heutigen  AufTassnngen  Bedmung  tragenden  Anmerkungen  versehene  zweite 
Auflage  in  einem  viel  kürzeren  Zeiträume  einen  Neudruck  oder  eine  Neu- 
bearbeitung erforderlieh  machen  wird. 
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Ahrens^  R.,  Die  Ausgleichnngsrechntiug  nach  der  Methode  der  kl  lneten  (juu  it  ;ite 
uud  ihre  spezielle  Auwendimg  auf  die  Geodäsie,  nebst  eiuem  Anhang  von  Bei- 
spielen. IV,  lOS  S.  ntit  18  Figoxen.  Leipzig  1905.  Jü  3.^. 

Brflgmann^  W.,  über  eine  reell  iirednrible  Orappe  tod  Bewegnngetranafonnationeii. 

Greifawald  190»? 

C'ordier,  J.,  t'ber  eine  Gruppe  von  96  KolLineationeu  uud  Korrelationen.   39  S. 
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(Von  dem  Inhalt  der  Zcdtacliriften  werden  nur  die  AiifilStae  erwAlmt,  welche  dem 
Gebiete  der  in»theinatiecheii  WiwentMrhnflen  angehören.) 

Xonmal  fflr  die  reine  und  angewandte  Mathematik.  Band  181.  Heft  IV. 
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nung. Iraner,  Über  die  arithmeüache  £eibe.  Bohl,  Ober  die  Differentialgleichung 

der  Störuugstheorie. 
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87.  Jahrgang.   6.  Heft. 
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Die  Beziöliungeii  der  Mengenlehre  zur  Geometrie 
und  Fttoktioneatlieorie/) 

Von  A.  ScHOENFLiES  in  Königsberg  i.  Pr. 

Das  geometriflche  AquiTalent  sweier  in  einem  endlichen  Intervall 

eindeutiger  nnd  stetiger  Fonktionen  X'=f{t)  und  y <p{t)  pflegt  man 
allgemein  als  stetige  Kurve  zu  bezeichnen.  Freilich  hat  dieser  Kurven- 
begriff seinen  naiven  geometrischen  Inhalt  längst  eingebüßt;  wissen 
wir  doch,  daß  eint;  solche  Kurve  die  sämtlichen  PunkLe  eines  Flächen- 
stucks stetig  durchlaufen  kann.  Auch  die  Beschränkung  aul  düs  ab 
teiiungsweise  Monotone,  mit  der  man  sonst  Unannelnnlichkeiteu  aus- 
7Aischließen  pflegt,  versagt,  wenn  man  den  elementaren  Kurvenbegriff 
treffen  will.  Wer  abteihnigsweise  flt<°tige  monotone  Funktionen  /*(/) 
und  <p(i)  als  Verfreter  dieses  Kurven  begriff»  ain^ieht,  muli  auch  jegliche 
Zahl  sich  beliebig  kreuzender  Strecken  als  eintachen  Weg  zulassen. 
Niemand  wird  den  Nutzen  der  ArithmetisieruDji^  für  die  Geometrie  ver- 
kennen. Aber  geometrische  und  analytische  Betrachtungsweise  sind 
gleichberechtigte  Richtungen  des  mathematischen  Erkennens,  und  es 
bedeutet  einen  Versieht  auf  die  voilinhaltliche  Erfassung  mathematischer 
Wahrheiten,  wenn  man  sich  mit  einseitig  arithmotisclier  Sprechweise 
begnüg^.  Ist  doch  auch  die  Strenge  der  Methode  ttir  die  Geometrie 
«ebensogut  erreichbar  wie  für  die  Analysis  nnd  hat  doch  auch  die 
arithmetische  Sprechweise  nicht  immer  davor  geschützt,  daß  sieh  mit 
ihr  eine  ungeklärte  geometrische  Denkweise  rerband. 

Die  geometrischen  Eigenschaften  des  EunrenbegriffSi  Ton  denen 
hier  die  Bede  sein  soll,  sind  ffestaUiidier  Art  Es  sind  diejenigen,  die 
für  die  Begriffe  der  Anahfsis  aitus  grundlegend  sind.  Dabei  stelle  ich 
mich  auf  den  Boden  deijenigen  Programme,  dem  Hurwitz  in  seinem 

1)  Die  ausführliche  Darlegung  dieser  £(eziehui)gen  »oll  alsbald  als  zweiter 
Teil  meiDet  Beziehte«  aber  Mengenlehte  in  dieeeu  Jifaxesbedeht  oncheinen.  ÄoAer 
der  im  Folgenden  genannten  Litecator  vgl.  man  »nch  meine  Beiträge  snr  Theorie 
4m  Pnnktmeagen,  Math.  Ann.  Bd.  68,  S.  195,  Bd.  »9,  S.  199  n.  Bd.  68,  S.  286. 

J*lnMlwffi«b(  iL  l>aat«oh«n  lllIa(h«B.-V«nliilgiuc.  XT.  Hsft  tt.  88 
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A.  SoBOssFUWi: 


Züricber  Vortrnpr  Ausdruck  gegeben  hat.-)  Dauacli  soll  tlie  AnalvBis 
Situs  dio  F*nnktnieii<xpn  so  in  Klassen  teilen,  dnß  diese  Klassen  und 
die  sie  ilefinierendeii  Bt-grifle  den  utiikelii Intr  eindeutigen  und  stetigen 
Trantilbrmntionf  II  u-no^enfilier  iniuriaut  sind 

Die  uinkohrh.ir  eiiidtMitifren  nnd  steli^r;-  Transforiuationeo  der 
Ebene  bilden  eine  (irupjx!  die  im  Gegensatz  zur  (inippe  der  Be- 
wegungen nicht  abgeschlossen  ist  Von  den  Begriffen,  die  ihr  gegen- 
über invariant  sind,  sind  drei  als  grundletrend  7ai  betracbten.  Erstens 
der  Grenzfmnkt  nnd  mit  ihm  die  Begriffe  iihtjf; schlössen  und  perfekt; 
sweitons  der  Zusammenhang,  und  dritlt  n^  die  Jjiweutnou.  Mit  ihnen 
erweisen  sich  dann  aucii  die  die  ganze  'rheorie  der  Punktniengen  be- 
herrschenden Unterscheidungen  mrgends  didit  und  iiheraü  dicht  als 
inyariant. 

Der  Nachweis  ihreor  InTarianz  hietet  im  aUgemeinen  keinerlei  he- 
Bondere  Sdiwierigkeit.  Nur  für  den  Dimensionsh^riff  hat  steh  erst 
allmählich  eine  einfache  Beweismethode  aufBnden  lassen.*)  Sie  bemht 
auf  dorn  gmndli^nden  Gegensatz  zwischen  abzahlbar  und  nicht  ab- 
s»h]bar.  Falls  nSmlich  ein  Quadrat  auf  ein  Stück  einer  Geraden  um- 
kehrbar eindeutig  nnd  stetig  abbildbar  wäre,  müBte  jeder  dem  Quadrat 
aogehdrigen  Strecke  ein  Intervall  der  Geraden  entsprechen;  zwei  ein« 
ander  pnralleleu  Strecken  des  Quadrats  also  Intervalle  ohne  gemeinsame 
Punkte.  Solcher  Intervalle  gibt  e»  aber  auf  der  Geraden  nur  eine  ab- 
zahlbare Mengen,  wahrend  die  bezüglichen  Strecken  des  Quadrats  die 
Mächtigkeit  des  Kontinuums  besii/en.'' ) 

Liege  nun  eiue  abgeschlossene  Menge  T  vor.  die  m  d«  i  Ebene 
zwei  Geliiete  !^  und  bestimmt,  deren  jedes  znsanimenhängend  ist. 
Wird  die  Mrn!''e  X  als  Ix  licltig  gegeben  vor;msgeset/,t,  so  hat  man  zu 
}>civf  'tüe)i,  daß  rs  eine  u  oli Iclciiim  rte  Teilmenge  %'  von  %  gibt,  die  übriijens 
auch  mit  i  identi>(  li  s^in  kjinn,  die  fjl.gf-iblossen ,  zusammenhUngend 
und  nirgends  dielit  isl,  s<i  «iül)  iil>erdies  j'-dfr  ihrer  Punkte  gemein- 
samer <iren7.pimkT  zweier  ebenfalls  zus;fmm«'n}i:ingen(ler  Gebiete  3' 
und  W  ist.  Diese  Gebiete  braneben  mit  und  51  nicht  idtnhsrh 
zu  sein.   Die  so  deßnierte  Menge  bezeichne  ich  als  geachlossiw  Kurve. 

8)  Verhandlangen  des  ersten  interaationalen  MathematikerkoDgreiitea 

8.  102. 

.8)  Vf?l.  J.  Lürofh,  ErlanKpr  Rerichte,  Bd.  JO  1878}  S.  190,  E.  Netto,  .lourn. 
f.  Mutli.  IM.  sr>  (]87S:,  S.  J. 'I'homm-,  Nachr  d.  Gnt.t.  ("ifH.  d.  WihH.  1878, 
S.  4r,r,,  (;.  Cantor.  «dtcntia  1879,  S.  127,  E.  Jüri^eriH.  A  lirf  TTT^iiu'  Siit/c  über 
SjsHtfiJie  von  zwei  cin(l»'utigen  und  »tetigen  reellen  FunktutiiiMi  von  zwei  rocUen 
Verüöderüclicu,  Leipzig,  1879. 

4)  DieMer  Gedanke  findet  sich  vaent  bei  L.  Mileii,  Biv.  di  mal  Bd.  *2  (1992j, 
p.  108. 
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Auch  dieser  Begriff  ist  der  Gruppe  ®  gegenüber  invariant  Das 
Gleiche  gilt  dann  auch  von  jeglicher  durch  eino  abgeechloseene  Menge 
bewirkten  GfMetsieihiny.  Die  Zahl  der  Gebiete  kann  fibiigens  uu 
endlich  groß  werden  und  die  Riemannscbe  Znsunmenbangszahl  jedes 
einzelnen  Gebietes,  die  ebenfalls  invariant  ist,  kann  bis  su  transfiniter 
Ordnung  anwachsen.  Alle  diese  Möglichkeiten  finden  sieh  bekanntlich 
bei  denjenigen  Gebietsteilungen^  die  in  der  Theorie  der  antomorphen 
Funktionen  auftreten,  auf  das  natflrlichBte  reaUsiert. 

Die  geschlossene  Korye  braucht  im  analytischen  Sinne  keineswegs 

stetig  zu  belli.  Verbiudut  mau  einen  Funkt  Xf^Hf^  der  Finiktit)n  //  =  öiu  ^ 

(Fig.  1)*)  mit  dem  Punkt  //  =  +  1  der  y-Achse  durch  einen  Strecken- 
zug t,  80  wird  diejenige  abgeschlossene  Menge  X,  die  aus  diesem 
Streckenzng,  der  if-Achse  zwischen  —  1  und  +  1   ^  

und  den  Punkten  der  Funktion  sin  *  förO<a'^Xo  |  *      A  ' 


vis.i. 


besteht,  die  Ebene  ebenfalls  in  ein  Außeres  und  jl  (1'  /  \/ 

ein"  Inneres  zerlegen. 

Es  tragt  sich  nun,  in  welchen  geometritschen 
Eigenschaften  die  analytische  Stetigkeit  der  ge- 
schlossenen Kurve  ihren  Ausdruck  findet.  Da 
wir  nach  aolchen  Merkmalen  zu  suchen  haben  ^  die  der  (jruppe  & 
gegenüber  invariant  sind,  so  muß  die  Kurve  umkehrbar  eindeutiges 
und  stetiges  Abbild  des  Kreises  oder  des  Quadrates  sein.  Deelen 
Stetigkeitseigenschaft  drückt  sich  aber  in  der  bekannten  Tatsache  aus, 
die  zuerst  von  Pasch  zum  Range  eines  Axioms  erhoben  wurde und 
die  besagt,  dafi  ein  äußerer  und  ein  innerer  Punkt  des  Quadrats  durch 
eine  Strecke  verbindbar  sind,  die  einen  und  genau  einen  Punkt  des 
ümfangs  enthält.  Beachten  Sie  femer,  daß  jeder  Punkt  des  Quadrats 
die  Bolle  des  Schnittpunktes  spielen  darf.  Wir  postulieren  daher  für 
unser  eineindeutiges  und  stetiges  Abbild  die  Bedingung,  daß  man 
jeden  Punkt  von  ^>  und  51  durch  einen  Streckenzug  verbinden  kann, 
der  nur  einen  seiner  Punkte  enthält,  und  daß  auch  jeder  sei.ier  Punkte 
dieser  Schnittpunkt  sein  darf.  Die  Beschränk luiü"  ii  .f  Streckeuzüge 
enl.sjiricht  »jiner  luetliodiHcheu  Forderung.  Übrigen^  k;mii  der  Strecken- 
zug <tus  uneiidücb  vielen  Strecken  bcstfhen,  «loch  düifen  sie  alle  nur 
einen  Grenzpunkt  besitzen,  niimlicL  dt  n  Kurvenpunkt.  Es  ist  sogar 
erbiubl,  daß  der  Strpckiii/.ii<r  i!ea  Greuzpunkt,  den  er  erreichen  soll, 
nach  dem  V  orbild  einer  Spirale  unendlich  oft  umzieht.    Man  kann 

*\  Die  Figur  iiit  nur  üchematisch  gezeichnot. 
ö)  Neuexe  Geometrie,  Leipzig  1Ö»2,  S.  21. 

SS* 
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ein  schmales  Dreieck  sich  so  dehnen  und  winden  lassen,  daß  es  in 
ein  Polygon  üljer^ohi,  dessen  Sjiitze  einen  gegebenen  Punkt  unendlich 
oft  umkreist.  Seine  Mittellinie  geht  dann  in  den  liezüglichen  epiraligen 
Weg  über.  Sie  erkennen  die  Ähnlichkeit  mit  derjenigen  Figur,  die  man 
als  Jb'undameutalbereich  einer  loxodromiselien  Substitution  wählen  kann. 

Die  so  gekennzeichneten  Kurvenpunkte  bezeichne  ieh  als  erreichbar. 
Wie  nötig,  erweist  sich  die  £nreiclibarkeit  der  Ghrappe  &  gegenflber 
als  imariafii. 

Welche  Pnnkte  der  Chraiue  eines  Gebietes  erreichbar  sind^  dürfte 
flbrigeiu  nicht  ohne  weiteres  evident  sein.    Errichtet  man  auf  den 

Seiten  eines  Quadrats  von  der  Länge  1  in  jedem  rationalen  Punkt  ^ 

nach  innen  und  außen  Lote  der  Lange      so  sind  immer  noch  alle  Punkte 

des  Quadrats  nnd  der  bezüglichen  Lote  Ton  innen  resp.  anfien  erreichbar 

(Fig.  2)*).    Obwohl   Sie   also   das  Quadrat  überall 

dicht  mit  Stacheln  besetzen,  werden  Sie  den  Über- 
gang aus  dem  Innern  in  das  Außere  im  Sinne  von 
Pasch  nicht  verhindern.  Der  ^Veg,  der  zu  einem 
Quadratpuukt  führt,  wird  allerdings  unendlich  oft 
nach  linky  und  rechts  hin-  und  herzüngeln,  ehe  er 
den  Quadratpuukt  erreicht.    Er  kann  dies  sogar  auch 

dann  noch,  wenn  Sie  Ton  jedem  Punkt  ~  in  geeigneter  Weise  je 

zwei  einen  Winkel  einschliefiende  Stacheb  und  damit  sogar  auch  be- 
liebig v.ele  ausgehen  lassen. 

Die  Erreichbarkeit  kommt  in  einer  wichtigen  Eigenschaft  der- 
jenigen Polygone  zum  Ausdruck,  die  eine  Gebietsgrenze  approximieren. 
W^ie  nämlicli  die  GeLietügn  n/e  X  eines  Gebietes  3  auch  beschaffen 
sei,  so  kann  m-in  stets  ein  Polygon  Sß  finden,  das  sie  im  mittleren 
Abstand  s  approximiert.  Damit  ist  gemeint,  daß  der  Abstand  eines 
jeden  Punktes  }>  des  ]\)lygüns  von  der  Menge  %  zwischen  V^«  und 
'/gf  liegt.  Mit  abnehmendem  t  konvertieren  diese  Polygone  gegen 
die  Menge  X.  Im  allgemeinen  wird  dies  nicht  gh'iehmäßig  geschehen. 
Gleichmaß'ni  Iieißt  die  Konvergenz,  wenn  erstens  zu  jedem  ^  ein 
Polygon  ^  existiert,  so  daß  smch  jeder  Pimkt  t  der  Menge  %  von 
höchst i  i LS  um  f  entfernt  ist,  und  wenn  dies  zweitens  auch  für  jedes 
Teilgebiet  5'  von  ^,  zu  dessen  Grenze  /  gehört,  und  den  es  durch- 
ziehenden Teil  von  "".p  erfüllt  ist  Ist  eine  derartige  approximierende 
Polygonfolge  Yorhanden,  dann  und  nur  dann  sind  alle  Punkte  der 

f. 

*)  In  (iei  Figar  sind  die  Loto  uur  in  den  FuokicD  ^  errichtet. 
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Jüeuge  %  für  das  Gebiet  3  sowie  auch  für  jedes  Teilgebiet  von  %  zu 
dessttQ  Grenze  sie  gehören  erreichbar.*^)  Hier  ist  die  Brücke,  die  von 
dem  geometrischen  Begriff  der  Erreichbarkeit  zu  dem,  der  SBaly tischen 
Stetigkeit  hinüberführt. 

Ich  kehre  zu  unserer  Ktirre  sorück,  die  eineindeutiges  und  stetiges 
Abbild  des  Kreises  ist.  Die  Erreichbarkeit  wurde  oben  für  jeden  ihrer 
Punkte  sowohl  für  das  Gebiet  3  wie  für  %  gefordert.  Dies  ist  notwendig; 
weil  das  eine  keineswegs  eine  Folge  des  andem  ist.  So  ist  in  dem 
Beispiel,  das  sich  an  die  Funktion  sin  —  knüpft,  jeder  Ptankt  der  ge* 
schlosseiien  Kurve  %  von  51  aus  orrt-ichbar,  von  5  fius  sind  jedocli 
die  Punkte  der  Achse  zwischen  —  1  und  -f  1  nicht  erreichbar.  Wir 
köriTtCTi  daher  die  dem  Ereisabbüd  auferlejs^en  Bedinerungeu  nicht  weiter 
einschränken,  wenn  wir  die  für  die  Abbildunfj  churiikteristischen  Eioi'en- 
schaften  erlialten  wollen.  In  der  Tat  sind  sie  aber  anoh  ausreiciiend. 
Eine  Punktmenge  %  ist  dann  und  nur  dann  umkehrbar  eindeutiges 
und  fstetiges  Abbild  des  Kreises,  wenn  sie  erstens  eine  Teilung  der 
Ebene  in  zwei  Gebiete  5  und  ^(  bewirkt,  und  wenn  zweitens  jeder 
ihrer  Punkte  sowohl  für  %  wie  für  ^  erreichbar  ist.  Daß  jeder  ihrer 
Punkte  gemeinsamer  Grenzpunkt  von  %  und  3  ist,  folgt  dann  von 
selbst.  Hierin  ist  der  Jordan  sehe  Kurvensatz  und  seine  Umkehrung 
enthalten.  Überdies  erfährt  der  Jordansche  Satz  durch  die  Erreich- 
barkeitseigenschaft eine  notwendige  Erweitening.^ 

Die  so  definierte  Kurve  bezeichne  ich  mit  Hurwitz  als  einfache 
geschlossene  Kurve.  Wie  mannigfach  and  beinahe  paradox  ihre  ge- 
staltUchen  Yerhäitnisse  sein  können^  zeigt  ein  Beispiel,  das  in  der 
Theorie  der  automorphen  Funktionen  auftritt.  Geht  man  Ton  n  sich 
zyklisch  berührenden  Erdsen  ans,  and  wählt  die  Spiegelungen  an 
ihnen  als  erzeugende  Substitationen,  so  bilden  die  sSmÜichen  Ereis- 
bogen^it-ecke,  die  sich  ans  ihnen  durch  fortgesetzte  Spiegelung  er- 
geben, zwei  durch  eine  gesdtlossene  Kurve  geschiedene  Netze.  Diese 
Kurve,  auf  deren  allgemeines  Auftreten  Klein^  zuerst  hinwies,  ist  in 
dem  Yorliegenden  Fall  eine  einfadie  Kurve.  Jeder  ihrer  Punkte  ist 
also  für  beide  Netze  eireichbsr.  Einen  zu  ihm  führenden  Weg  eiv 
halt  man  insbesondere  immer  so,  daß  man  irgend  welche»  z.  B.  homo* 

0)  Einen  Beweit  dieses  SatiM  wefde  ieb  an  anderer  Stelle  veiGffentiicben. 

7;  Eiueii  Beweis  der  Umkehrung'  des  JordanBchcn  Karvensatzes  gab  für  einen 
speziellen  Fall  auch  D.  Hilbert,  Math.  Ann.  Bd  öC,  S.  :i9:5.  fCir  den  allgeuieincni 
Faü  auch  P.  Kieß,  Matli.  .\im.  Hd.  öy,  S.  409,  und  F.  Osgood,  Bull,  of  the 
Americ.  math.  Soc.  (.2;  IM.  u  i^V.m  ,  p.  '283. 

8)  Vgl.  eine  Mitteilung  von  i'oincaid  in  den  Compt.  reud.  de  TAc.  des  sc. 
Pari«.  Bd.  n  (1881)  p.  1484. 
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löge  Punkte  derjenigen  Kreisbogen-w-Ecke  durch  Strecken  oder  Streckon- 
züge  verbindet,  die  sich  gegen  ihn  als  Grenzpunkt  vordichteu,  also 
der  unendlichen  Folge  von  Substitutionen  entspzeehen,  die  den  Grenas- 
pnnkt  definieren.  Diese  Kurve  ist  von  Poincare  und  besonders  von 
Fricke  näher  untersucht  worden.')  Hier  interessieren  besonders  ihre 
gestaltlichen  Verhältnisse.  Diese  schienen  zuerst  so  paradox,  daß 
Poincare,  als  er  die  Kurve  behandelte^  den  Zusatz  machte,  „falls  man 
ttberhaupt  von  einer  Knrve  sprechein  kann''.  Andererseits  aber  bilden 
sie  ein  ansgezeichnetes  Beispiel  ffir  die  oben  erwähnten  Typen  erreich- 
barer Punkte.  Die  Kurve  besitzt  nämlich  eine  abzahlbare  flberall 
jdichte  Menge  solcher  Punkte,  die  Fizpunkte  loxodromischer  Sub- 
stitutionen sind.  Ihr  geometrischer  Charakter  besteht  deshalb  darin, 
daß  sich  die  Kurve  wie  eine  Spirale  unendlich  oft  um  sie  herum- 
windet, und  zu  jedem  dieser  Punkte  führt  ein  ganzes  Büschel  spiraliger 
Wege.  Denkt  man  sich  diese  Kurve  als  Abbild  eines  Quadrats  und 
beachtet,  daß  wir  dieses  Quadrat  überall  dicht  mit  .Stachelpaaren  be- 
setzen können,  die  je  einen  endlichen  Winkel  einschließen,  so  werden  Sie 
unseliwer  die  Vorstelluucf  ausbilden,  daß  jede  Gerade,  die  zwischen  den 
Schenkeln  dieser  Winkrl  in  einen  Quadratpunki  einmündet,  in  einen 
spiraligen  Weg  übergeht.  Daß  dabei  die  spiraligen  I^udstücke  unserer 
Wege  immer  enger  wenli  ii.  je  mehr  sie  sieh  häuieu,  liegt  aut  der 
Hand.  Die  molei-.ulare  Methode  der  Mengenlehre  hat  also  auch  hier 
dei]  Eri'o\gf  das  ansehauungsmäiiige  Erfassen  r.n  verfeinern:  und  wenn 
die  vielgeschmäbte  Ansehauung  auch  keine  (Quelle  mathematischer  Be- 
weise ist.  so  kann  ich  mich  d(ulj  ant"  Poincare  IttMufen,  wenn  ich 
pic  als  unentbehrliche  Führerin  auf  dem  Gebiet  der  geometrischen  Er- 
fiuduug  bezeichne.^") 

Ich  gehe  zu  dem  einseitig  eindeutigen  und  stetigen  Abbild  dos 
Kreises  oder  der  Strecke  iiljer,  also  zu  derjenigen  Punktmenge,  die 
durch  irgend  zwei  im  Intervall  . .  .  eindeutige  und  stetige  b'unk- 
tionen  f{f)  und  fpit)  dargestellt  wird.  Welches  sind  die  im  Sinn  der 
Aoaljsis  situs  invarianten  Eigenschaften,  die  diesem  allgemeinsten 
stetigen  Kurvenb^riff  zukommen,  die  sich  also  auch  gegenüber  ein* 
seitig  stetiger  Tninsformation  unverändert  erhalten?  Auch  diese  Frage 
glaube  ich  Ihnen  heute  beantworten  zu  können.  Von  den  ob^  ge- 
nannten Eigenschaften,  Grenzpmkif  Zusammenhang  und  Dimension 
bleiben  nur  die  ersten  beiden;  muß  doch  auch  jedes  derartige  Gebilde  in 
einem  stetigen  Zuge  durchlaufen  werden  können.   Eine  weitere  ist  die 

9)  Vgl.  Acta  iiKith.  Ua.  3,  S.  78,  sowie  besünder.-  Math   Ann.  14,  S.  i)82. 
10)  H.  Poincare,  der  Wert  der  Wißuenscbait,  deutet  Ii  vou  H.  und  H.  Weber, 
Leipzig  190(3,  p.  81, 
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ErreicJibarkeU,  die  allerdinge  nicht  mehr  alle  Punkte  betrifft.  Jeder  Punkt, 
der  Greuzpuukt  eines  Gebietes  ist.  muß  für  dieses  Gebiet  nlJseitiff,  d.  h. 
auch  für  jeden  Teil,  '/ii  clesseii  Grenze  er  gehörf,  erreichbar  sein,  über- 
dies muß  diase  Erreichbarkeit  auch  für  jede  zusanimcuhäugende  Teil- 
jiieuge  erfüllt  sein,  die  sich  als  Grenze  unendlich  vieh'r  (icbiete  imstellen 
kann.  In  der  Tat  erweist  aich  die  Erreichbarkeit  oder  j^oiiaurr  die 
für  jede^  Teilgebiet  und  jede  Teilmenge  geforderte  Erreichbiirki  it  als  das 
wesentliche  geometrische  Äquivalent  der  Stetigkeit.  Andere  invariante 
Eigenschaften  kommen,  dieser  Punktme]i<^e  nicht  /ai.  Uragekebrt  läßt 
deh  auch  jede  in  einem  endlichen  Gebiet  enthaltene  Puuktmeoge  durch 
«in  Paar  stetiger  Funktionen  darstellen,  falls  sie  perfekt  und  zusammon- 
h'äni^end  ist,  und  falls  sie,  sowie  jede  ihrer  zusammenhängenden  Teilmengen 
die  firrelclibarkeitseigenschaft  im  obigen  Sinn  besitzt.  Damit  dürften 
die  notwendigen  und  hinreichenden  Eigenschaften  der  Funktmengen^  die 
eindeutige  und'  stetige  Bilder  der  Strecke  sein  können,  genannt  sein 
und  die  Klein  sehe  Frage,  was  man  unter  einer  willkörlichen  stetigen 
Kurre  zu  verstehen  hat^'),  wäre  damit  im  Sinn  der  Pnizisionsmathe- 
matik  und  in  dem  von  der  Gruppe  der  umkehrbar  eindeutigen  und 
stetigen  Transformationen  gebildeten  Rahmen  beantwortet.^ 

Die  unbegrenzte  Ffille  und  Mannigfaltigkeit  geometrischer  Gestalten, 
die  von  diesem  Kmrenbegriff  umfaßt  werden,  laßt  sich  auch  an- 
deutungsweise kaum  kennzeichnen.  Unendlich  Yiele  sich  im  selben 
Punkt  berührende  Kreise,  deren  Badien  gegen  Null  konvergieren,  fallen 
ebensowohl  unter  ihn,  wie  unser  einseitig  oder  beiderseitig  mit  Stacheln 
besetztes  Quadrat.  Da  eine  solche  Kurve  auch  eine  Fläche  erfüllen 
kann,  ho  «^eJiiigt  ihm  auch  jede  Komtuuation  unendlich  vieler  Fiächeu 
stücke  uud  Kurven  oder  Kurvenbügen,  ifleichgültig,  welche  <iebiets- 
toiliinjr  durch  sie  be  wirkt  wird,  und  welrhen  Zusammenhang  iiuch  jedes 
einzelue  Flächfiisuu  k  lial)eu  inat;".  vorausgesetzt  nur,  (iaü  für  alle 
Punkte,  die  Gren/,[ti;nkte  eines  dieser  Gebiete  sind,  die  Erreich barkeita- 
bediiigang  im  obigen  Sinn  crtullt  ist. 

Die  analytische  Erklärung  dieses  Tatbestandes  ruht  auf  den  be- 
kannten Sätzen  über  die  Kontrergenz  stetiger  Funktionen.  Su?  hängt 
mit  der  Frage  zusammen,  ob  und  inwieweit  auf  diesem  Gebiet  die 
Iransfimte  Induktion  gestattet  ist,  inwieweit  also  eine  EigeDschaft^  die 
für  jedes  v  gilt,  auch  für  o  besteht.  Wenn  eine  Folge  von  Funktionen 
f,(t),  die  im  Intervall  •  ^  stetig  sind,  (/Uichmäßig  gegen  eine  Grenz- 
fonktion  f„{t)  konvergiert^  so  ist  auch  f„{t)  eine  stetige  Funktion.  Die 

11)  Oataehten  sur  enten  Verfeeiliing  des  LobatBobewsky-Preises,  Eamn,  1897,  S.6. 
18)  Den  Naehweu  werde  ich  an  andecer  Stelle  demnächst  geben. 
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Stetigkeit,  oder  viel rn ehr  die  gleichmäßige  Stetigkeit  überträgt  sich 
also  Yon  V  auf  cd.  Mengen  von  Funktionen,  die  in  einem  liitervail 
^0  •  •  ^1  gleichmäßig  stetig;  ßind,  verlieren  daher  diesen  (Tesamtchnrakt^r 
nicht,  wenn  man  ihre  Grenzfnnktioncii  zn  ihurn  hiiizufüirt  und  sie 
damit  zu  abgeschlossenen  Mengen  umgestaltet.  Sie  erkennen  daraui 
die  Möglichkeit,  auf  die  durch  gleichmäßig  stetige  Funktionen  dar- 
gestellten allgemeinsten  Kurvenmengen  die  ganze  Cantorsche  Theorie 
der  Punktmengen  analytisch  zu  übertragen.  Ascoli")  und  Arzelä") 
haben  dies  fast  in  unmittelbarem  Anschluß  an  Cantor  für  die  ein- 
fachen Karren  der  Form  y  =  f(x)  getan.  JKürzlich  ist  es  in  einer 
Pariser  These  von  Fr^ohet  fftr  den  und  sogar  den  geschehen.*^) 
Da  jedoch  hier  yon  den  gestaltlichen  Verhaltnissen  ansdrflcklieh  ab- 
gesehen wird,  so  haben  diese  üntorsnchnngen,  genan  genommen,  nnr 
einen  analytischen  Inhalt, 

« 

Wie  aber  steht  es  mit  der  Übertragung  der  yesiMiehen  Ver- 
hältniBse  von  v  anf  a>?  Liege  eine  stetige  Kurve  Tor,  die  wir  der 
£infaehheit  halber  sls  QiemEe  eines  und  deraelben  Gfehietes  w&hlen,  wie- 
z.  B.  dss  innen  mit  Stacheln  besetsta  Quadrat  (Fig.  2).  Da  alle  seine 
Punkte  von  innen  erreichbar  sind,  so  können  wir  sie  von  innen  gleich- 
mäßig durch  Polygone  P,,  approximieren.  Jedes  dieser  Polygone  ist 
dunli  zwei  umkehrbar  eindeutige  stetige  Funktionen  fjt)  und  (p,{t) 
darstellbar.  Wessen  der  gleichmäßigen  Korivercreuz  konvergieren 
und  (py(t)  gegen  zwei  ebenfalls  stetige  i  uuktiouen  f^^\t)  und  9^,(0r 
nämlich  gegen  diejenigen,  die  unsere  Kurve  darstellen.  Während  aber 
jedes  Polygon  1\  resp.  jedes  Funktionenpaar  fjf)  und  q>Jt)  umkehr- 
har  eindeutiges  Hild  des  Kreises  ist,  gibt  es  keinen  Sntz,  der  diese 
Fiigenschaft  auf  f\^(t)  und  ^'„,(0  übertragen  gestattet.  Die  trana- 
ünite  Induktion  versagt  hier. 

Vielleicht  erwarten  Sie,  die  große  Allgemeinheit  unsers  Kurven- 
begriiis  könne  uns  durch  Art  und  Verteilung  der  vielfachen  Punkte 
näher  gebracht  werden.  Doch  wäre  diese  Hoiiuung  tri^erisch.  Alle 
Stacheln  unsers  Quadrates  bestehen  ofi'enbar  nus  Doppelpunkten.  Um 
aber  sofort  den  Gipfel  der  Möglichkeiten  zu  kennzeichnen,  führe  ich 
Ihnen  eine  Kurve  vor,  bei  der  jeder  ihrer  FunHe  vidfacher  PuM 
von  der  MädUigkeit  des  Kmtimmms  ist.  Man  kann  lulmlich  alle- 
Punkte  eines  Wflrfels  eindeutig  und  stetig  auf  die  Strecke  abbilden^. 

Vgl.  Memoric  della  K.  Acc.  dei  Lincei,  (a)  Bd.  18  (1884)  S.  621,  sowie 
Bendiconti,  dell.  lat.  Lombardo,  (2)  Bd.  21  (18«ö),  S.  226,  257,  2ü4,  365. 
14)  Kend.  dell.  R.  Acg.  dei  Lincei  (4)  Bd.  61,  (188'.<)  S.  $42. 
16)  YgL  besonders  Read.  dei.  Circ  uat.  di  Palermo  Bd.  22  (190«). 
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und  wie  die  Peaiiusclie  Kurve  in  eiuem  Zuge  durchlaufen.**)  Be- 
traciiten  Sie  jetzt  die  Projektion  des  Kurvenpunktes  in  der  ay-Ebene; 
sie  bildet  da?  Abbild  zweier  stetiger  Funktionen  x  —  f(f)  nnd  n  -=  rp(t)f 
so  daß  sich  in  jeden  ihrer  Punkte  alle  Punkte  der  zugehörigen  z-Ko- 
ordinate  projizieren.  Wir  milFseii  nho  jeden  Punkt  aU  vielfachen 
Punkt  der  eben  genannten  Art  betrachten. 

Es  hat  keinerlei  besondere  Schwierigkeit,  die  vorstehenden  Be- 
trachtnngen  sinngemäß  auf  den  Baum  Ton  drei  oder  mehr  Dimen- 
sionen und  deren  Gebilde  auszudehnen.  Beruhen  sie  doch  nur  auf 
solchen  ^tzen  und  Methoden,  die  über  die  Ebene  hinaus  Geltung 
behalten,  n&mlich  auf  der  Anaijeis  situa  der  Polygone,  auf  den  all- 
gemeinen Sätzen  über  Punktmengen,  auf  der  Approximation  einer  ge- 
gebenen Punktmenge  durch  eine  Poljgonfolgei,  endlich  anf  dem  Begriff 
der  Erreichbarkeit  aller  Punkte  einer  Gebieti^renze  und  seiner  Gleich- 
wertigkeit mit  der  gleichmäßigen  Konyergenz  dieser  Polygonfolgen 
und  mit  der  analytischen  Stetigkeit  Alle  diese  Dinge  lassen  sieh 
insbesondere  aof  den  Raum  und  anf  Polyeder  beliebige  Zusammen- 
hangs unschwer  flbertragen*^^ 

Weder  Tangeute,  noch  Bogenlänge,  noch  Flächenzahl  sind  invariante 
Werte.  Eine  einfache  Kurve  kann  eine  unendliche  Bogenfönge  haben; 
es  gibt  sogar  einfache  Kurven,  bei  denen  die  Bogenlänge  in  jedem  noch 
so  kleinen  Intervall  unendlich  ist.  Was  die  Flächeuzahl  betrifft,  so 
interessiert  hier  eine  Frage,  die  alln^emeiner  für  <len  Inhalt  einer  jeden 
Puiiktmenge  gestellt  werden  kann.  Ist  die  Eigenschaft  einer  Punkt- 
menge,  daß  ihr  Inhalt  Null  oder  nicht  Null  ist,  unserer  (iriij)pe  gegen- 
über invariantV  Diese  Frage,  die  kürzlich  von  anderer  Seite  bejaht 
wurde'**),  ist  zu  verneinen. 

Um  dies  in  Evidenz  zu  setzen,  gehe  ich  von  einer  linearen  nirgends 
dichten  perfekten  Menge  aus,  die  den  Inhalt  Null  hat.  Wir  koustrnieren 
sie  auf  der  Einheitsstrecke  der  .r- Achse  in  bekannter  Weise,  indem  wir 
(Fig.  3)  um  deren  Mitte  ein  Intervall  der  Länge  dj  l^en,  um  die  Mitte 
eines  jeden  der  beiden  übrigen  Stücke  je  ein  Intervall  der  Länge  d, 

le)  DiM  beoMrkt  bereit«  Peano,  Math.  Ann.  Bd. $6  (1890),  S.  IM.  VgL  auch 
meinen  Bericht  in  Bd.  8  dieeee  Jahreeberiehta^  8.  186. 

17)  Da  die  Stetigkeit  einer  Funktion  im  Punkte  x,  y  ilqaiTBlent  mit  der 

Stetigkeit  für  jede  Menge  \xy,  y*]  ist,  die  in  xy  ihren  einzigen  Grenzpunkt  be- 
sitzt, 80  reicht  m^n  auch  im  Kaum  mit  rlcr  Betrachtung  einfacher  Folgen  und 
einfacher  Strecktinzügc  aus.  Das  JSähcro  enthält  der  demnächst  ert>cheinende 
Bericht. 

Ib)  Vgl.  E.  Bortoletti,  Bend,  dell  Aec.  JL  dei  Lincei,  (5)  Bd.  2  (1904), 
&  52. 
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A.  äoBOBKrLiBa: 


U8W.  Der  Snmrae  aller  dieser  Intervalle  d,.,  mit  deneu  sich  die  Einheite- 
strecke  überall  dicht  hodeckt,  geben  wir  die  Lär.jje  1;  der  Inhalt  der 
zujrehörigen  perfekten  Menge  ist  also  gleicli  Null,  .letzt  machen  wir 
das  gleiche  auf  der  f/- Achse,  und  zwar  auf  einer  Strecke  der  Läncfp  2, 
doch  so,  laß  wir  den  Intervallen,  die  wir  überall  dicht  auf  ihr 
anordnen,    ebenfalls    die    Längen   r\    gehen.     Weisen  wir   nun  die 

Intervalle  uui  der  ly- Achse  den  entsprechenden 
Intervall*^n  ant  d<  r  ./  Aehsr»  so  zu,  daß  ihre  iden- 
tischen Punkt»'  einuudcr  eul -jut chea,  so  ist  damit 
eine  umkehrbEU'  eindeutige  uud  stetige  Abbildung 
der  Einheit.sstrecke  der  ic-Ach^e  auf  eine  Strecke 
doppelter  Länge  auf  der  v~-^^chse  begründet. 
Während  aber  dir-  nnf  der  .r-Achse  enthaltene  per- 
fekte Menge  den  Inhalt  Null  hat.  ist  der  Inhalt 
der  Büdmenge  auf  der  v- Achse  gleich  1. 

Die  so  erwiesene  Nichtiuvarianz  gibt  eine  ein- 
fache und  unmittelbare  Erklärung  für  das  Auf- 
treten solcher  einfachen  Karren,  die  wir  durch 
'%  Osgood  kennen  gelernt  haben,  und  denen  eine  von 
Ftc  s.  Null  verschiedene  Flächensiahl  zukommt.'*)  Wir 

gehen  dazu  Ton  einer  nirgends  dichten  und  nirgends 
zusammenhangenden  perfekten  ebenen  Menge  ^  aas,  and  zeigen  zu- 
nächst, daß  man  eine  einfache  geschlossene  Kurve  konstruieren  kann, 
die  sie  entl^t.*")  Dazu  legen  wir  um  die  Menge  X  die  sie  im 
mittleren  Abstand  b  approximierende  polygonale  l  igur  II,  Sie  zerfallt 
in  eine  endliche  Zahl  von  Polygonen  //,.  Dirne  können  wir  zyklisch 
anordnen  und  kimuen  dann  je  zwei  benachbarte  durch  einen  Strecken- 
zug oder  besser  durch  eimMi  polygonalen  Streifen  der  Breite  {■  so  ver- 
bindcii,  daß  keinu  zwei  dieser  Streifen  eiiiatiihT  k ri'u/.e-.i.  Daihirch 
entsteht  ein  Uinggebiet  9i,  das  vou  zwei  eiut'aelieu  Puiyuon*  ii  luid 
Cl  begrenzt  ist,  uuA  die  «jf'u'HlieDe  Punktuieiige  einschließt,  is Dm  rrf^i.  rt 
nun  f  <re<_ren  Null,  r^o  kuuvi-rgteren  dir  Poly'.',oiie  'ij?  und  C  gegen  «'ine 


und 


(1 1 t ' M ■ 


einfathe    Kurve.     Du    niimlieii    die   Men;re  i 


Dir^^eudn 


zusammenhängentl  ist,  so  konvergiert  die  grüßte  Breite  der  Polygone 


1'.»;  Transact.  of.  tli.  AiiK^ric  Math.  Society,  Bd  4  '190;r.,  S.  107.  Der  Hin- 
weis auf  die  Mri;rlichkeit  solcher  Kurven  findet  .sieh  zuvor  nrhosi  hei  E.  Lehesgue, 
in  seiner  Pariai  r  These,  Int<'s.'ralo ,  hiui^'uenr,  Aire,  l  ariss  t^lÜOii;  S.  17,  Anm.;  ab- 
gedrückt in  Ann.  di  mal.  i^^j  Bd.  7,  S.  JJl. 

2»)  Vgl  L.  Zoretti,  Joum.  de  math.  ^6)  Bd.  1  (idO.'S)  S.  12  sowie  P.  Rieas, 
C.  R.  de  TÄc.  de  Pari»,  Bd.  141  (1906)  p.  6dO.  Für  eine  spezielle  Monge  aaigt 
dl«6  auch  Grace  ChiBholm-Youtig,  Quart.  Journ.  of  math.  Bd.  87  (1906)  S.  87. 
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JI^  mit  8  notwendig  gegen  NolL  Damit  folgt  es  auch  für  das  Bing* 
gebiet;  seine  Grenze  ist  daher  eine  einfache  Kurve. 

Falls  nun  der  Inhalt  der  Menge  %  nicht  Null  ist,  so  gilt  dies  umso» 
mehr  von  unserer  Kurve,  denn  das  Ringgebiet  enthält  die  Polygone 
J7y  als  Bestandteil.  Wir  können  uns  daher  einfache  Kurven  dieser  Art 
in  Ffille  schaffen;  jede  nirgends  zosammenh&ngende  perfekte  Menge, 
deren  Inhalt  nicht  Kall  ist^  liefert  beliebig  viele.  In  der  Tat  ist  auch 
fdr  die  von  Osgood  angegebene  Kurve  die  Pnnktmengei  init  der  sie 
anfgebaut  ist,  leicht  nachweisbar.  Die  Osgoodsche  Erzeugungsweise 
schließt  sich  bekanntlich  enge  an  das  Verfohren  an,  das  die  Peanosche 
Kurve  liefert.  Sie  geht  (Fig.  4.)  ebenfalls  von  einer  Dreimaldreiteilung 
des  Quadrates  aus,  ersetzt  aber  die  Teilungslinien  durch  schmale  Streifen 
und  baut  den  ersten  iip]>ruximierenden  Polygouzug  aus  den  9  Diagonalen 
und  den  die  Streifen  durchziehenden  Yerbindungsstrecken  auf.  Dies  hat 
den  £rfolg,  daß  die  bei  der  Peano  sehen  Kurve  auf- 
tretenden Doppelpunkte  verschwinden.  Jede  Diago- 
nale wird  nun  in  analoger  Weise  durch  eint  ii  ebeiiso- 
gestalteteii  Liuieu/ug  ersetzt  usw.  Während  über 
beim  Peaiiosehen  Verfahren  die  Liuien/üge  all- 
mühlicli  <^.as  <i:auze  (^uadi'at  triiilleii,  l<<»nvort^ieren  sie 
hier  gegen  einen  einfachen  KurvL'ubogeu.  Sie  sehen 
zugleich,  wie  dieses  \  erfahren  sachlich  mit  dem 
obigen  übere'nstiiumt.  Die  !)  Quinhute  der  ersten  Teilung  spielen  die 
Rolle  der  Polygone  7/,,  die  Strecken,  die  die  Querstreifeii  durchsetzen, 
entsprechen  den  Streckenzügen,  die  je  zwei  iHuaclibaite  l*(dygoue  7/^ 
verbinden,  und  die  einander  bei  fortgesetzter  Teilung  einschließenden 
Quadrate  konvergieren  gegen  eine  nirgends  'zusammenhängende  Menge 

Bei  geeigneter  Wahl  der  Streifenbreite  erhält  sie  einen  von  Null 
verschiedenen  Inhalt. 

Au(^h  das  hier  geschilderte  Verfahren  ist  unmittelbar  auf  den  Ilaum 
tibertragbar.  Man  kann  auf  diese  Weise  einfache  Baumkurven,  wie 
auch  einfache  Flächen  beliebigen  Zusammenhangs  koostruieren,  denen 
eine  von  Null  verschiedene  Yolumenzahl  zukommt.  Für  Raumkurven 
läßt  sich  übrigens  außer  der  Längenzahl  und  der  Yolumenzahl  noch 
eine  Flachenzahl  in  Betracht  ziehen.  Die  polyedralen  Figuren,  die  die 
Raumkurve  approximieren,  haben  eine  Oberföche,  mittels  deren  sich 
bei  abnehmendem  e  ein  gewisser  Grenzwert  bilden  fößt,  der  diese 
FlSchenzahl  liefert  Sie  kann  nicht  allein  endlich,  sondern  sogar 
auch  unendlich  groß  ausfallen;  die  einfache  Kurve,  die  den  Würfel  in 
der  gleichen  Weise  durchlauft^  wie  die  Osgoodsche  Kurve  das  Quadrat, 
hat  eine  unendliche  OberflachenzahL 
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A.  ScnosHTus«: 


Auf  die  Existenz  und  Becleutung  dieser  Ziihl  hat  zuerst  Lt  besgue 
hingewiesen. -\i  Kurven,  für  die  sie  Null  ist,  und  zu  denen  die  rck- 
Uiizierbureü  immer  sfehören.  n^nnt  er  quadrierbar.  Mit  ihrer  Hilfe  hat 
er  die  von  der  Diüereiizier;):u  keit  unabhängige  Definition  der  Bogen- 
länge sinngemäß  uuf  den  Oberilächeninhalt  nbertragen.  Er  teilt  die 
Oberfläche  durch  rektitizierbare  Kurven  in  l)eliebig  viele  Teilge})iete, 
denkt  sich  für  jedes  eine  approximierende  poljedrnle  Flaclie  und  hat 
in  dem  Grenzwert  der  Summe  ihrer  Oberflächen  die  Fiacheuzald,  die^ 
falls  sie  endlich  ist,  die  Fläche  zu  einer  quadrierbaren  macht. 

Wir  verdanken  Lebesgue  auch  eine  neue  und  naturgemäße 
Definition  des  Inhaltshcgriffa  tmxar  beliebigen  Punktmenge.  Sein  Er- 
folg beroiit  auf  dem  l  bei^ang  vom  Endlichen  zun  Abzählbaren,  seine 
Einführung  ist  axiomatischer  Natur.-*)  Eine  grundlegende  Eigenschaft 
des  elementaren  InbaltsbegriäB  iBt  die,  daß  der  Inhalt  der  Summe 
zweier  Gebiete  ohne  gemeinsame  Punkte  gleich  dem  Inhalt  ihrer  Summe 
ist  Hieran  knOpft  Lebesgue  folgendermaßen  an.  Sei  <S  der  Inhalt 
einee  Rechtecke,  X  irgend  eine  in  ihm  enthaltene  abgeschlossene  oder 
nichtabgesehlossene  Menge  nnd  SK  deren  Komplementannenge,  so 
daA  also 

(J  =  X  +  aR 

ist,  alsdann  nennt  LeViesgue  die  Mengen  %  und  3)i  meßbar,  wenn 
die  zugrunde  gelegte  luhaltsdefinition,  die  zunächst  offen  bleibt,  die 
Gleichung 

ergibt.    Die  Forderung,  daß  die  Summe  der  Inhalte  von  %  und  35? 

gleich  dem  Inhalt  der  aus  ihnen  gebildeten  Summe  ist,  ist  damit  un- 
mittelbar realisiert,  und  die  Meßbarkeit  wird  eine  Eitjenschaft,  die  für 
Menge  und  Koniplementärmenge  ininier  zu^deieh  erfüllt  oder  niclit  er- 
füllt ist.  Die  AnwenduuL;  des  Inhaltsbcirrilfes  auf  unemlliche  Mengen 
läßt  aber  Lebesgue  die  weitere  Forderung  hinzufügen,  daß  die  Eigen- 
schaft. Inhalt  der  Summe  gleirli  Summe  der  Inhalte,  nicht  bloß  für 
eine  endliche,  sondern  auel:  tiir  abzälilbar  unendlich  viele  Mengen  ohne 
gemeinsame  Funkte  ertiiUi  sein  soll.  Dies  bewirkt,  daß  der  Grenzwert 
des  Inhalts  einer  Folge  von  Puuktmengen,  die  gegen  eine  (irenzmenge 
entweder  wachsen  oder  abnehmen,  immer  gleich  dem  Inhalt  der  Grenz- 
menge  ist.  Da  die  ganze  Theorie  der  Konvergenz  mit  Folgen  Ton  ab- 
zählbar unendlich  vielen  Gliedern  operiert,  und  man  es  dabei  immer 

21)  Vgl.  die  Anin.  18  genannt«  These  Ann.  di  mai,  S.  298. 

22)  Vgl.  das  Citat  in  Asm.  18,  p.  236. 
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mit  Mengen  der  genannten  Art  zu  hjn  hat,  so'*ist  damit  die  große 
Tragvreite  dieses  Inhaltsbegntis  unmittelbar  gekennzeichnet. 

Einen  Inhaltsbegritt",  der  dieser  Forderung  entspricht,  hatte  übrigens 
bereits  Borel-')  eingeführt.  £r  beruht  darauf,  daß  man  die  gegebene 
Punktmenge  tod  vornberem  nicht  in  eine  endliche,  sondern  in  eine 
ab^hlbar  unendliche  Menge  von  Bereichen  einschließt  und  den  Grenz- 
wert der  Summe  dieser  Bereiche  ins  Auge  faßt,  falls  die  Bereiche  sich 
soweit  als  möglich  verkleinem.  Anf  Grand  dieser  Definition  ist 
xnnSchst  jede  abzählbaxe  Menge  meßbar  und  Tom  Inhalt  Null^  mag  sie 
nirgends  dicht  oder  übenül  dicht  liegen.  Femer  erweist  sieh  auch 
jede  abgesehlosseney  insbesondere  jede  abgesehlossene  nirgends  dichte 
Menge  als  meßbar,  nnd  zwar  stimmt  ihr  Inhalt  mit  dem  Überein,  was 
Peano  nnnd  Jordan  als  ihren  äußeren  Inhalt  beaeichneten.  Die 
Meßbarkeitsfirage  bleibt  daher  an  sich  nur  f&r  soldie  nicht  abgeschlossene 
Mengen  offen,  bei  denen  sie  selbst,  sowie  ihre  Eomplementärmenge 
▼on  höherer  als  der  ersten  Mächtigkeit  ist*'') 

Die  Meßbarkeit  wird  damit  höchst  wahrscheinlich  eine  Eigensdbaft, 
die  unserer  Tnuisformation-^gruppe  gegenfiber  inTsriant  ist  Jeden&Bs 
trifft  dies  für  die  abzählbaren  und  die  sämtlichen  abgeschlossenen 
Mengen  zu. 

Mit  diesem  Inhaltsbegrüi'  hat  Lebesgue  den  Intf(jraihe(fri^'  in 
ebenso  einfacher  wie  fruchtbarer  Weise  erweitert.  Er  definiert  jj:itn- 
lich  das  Integral  einer  Funktion  f{x)  im  Intervall  a  .  .  h  unmittelbar 
als  den  Inhalt  der  von  ihren  Ordinaten  irebildeten  Punktmenge,  voraus- 
gesetzt daü  diene  meßbar  ist.*^)  Es  gelingt  ihm,  alle  bekannton  Inte- 
gralsatze  aut  diesen  verallgemeinerten  Begriö'  zu  ül)eTtragen.  Der  Er- 
folg seiner  Idee  geht  aber  noch  weiter.  Um  nnr  ein  Beispiel  anzu- 
führen, so  besteht  für  diesen  Tntegrallicgritl"  der  sogenannte  Fundamental- 
satz der  Integralrechnung  ausnahmslos.  Wird  nämlich  aus  der  ditferen- 
zierbaren  Funktion  f^jc)  durch  Ableitung  erhalten  und  ist  f{x) 

eine  Funktion  beschränkter  Schwankung,  so  ist  f'iw)  im  Lebesgaeschen 
Sinn  stets  integrierbar  und  ihre  Integralfunktion  ist  wieder  /'(a:);  ein  Satz, 
der  für  den  gewöhnlichen  integralbegriff  bekanntlich  nicht  zutrifft. 


23)  YgL  Le9on8  aar  la  th^iie  des  fonctioiis,  Paria  1B98  8. 46  ff. 

24)  Bei  einer  ponkiireise  imatetigen  Funktion,  deren  ünstetigkettaptmlcte  die 
MKchtigkeit  c  besitzen,  bilden  diese,  sowie  (lieStetigkeitspuakte  zwei  solche  Mengen. 

Übrij^ena  sind  anvh  diesp,  sowie  alle  Piuiktmenp'en  niPÖbar,  die  Ijei  dea  po^jpnannten 
Funktionen  erst<'r  und  zweiter  Ivlussc  im  Sinne  von  ii.  liaire  anftroten.  Sie  gehen 
sämtlich  aus  met^buieu  Mengen  durch  trausfinite  Induktion  hervor. 
•26)  a.  a.  0.  S.  üßO. 

36)  a.  a.  0.  8.  865.    Tgl.  anch  E.  Hahn,  Honatsb.  f.  Math.  Bd.  16,  8. 161. 


Digitized  by  Google 


blO 


A.  ScHonFun: 


Es  wäre  lockeiul,  dt'n  Einzelajiweniliiiii^en  des  Kurven l»eo;riffs  näher 
naciizu<;elien  und  den  iSpielnum  zu  ermitteln,  der  ihm  iu  jedem  be- 
sonderen Falle  bleil)t.  Alierdinfis  könnte  ich  ferticre  Resultate  kaum 
mitt^ilfn.  l«^h  beschränke  mich  aut  den  limvveis,  daß  die  analytische 
Kurve,  die  früher  —  meist  ans  Vorsicht  —  das  Feld  beben  sdite,  im 
allfi^emeinen  der  einfachen  rektitizierbaren  Kurve  «gewichen  ist.  J)ip8e 
ist  uns  durcli  iiütwendi«i;e  in  d  hinrciflieiidf  i-{tHhn^aiu<»:en  definiert;  f(t) 
und  (p(t)  müssen  bekanntlich  Funktionen  beschränkter  Schwankung 
sein.  Eine  geschlossene  rektiiizierbare  Kurve  bestimnat  auch  stets  eine 
meßbare  Fläche  und  nach  emem  Satz  von  Lebesgue  entspreehen  so- 
^ar  die  Stellen,  an  denen  eine  Tangente  fehlt,  immer  einer  Menge  vom 
Inhalt  Null.-')  In$l)e80ndere  operieren  die  Integralsätze,  die  ziun  Auf- 
bau der  Cauch y-Kiemannschen  Funktionentheorie  dienen,  mit  der 
rektifizierbaren  Kurve,  und  zwar  mit  derjenigen,  die  dnn-h  irgend 
Ewei  stetige  Fanktionen  definiert  ist.^^  Sicherlich  haben  diese  Satze 
für  die  allgemeinste  rektifizierbare  stetige  Kurve  als  Integrationsweg 
Geltung,  also  beispielsweise  auch  für  das  überall  dicht  mit  inneren 
Stacheln  besetzte  Quadrat;  man  hat  nur  die  Länge  dieser  Stacheln  ent- 
sprechend einzurichten.  Da  aber  alle  Stacheln  bei  der  Integration 
zweimal  durchlaufen  werden,  so  wird  hierdurch  kein  allgemeineres  Re- 
sultat erzielt,  als  wenn  man  den  Integrationsweg  fiber  das  Quadrat 
selbst  erstreckt.  Man  sollte  sich  deshalb  besser  von  vom  herdm  auf 
den  elementaren  Begriff  der  einfachen  rektifizierbaren  Kurve  beschränken. 
Ist  doch  auch  die  Möglichkeit  nicht  ganz  abzuweisen,  daß  durch  die 
einseitig  stetigen,  insbesondere  durch  die  abteilungs weise  monotonen 
Funktionen  ein  anderer  Kurvenbegritf  nicht  getroöen  werden  soll. 

Soll  ich  noch  die  wichtijrsten  Einwirkungen  der  Meiigeutheorie 
auf  die  Funklionentlieorie  sciiildcrn,  so -darf  ich  /.uniichst  an  dem 
Namen  Mittag  Leffler  nicht  vorbeigehen.  Sie  wissen,  wie  ir  in  «je 
ti;n;ein  Anschluß  !in  Cüutor«?  Analyse  der  l'uTiktnipnrr..n  Fiinkticiien 
mit  bclielitg  vorLie-clin»  li.  in'u  siuguiären  Steüfii  umi  vorgeschriebenen 
EntwickelungsLdudern  bilden  ielirte  und  damit  die  neuere  funktionen- 
theoretische Entwickelung  beirründ'  U  Iialf.  Auch  der  formale  Gedanke, 
der  die  Herstellung  dieser  Funktionen  eruK'iglicht.  und  der  heute  bereits 
elementar  erscheint,  entstammt  dem  Boden  der  Mengenlehre.  Er  be- 
sagt bekanntlich,  daß  man  auch  auf  Punktniengen,  die  auf  einer  Kurve 
odet-  einem  Flächenstüek  überall  dicht  liegen,  das  Prinzip  der  Ver- 
dichtung der  Singularitäten  anwenden  kann. 

27)  Le^ou  80r  Tiiitegratiüu,  Paria  1904,  8,  127, 

28)  Vgl.  a.B.  die  neueren  Arbeiten  von  Heffter,  Nachr.  d.  Gött.  GeB.  d.  Wi»». 
8.  116,  und  Fringsfacim,  Der.  d.  Münch.  Ak.  d.  Wies.  Bd.  25  (1896).  8.39. 
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\\  lY  öciiulacu  06  Weierstruß,  Haß  wir  «i^elernt  lialien,  zwischen 
dem  Ex isU'tizhi reich  einer  analt/tischm  Funktion  unti  deu)  Kimvrrgenz 
bcreiili  eines  auahjiiscin n  Ans(/n(cl<s  zu  unterscheiilen.  An  den  Geo- 
meter  tritt  '/miächst  die  Frage  heran,  wie  Existenzbereich,  und  Kon- 
vergenz} e  reich  im  aUgemeinnten  Fall  aussehen  können.  Da  es  zu 
jedem  beliebig  liegrenzten  Gebiet  analytische  Funktionen  gibt,  die  dies 
Gebiet  als  Existenzbenich  besitzen,  80  ist  die  Frage  nach  dem  Exis- 
tenzhereich ideotisch  mit  derjenigen  nach  dei*  allgemeinsten  Form  einer 
Gebietsgrenze;  ilbrigene  hängt  nach  neueren  UnterBUchnngen  das  Ver- 
halten  der  Funktion  an  den  singulären  Stellen  von  deren  Verteilungs- 
art wesentlich  ab.^  Eino  erste  Antwort  hierauf  wird  bereits  durch 
das  Cantor-Bendizsonsche  Theorem  erteilt^  das  jede  abgeschlossene 
Punktmenge  in  die  Form  H-i-  S  setzt,  wo  R  eine  abzahlbare  Menge 
isolierbarer  Punkte  und  S  eine  perfekte  Menge  bedeutet;  es  ist  das- 
jenige Theorem,  an  dessen  Hand  Mittag  Leffler  zur  Konstruktion 
immer  höherer  Funktionsklassen  aufzusteigen  Termochte.  Die  Menge  S 
kann  aus  lauter  Punkten  gebildet  sein^  wie  es  z.  B.  för  diejenige  auto- 
morphe Funktion  der  Fall  ist,  deren  Fundamentalberoich  von  einer 
endliehen  Anzahl  sich  nicht  schneidender  Kreise  begrenzt  ist.***)  Die 
perfekte  Menge  S  kann  aber  auch  Kurventeile  in  abzahlbarer  oder 
nicht  abzählbarer  Mens^e  entlialten.  Si»»  zerfällt  dann  selbst  wieder  in 
zwei  Teile  Il^  -f  iS^,  suuaß  /.',  eine  ubüühlbare  Menge  von  Kurvenbügeii 
ist,  und  die  Menge  Nj,  tulls  sie  existiert.  Abspaltungen  einzelner 
Kurveubögeii  ni(  ht  mehr  zuiiilii.^j  Km  Beispiel  einer  solchen  Meiige  .S\ 
erhalten  Sie,  ueun  Sie  in  den  Punkten  einer  linearen  nirgends  dicluei^ 
perfekteii  M.  ;  ::»'  Lote  beliel  iirer  Länire  errichten.  Aueh  diese  Menge 
kam  Cti  vv.^r  <li's  Existeiizlo'i  i  ;<  i  ;  cmer  aualxiibeheu  Funktion  sein. 
V^erv(  ll.Nliinfligt  man  sie  zn  einem  ge.schlossenen  Hand  eines  Gebietes, 
so  kann  man,  wie  Osgood  kürzlich  zeigte,  auch  für  sie  die  Itandwert- 
aufgabe  lösen •'"  );  mau  kann  auf  die  sie  approximierenden  Polygone  die 
llarnackschen  !^ätze  Übertrifgen,  die  zugehörige  (xreensche  Funktion 
bef^timmen,  und  daher  auch  das  Innere  dieser  Fläche  konform  auf  das 
Innere  ties  Kreises  abbilden. 

Die  Frage  nach  den  gestaUlii  hen  Eigenschaften  des  Konvergenz* 
bereichs  eines  analytischen  Ausdrucks  läBt  eine  so  einfache  Antwort 
nicht  zu.    Im  Gegensatz  zu  den  singulären  Stellen  einer  analvtischen 

2y.  V^'l.  P  P..ni|u  jvi,  Compt.  J(end.  de  Pari»,  Bd.  18»  (1S»04}  b.  914  und 
L.  Zoretti,  a.  a.  U.  {Anni.  'JO.l  S.  IJJ  tt. 

M)  Vgl.  11.  Klicke,  Math.  Ann.  41,  .S.  'rtii. 

81)  Vfrl.  meinen  Beitrug  II,  Math.  Anu.  69,  S.  Ul, 

32)  Trans,  of  the  Am.  Math.  Soc.  Bd.  1  (1900)  p.  810. 
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A.  ScHonruu: 


i'  uuktiou  brauchen  Tiämlich  diejenigen  Stellen,  au  denen  ein  analytischer 
Ausdruck  aufhört  zu  konvorffieren,  lieine  abgesuhlossoue  Alenge  zu  bilde ii. 
Dieser  Gegensatz  kann  l)ewirken,  daß  der  Konvergenzbereich  eines 
analytischen  Ausdrucks  aus  bloßen  Kurvenmengen  bestehen  kann  und 
daß  ihm  eicrentlicho  (xebietstpile  überhaupt  nicht  anzugehören  brauchen. 

Lieij^e  zunächst  ein  eigentliches  (ie])iet  als  Ki>uverireuz])ercich  vor 
und  eine  unendliche  Reihe  analytischer  Funktionen,  die  in  ihm  UhriaU 
konvergiert,  so  bilden  die  Stellen  ungleichm'aßiger  Konvergenz  eine 
abgeschlossene  Menge.  Die  Frage  nach  ihrer  allgemeinsten  Verteilung 
ist  kürzlich  von  Osgood  beantwortet  worden,''^)  Ibra  zufolge  zerföllt 
das  Gebiet  3  in  eine  endliche  oder  abzählbare  Menge  Ton  Teilgebieten^ 
in  deren  jedem  die  Reihe  gleichinäßii:^  konvergiert,  also  eine  analytische 
fHinktion  darstellt,  während  die  Punkte  ungleichmäßiger  Konvergenz 
Ton  den  Gr»  nzpnnkten  dieser  Gebiete  gebildet  werden.  Ein  von  Runge 
gegebenes  Beispiel  beweist  bekanntlich,  daß  die  den  einzelnen  Gebieten 
entspiechenden  Funktionen  identisch  sein  kSnnan.*^)  Allgemeinere 
Bedingongen,  unter  denen  diese  Identitöt  statt  bat»  hat  kürzlich  Yitali 
angegeben.  **}  Die  Identität  kann  auch  dann  noch  vorhanden  sein, 
wenn  die  Trennnngslinien  der  Gebiete  eine  perfekte  Menge  Tom  Inhalt 
Null  büden. 

Hiermit  ist  aber  die  Frage  nach  der  allgemeinsten  Form  und 
Beschaffenheit  des  EonTergenzbereichs  einer  unendlichen  Reihe  analj« 
tischer  Fnnktionen  nicht  erschöpft.  Abschließende  Resultate  liegen 
fireiHch  noch  nicht  vor;  nur  einzelne  einfache  Beispiele  sind  naher  be- 
handelt worden.  Wir  danken  die  Kenntnis  der  mannigfachen  Möglich- 
keiten, die  hier  auftreten  hönnen,  einem  ebenso  einfachen,  wie  weit- 
tragenden Gedanken  Boreis.'®)   Kr  knüpft  an  die  Ausdrücke  der  Form 

an^  die  auch  sonst  ein  außerordentlich  geffigiges  Werkzeug 

für  die  Erledigung  subtilerer  analytischer  Probleme  bilden,  iiekaunt- 
lich  wurden  diese  Summen  zuernt  methodisch  von  l'oincare'^)  und 
Goursat^-)  in  der  Weise  benutzt,  daß  sie  die  Steilen       auf  einer 

33)  AnnaU  of  Math.  (3)  Bd.  3  (19()1)  3.  25. 

34)  C.  Runge  aetgte  auent,  da6  ein  analytiteher  Aasdrack,  der  in  «inem  Ge- 
biet eine  analytische  Funktion  darstellt,  nicht  gleichmäßig  eu  konveigiezen  hiauche; 

Acta  math   IM  n,  S.  t!4.'.. 

3fi)  \  <^\.  hesoiuiers  Lcvouh  »ur  la  tii-  orie  des  Tuuctions,  Paiiü  1BÖ8,  S.  93  und 
Leyous  eur  k>s  lonctious  mcromorphe»,  Paris  1903,  S.  >4. 

37)  Acta  Sog.  bc.  Fenn.  HeUingfors,  Bd.  IS  (1883)  8.  341. 

38)  Compt  rend.  de  Paris,  Bd.  94  (1888)  p.  713,  sowie  Bull,  des  scienc.  math. 
(2)  Bd.  11  (1887)  8. 10«. 


Digitized  by  Google 


Die  Beziehangen  der  Mengenlehre  lur  Geomebie  und  Fnnktianentheorie.  573 

konvexen  geschlossenen  KnrTOi  wie  z.  B.  einem  Polygon  flbenll  dieht 
▼erteilten,  und  damit  Funktionen  mit  besehrünktem  Existensbereieh  in 
expliziter  Form  znerst  herstellen  lehrten. 

Nehmen  wir  jetat  die  Stellen  in  einem  Ctobiet  3  liberall  dieht 
am.  Da  sie  abzShlbar  sind,  so  ist  ihr  Inhalt  gleich  Null;  d.  h.  wir 
können  um  jeden  Punkt  «y  einen  Kreis  mit  dem  Radius  so  legen, 
daß  auch  die  Summe  aller  dieser  Kreisflachen  einen  beliebig  kleinen 
Wert  besitat.  Diese  Kreisfiftdien  zerlegen  das  Gebiet  3  in  eine  im 
allgemeinen  abzählbar  unendliche  Menge  von  Teilgebieten,  deren  Gc- 
samtHäche  stets  kleiner  als  die  Summe  aller  Kreisflächeu  sein  luuli. 
JBorel  zeigt  nun,  dui)  muii  au   K(*ettr/,icnten       auf  die  mannigfachste 

Weise  so  wählen  kann,  daß  >^         jedenfalls  immer  dann  konver- 

^iVrt,  wenn  z  nicht  im  Innern  eines  unserer  Kreise  liegt. ^*^)  Es  wird 
d  i  n  jedem  Teilgebiet,  dessen  Flächenzahl  den  Wert  <?  übersteigt, 
iioi  \N  rtidi«;  Konver|?enzpiinkte  gebeii.  Die  Fracke  na<»h  den  im  (rebiet  ^ 
enthaltenen  Konvergenzstellen  hängt  daher  augensclieinlieli  mit  der 
Frage  nach  der  Struktur  der  durch  die  Kreise  h\  bewirkten  Gebiets- 
teilung zusammen,  doch  ist  sie  mit  ihr  keineswegs  identisch.  Jeder 
Grenzpunkt  eines  oder  mehrerer  dieser  Gebiete  ist  sicher  ein  KouTurgenz- 
punkt.  Das  Merkwürdige  aber  ist,  daß  sich  diese  Konvergenzpunkte 
auf  das  mannigfachste  zu  Kurvenmengeu  von  der  Mächtigkeit  des 
Eontinuums  verbinden  lassen.  Unter  ihnen  gibt  es  sogar  auch  immer 
Gradenscharen  jeglicher  Richtung  von  der  gleichen  Mächtigkeit.  Für 
«ie  alle  kouTergiert  unser  analytischer  Ausdruck  sogar  gleichmaßig. 
Falls  nun  die  Radien  f ,  und  die  Größe  gegen  Null  abnehmen,  so 
wird  der  KouTergenzbereich  sich  immer  mehr  erweitem,  immer  neue 
Kuryenmengen  in  sich  aufnehmen,  und  sich  den  Stellen,  in  denen  die 
KonTorgenz  aufhört,  in.mer  mehr  annahem  Die  Punkte  a,  bilden 
übrigens  nur  einen  Teil  von  ihnen. 

Die  Torstehenden  S<^11sse  bleiben  naturgemäß  in  Kraft^  wenn  wir 
die  Stellen  a,.  in  ii  gend  einer  andern  Weise  yerteilen,  z.  B.  so,  daß  sie 
nur  auf  gewi^-^pn  Kurven  Oberall  dicht  liegen,  die  eine  Gebietsteilung 
bestimmen.  iJ.iim  stellt  uiiser  Sumnicuausdnick  in  jedem  Teilgebiet 
je  eine  besondere  analytische  Funktion  dar.  Wir  gelangen  damit  zu 
Beispielen  eindeutiger  analytischer  Funktionen,  deren  Existenzbereiche 
keinen  Punkt  gemein  haben,  bei  denen  aber  doch  von  der  einen  zur 

89)  Die  Konvorgeuz  geht  übrigens  noch  weiter;  denn  die  ßndot  auch  dann 
f^tatt,  wenn  der  Punkt  i>>norhn1b  einer  endlichen  Zahl  von  Kreisen  li^gt,  ohne 
mit  tiiti&r  Stelle  ur  7.niiuiun!on/.ut°a.il«:!n. 

jAbro*b«ricbt  d.  DeuUchflu  MAtbein.-Vcreiiiiguns.  XV.  Heft  12.  S9 
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andern  längs  eiiif:i<  Iter  Kurven  gleichmäß^er  Konvergenz  ein  stetiger 
Wertübergang  möglich  ist. 

Unsere  Summenausdrücke  haben  übrigens  selbst  in  den  Fällen, 
daß  sie  nirgends  eine  analytische  Funktion  darstellen,  noch  andere  tür 
die  analytischen  Funktionen  wesentliche  Kigenschaften  mit  diesen  ge- 
mein. Sie  sind  gliedweise  differenzierbar,  wo  natürlich  für  die  Bildong^ 
des  Differentialquotienten  nur  solche  Punktmengen  in  Betracht  kommoi^ 
für  die  flie  konreigieieiL^)  Unter  den  Kurven  gleichmäßiger  Kon> 
vergenz  gibt  ee  ferner  immer  solche,  die  rektifizierbar  sind,  sodaß  sie 
lange  dieser  auch  gliedweise  integrierhar  sind.  Hieraus  hat  Borel 
weiter  gefolgert,  daß  sie  nicht  auf  allen  Kurven  gleichmäßiger  Kon- 
▼eigena  Null  sein  können^  ohne  daß  die  sämtlichen  Köefiizienten 
Null  sind;  eine  Eigenschaft^  die  sie  mit  der  Taylorschen  Beihe  teilen, 
die  aber  keineswegs  allen  unendlichen  Reihen  zukommt,  die  eine  ein- 
deutige analytische  Funktion  darstellen. 

Die  Taylorsche  Reihe  steht  seit  einiger  Zeit  wiederum  im  Vorder^ 
grund  des  mathematischen  Interesses,  und  wenn  es  sidi  darum  handeli^ 
ihre  feineren  Eigenschaften  in  elementarer  Weise  in  BTidenz  zu  setzen^ 
so  kann  nichts  mit  unseren  SummenausdrUeken  konkurrieren.  Wähli 
man  die  so,  daß  sie  sich  auf  der  imaginären  Achse  äpiegelhildlich 
gegen  den  Nullpunkt  häufen,  so  ergeben  sich  bei  geeigneter  Wahl  der 
reelle  Funktionen,  die  mit  sämtlichen  Ableitungen  im  Nullpunkt 
endlich  und  stetig  sind,  für  die  die  zugehörigen  Maclau rinsehen  Reihen 
sogar  beständig  konvergieren,  und  die  doch  die  L  uiiktiuii  niclit  darstellen 
können;  denn  für  die  durch  unsere  Summen  dargestellte  aual^'tische 
Funktion  ist  der  Null])unkt  ein  singulürer  Punkt*^) 

Wühlt  mnn  die  «,  auf  dem  EinheiUkreis,  so  ergeben  sich  Tay  1^»  f  "^<"he 
Reilien,  die  über  ihn  nicht  fortsetzbar  sind.  Durch  geeignete  Wahl 
der  cc,  und  Ar  hat  Pringsheim  insbesondere  auch  j^olehe  nicht  fort- 
setzbare Ueihtn  Lrebildet^^),  deren  Möglichkeit  unmittelbar  aus  einer 
Arbeit  von  Lerch**)  folgt,  und  auf  die  zuerst  Fredhol  in  an  der 
Hand  des  von  ihm  konstruierten  Beispiels  hinwies.'*')  Diese  Heihen 
sind  mit  ihren  sämtlichen  Ableituugen  in  allen  Punkten  der  Peripherie 
des  Konyergenzkreises  endlich  und  stetig.   Um  dies  zu  erreichen,  hat 


40)  Die  Definition  der  Stetigkeit  und  slso  auch  des  Diiferentialquotienteti  hol 
daH  Kontinuum  nicht  zur  notwendigen  Vorau8.setzung;  vgl.  Cam.  Jordan^  Com» 
d'analyse,  Bd.  1,  S.  46  tf,  sowie  nioinon  Bericht,  a.  a.  0.  S.  llö  tf. 

41    "V^l.  A.  F'rinj^Rheim,  Math.  Ann.  Bd  4t.»  S 

i'Zj  Die  von  Lere h  ungegebcneu Beispiele  nirgend;g  diüerenzierharer  Kuaktionen 
neben  dies  nach  sich;  vgl.  Joura.  f.  Math.  Bd.  103  (1888)  S.  380. 
48)  Vgl.  O.  Mittag  Leffler  im  Acta  math.  16  (1891),  8.  m. 
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man  znnäolust  die  Stellen  sämtlich  außerhalb  des  Kreises  zu  wähleoi 
sodaB  ihre  Grenxpimkte  di«  Peripherie  flberall  dicht  erfüllen.  Werden 

dann  die  Koelüzienten      der  Bedingung  unterworfen,  daü  |  -— —  |  <  |  Cr  1 

ist,  wo        eine  absolut  honTergente  Keihe  darstellt,  so  wird  jf— 

nicht  allein  für  das  Innere,  sondern  auch  noch  fiUr  alle  Punkte  der 
Kzeisperipherie  konvergieren.  Ähnlich  kann  man  anch  die  Eonvergens 
•Uar  abgeleiteten  Reihen  erreichen. 

Die  Ennst,  nicht  forieetsbare  Taylor  sehe  Beihen  herzustellen,  hat 

freilich  etwas  von  ihrem  Wert  verloren,  seit  wir  wissen,  daß  es,  wie 
niiiii  sich  gewöhnlicb  ausdrückt,  nicht  die  fortsetzbaren  Reihen  sind, 
dje  die  Hegel  bilden,  sondern  die  nicht  iortsetzbaren.**)  Doch  bedarf 
diese  Ansdrucksweise  der  Präzision.  Beide  Reihenmengen  besitzen  näm- 
lich die  gleiche  Mächtigkeit,  und  zwar  die  des  Kontinuums.  Zwischen 
fortsetzbaren  nnd  niclit  fortsetzliRren  Reihen  und  den  aus  irgend  zweien 
von  ihnen  gebildeten  Summen  besteht  nämlich  eine  ähnliehe  Be/iehung, 
wie  zwischen  rational  und  irrational,  oder  zwischen  stetiger  und  un- 
stetiger l'unktion  und  deren  Öuiumen.  Kurz  gesprochen  gibt  nämlich 
fortsetzbar  plus  fortsetzbiir  wieder  fortsetzbar;  fortsetzbar  plus  nicht 
fortsetzbar  gibt  nicht  fortsetzbar,  während  die  Summe  zweier  nicht 
fortsetzbarer  Keihen  sowohl  eine  fortaetzbare  wie  eine  nicht  fortsetzbare 
Reihe  sein  kann.  Man  schließt  daraus  zunächst,  daß  die  nicht  fort* 
setzbaren  Reiben  gleiche  oder  größere  Mächtigkeit  besitzen,  wie  die 
fortsetzbaren.  Während  aber  die  irrationalen  Zahlen  wirklich  größere 
Mächtigkeit  haben,  als  die  rationalen,  und  die  unstetigen  Funktionen 
größere  als  die  stetigen,  ist  hier  ein  analoger  Schluß  nicht  mÖglicL 
Eine  jede  Taylorsche  Reihe  entsteht  nSmlich  dnreh  Belegung  ihrer 
Eoeffisienten  mit  ugend  welchen  Zahlenwerten,  d.  h.  durch  Be- 
legung einer  abs^hlbaren  Menge  mit  dem  Eontinuum.  Ihre  Mächtige 
keit  ist  daher  c*  oder  c.  Andereraeite  kann  man  sich  eine  Menge 
fortsetzbarer  Reihen  der  Michtigkeit  c  schon  dadurch  yerschaffen,  daß 
man  hei  einer  solchen  Reihe  einem  Eoeffizienten  Zahlenwerte  der 
Mächtigkeit  c  gibt.  Daraus  geht  die  Äquivalenz  heider  Mengen  un- 
mittelbar hervor. 

Es  ist  ein  Hauptverdienst  der  Mengenlehre,  daß  sie  den  Übergang 
vom  Endlichen  zum  Unendlichen  zu  einer  elementaren  Denkweise  um- 
gewandelt hat.  Sie  hat  uns  gelehrt,  mit  der  tnuisfiniten  Induktion  wie 
mit  einem  selbstverständlichoD  Verfahren  zu  operieren.    Die  konstruk- 

44)  So  apiach  sich  zuem  A.  Pringaheim  aus,  Math.  Ann.  Bd. 44  (1^94)  S.  50. 

«»• 
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tive  Erzeugung  des  Transfiniten  hat  ein  Neuland  geschaffiaai,  in  des<^eii 
einzelnen  Bereichen  wir  uns  so  sicher  bewegen  können,  wie  im  End- 
lichen. Wir  schrecken  nicht  davor  zurück,  vom  Kontinuom  zum 
TJltrakontinnam^-')  überzugehen  und  auch  an  solche  Mengen  die  ordnende 
Hand  zu  legen,  bei  denen  Zahlfolgen  der  zweiten  Mächtigkeit  die  Elemente 
bilden.  Die  eingehenden  Untersuchungen,  die  Hausdorff )  kürzlich 
den  geordneten  Mengen  dieser  Art  gewidmet  hat,  werden  uns  hoffentlich 
in  den  Stand  setzen,  auch  den  Begriff  yon  Du  Bois'  infinitarer  Pantaefaie 
in  strenge  Formen  zu  kleiden  und  zu  entscheiden,  oh  imd  warum  etwa 
die  sogenannte  Grenze  yon  Eonvergenz  und  Divergenz  einer  LQcke  dieser 
Pantadiie  entspricht  oder  nieht^^)  Und  wenn  wir  jetzt  sogar  den  Baum 
▼on  unendlidh  Tielen  Dimensionen  betreten  und  in  ihm  Formen  unend- 
lieh  Tieler  Variabein  betrachten^)  ^  und  der  kflhne  Flug  des  raathe- 
matischen Intellekts  bereits  jegliche  Phantasie  hinter  sich  läßt,  so 
danken  wir  aiu  ii  dies  dcijt-aigen  Vervollkonimnung  unserer  Denkweise, 
die  sich  auf  Grund  L  an  torscher  Ideen  vollzogen  hat. 


über  Püleüzröilieü  von  mehreren  Veränderiichea. 

Von  Paul  Stäckel  in  Hannorer. 

1.  Bei  Untersuchungen,  in  denen  Potenzreihen  von  einer  oder  von 
mehrer<Mi  Yeränderlifhcn  auftreten,  benutzt  man  oft  die  folgenden  Un- 
gleichheiten.   Wenn  die  Potenzreibe 

für  alle  Werts^sieme  tj,  j^, x^,  bei  denen 

ist,  unbedingt  konverc^iert  nnd  Jf  da«;  Maximum  des  absoluten  Betrages 
der  Potenzreihe  für  diejenigen  VVertsjsteme  u\f  Xf,»,»y  bezeichnet^ 
bei  d(nien 

45)  Es  mag  genügen,  hier  anf  Veroneaet  Konstruktion  des  LinenikontiinnmH, 
nnd  auf  die  Göttmger  Diaaertation  (1901)  von  £.  Bernstein  hiBSttweiaan;  abgodraokt 
in  Math.  Ann.  Bd.  61,  S.  117.   Vgl.  auch  die  folgende  Aam. 

46)  Leipz.  Ber.  Bd.  58  (1906\  S.  106. 

47)  Vgl.  hierzu  auch  meine  Arbeit  aus  diesem  Jabresbor.  Bd.  Ih,    I9(m;^  S  26. 

48)  Vgl.  beaondtTH  D.  HilbertF  viprle  Mitteilung  über  Integraigicicbungen, 
Nachr,  d.  Güttinger  Ges.  d.  Wisa.  1906. 
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ist,  so  hat  man  für  alle  Werte  der  Indices  A^,  h^, . . k^i 

Der  Beweis  ist  von  Cauchy  mittels  des  nach  ilim  benanTitcii  Integnil- 
satzes,  von  Weierstraß  durch  die  Betrachtuuj^  von  Mittelwerten  gC: 
fährt  worden,  die  sich  auf  die  Mannigfaltigkeit  (B)  beziehen. 

Ich  möchte  die  Aufmerksamkeit  auf  die  Tatsache  lenken,  daß  sich 
diese  Cauchy-  WeierstraßscJien  Ungleichheiten  nidd  seilen  durch  geu  isse 
andere  VngleicKheikn  erseUm  lassen,  die  einen  prinzipiell  einfacheren 
Charakter  tragen,  da  sie  unmittelbar  aus  der  unbedingten  Konvergenz  der 
Potenzreihe  für  die  Wertsyateme  (B)  folgen.  Ist  nämlich  ö  eine  be- 
liebig kleine  positive  Groß(%  die  anch  kleiner  ist  als  der  absolute  Betrag 
eines  irgendwie  aus  der  Reihe  herausgegriffenen^  nicht  verschwindenden 
Gliedee,  so  gibt  es  stets  eine  ganze  Zahl  H  von  der  Beschaffenheit^ 
daß  für  alle  Systeme  von  Lidices  h^,  . . deren  Summe  gröfier 
als  S  ist,  der  absolute  Betrag  der  Beihenglieder  kleiner  als  Ö  wird, 
und  wenn  daher  G  den  größten  Wert  unter  den  absoluten  Betriigen 
derjenigen  Beihenglieder  bezeichnet,  bei  denen  die  Summe  der  Indices 
kleiner  als  H  oder  gleich  H  ausföUt^  so  bestehen  die  fDr  alle  Indices- 
^steme  h^  h^ , . /i„  gültigen  Ungleichheiten: 

(G)  1  rr*'rr**. . .  r.-^- . 

Da  in  mindestens  einer  dieser  Ungleichheiten  das  GkichheitaBeichen  zu 
nehmen  ist,  so  laßt  sieh  die  Größe  G  auch  als  die  kleinste  unter  allen 
Großen  K  erklüren,  für  die  stets  die  Ungleichheiten 

W  ;  I  ^     •  rj-*»r,-*. . . .  r.-*« 

gelten. 

Hieraus  folgt/  daß  das  Maximum  der  absoluten  Werte  M  nicht 
kleiner  als  G  sein  kann.  Fflr  bestündig  konvergente  Potensreiben  von 
eiiier  Veränderlichen  x  ergibt  sich  auf  diese  Weise  sofort  der  bekannte 
Sats,  daß  das  Maximum  des  absoluten  Betrages  M  mit  dem  absoluten 
Beirage  r  von  x  wichsl^  und  zwar  rascher  als  jede  endliche  Potenz  von  r. 

2.  Es  sollen  zui^chst  Fälle  angeführt  werden,  in  denen  man  mit 
Vorteil  von  den  Ungleichheiten  (G)  Gebranch  maclit. 

Gauch  j  hat  1831  in  dem  CeUcul  des  Umites  gezeigt^  daß  man  der 
Differentialgleichung: 

(1)  '^-^cu^f, 

(A,  k^O,  U  8,...  ») 

deren  rechte  Seite  eine  für  | « { <C  r,  |  y  |  ^5  unbedingt  konvergente  Potenz- 
reihe ist,  bei  der  Anfangsbedingung  o;  ^  0,  y  =^0  stets  durch  eine 
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Qt 

koaTergente  Potenzreihe  2^n^  geufigen  kann.   Sein  Beweis»  der  in 

m  =  1 

der  Gestalt,  auf  die  ihn  Briot  and  Bouquet  (J.  ec.  polyt.  cah.  36 

(1856),  S.  136)  gebracht  haben^  in  die  Lehrbücher  übei^f  iran^'^en  ist, 

beruht  bekanntlich  darauf,  daß  der  vorgelegten  DiflPerenti  ilsloichmig 

(1)  eine  Hilfsgleichung  an  die  Seite  l:>  stellt  wird,  auf  deren  rechter 

Seite  eine  Majorante  der  gegebenen  Potenzreihe  steht,  d.  Ii  eine 

Potenzreihe  mit  lauter  positiven  Koeffizienten,  die  nicht  kleiner,  yiel- 

mehr  im  allgemeinen  größer  sintl  als  die  entsprechenden  Koefhzientea 

in  der  gegebenen  Potenzireihd.    Als  Majorante  nimmt  Gaudiy  die 

Funktion    v 

aK(x,  y)- 


WO  M  wieder  dai  Maximum  des  absoluten  Betrages  der  Potensreilie 
fSr  \x\  =  ry  \y i^s  bezeiebnet  Der  Hilfsgleicliung: 

(2) 

genügt  man  bei  der  Anfangsbedingung  x  =  0,  JT  »  0  durch  das  Integral: 


das  sich  in  eine  Potenzreihe^.l^o;'"  mit  lauter  positiven  Koeffizienten 
entwickeln  läßt,  die  f&r 

(3)  i«|<r(l~e  «^'•) 

konvergiert  Wird  andererseits  das  gesuchte  Integral  y  Tormöge  der 
Differentialgleichung  (1)  formal  nach  dem  Taylorachen  Satsse  entwickelt, 

so  ergibt  sich  eine  Potenzreihe  ^a^x^,  deren  Konvergenz  mindestens 
für  den  Bereich  (3)  sieh  aus  don  Ungleichheiten 

erschließen  laßt. 

Mrtn  übcrzeiuit  sich  sofort  davon,  daß  das  BcueiSV'rfdh/eH  Wort 
für  Wort  gidtifi  hlriht,  tvenn  man  rlie  (h  ößr  3f  ifherafl  durch  die  Größe 
also  dffrrJi  den  qri'>ßten  Wert  unter  den  absoluten  Betrügen  der  Reiheti- 
glieder  c^^x'^y^  für  x  \  =  r,   y  =^  Sy  ersetzt,  denn  wegen  der  Ungleich- 
heiten (6r)  ist  auch  die  Funktion 

tf)      /       /'  , 
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«ine  Majovante,  Ihre  Benutrang  hat  swei  Vorteile.  Erstena  ergibt 
<iob  fttr  das  gesuchte  Integral  als  EonTergensbereioh  mindestens  der 
Bereieh: 


f  > 


der  im  allgemeinen  größer  ist,  als  der  Bereich  (3);  hieraus  erhält 
man  eine  Aufklärung  über  ein  von  6.  Picard  gefundenes  i'aradoxon 
(Traiti-  (ianalyse,  T.  II,  Paris  189B,  S.  313,  vergl.  meine  Note  Paris 
•C.  R.  126  (1898),  S.  203).  Zweitens  wird  es  so  ra!)trlich,  den  Existenz- 
bewei.s  auch  in  tli  nif  ntureu  Vorlesungen  zu  bringen,  bei  denen  man  die 
Theoru'  dtr  Fun}cti'>ni n  Jconiplexrr  Verändrrlirli^r  nicht  Imranziehm  darf. 
Yersucht  man  aber,  den  Existenzbeweia  mit  der  Maßgabe  durchzuführen, 
-daß  die  Koeffizienten  der  Potenzreihe  Cj^j^  reell  sind  und  daß  man  auch 
i)ei  den  Veränderlichen  ganz  im  reellen  Gebiete  bleibt,  so  macht  es  er- 
hebliche Schwierigkeiten  zn  zeigen,  daß  die  Potenzreibe  fQr  das  Hilfa- 
integral  Y  in  dem  Gebiete  (4)  konvergiert.  Aua  diesem  Grande  habe 
idi  noch  eine  weitere  Abänderung  des  Beweises  Torgenommen,  ich  Ter- 
ifende  nämlich  als  Majoraute  den  Ansdmek: 

^ienn  die  zugehörige  Hilfsgleichung 


dY*  ^ 
dm  " 

(A,  »aO,  1,  2, .  .  .  ») 


ibesi^  bei  der  Anfangsbedingong  x^O,  Y*  ~  0  das  Integral: 

•das  sich  mittels  des  binomischen  Satses  für,  die  Exponenten  ±  |-  in 
•eine  für 

konyergente  Potensreibe  entwickeln  läBt;  daß  der  Bereich  (5)  kleiner 
ist,  als  der  Bereich  (4)  schadet  nichts,  solange  es  nur  daaranf  ankommt 

zu  zeigen,  daß  die  Reihe  für  y  überhaupt  konvergent  ist.  Der  so  ver- 
einfachte Beweis  wird  in  die  nächste  Auflage  der  Integralrechnung  von 
Kiepert  aulgeuouiLaeu  werden. 

Entsprechende  Betrachtungen  gelten  auch  für  andere  Existenz^ 
beweise. 
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3.  Daß  es  nicfit  imfner  möglich  ki,  äte  Ungleichheiten  (M)  durdi  die 
Unglt  uiiheiten  (G)  eii  ersetjseny  zngt  dns  Beispiel  des  Wfiierstrnß sthm 
DopjnirvihmsatzeSj  der  sich  so  aussprechen  läßt  Gegeben  seien  die 
Potenzreiheti  * 

die  sämtlich  für  \x^KE  konvergieren  mögen-    "Wenn  die  iSumme 

f&r  einen  besitimmten  Bereich 

)«l-r<Ä 

gleichmäßig  konvergiert,  so  konvergieren  die  Summen 
und  die  Potonzreihe 

ist  fttr      <r  koxiTergent  und  hat  mt  Summe  F{x).^) 

Aus  der  Yonuuseteung  der  gleichmäßigen  Konyergens  folgt  näm- 
lich, daß,  nach  Annahme  einer  beliehig  kleinen  poeitiyen  Große  d,  eine 
ganze  Zahl  N  so  bestimmt  -werden  kann,  daß  f&r  jede  Zahl  N^,  die^ 
größer  ist  als       in  dem  Bereiche  '  x\  =  r  die  Ungleichheit  gilt: 


<x 


und  liieraus  erscliließt  man  v^Tin/tge  der  Cauchy- Weierstraßsehen 
Ungleichheiten,  daß  für  jeden  Wert  von  }y. 

U—N  I 

ist  Das  ist  der  Kern  des  Jtkiceises,  denn  jetzt  ergibt  sich  sofort,  daß- 
die  Summen  A,^  konvergieren  und  ebenso,  daß  für  I  o;  I  <  r  die  Potenzi 

reihe   y^h^^  konvergent  ist  nod  den  angegebenen  Wert  zur  Summe  hat^ 

1)  Viel  tat  Ii,  so  z.  R.  bei  Vivauti-^iu  tzmer,  Thforif  der  eindfutiyeti  ana- 
lytischen FunktK/nen,  Leip-tig  iyo«i,  S.  83,  wird  verlangt,  daß  die  Summe  Fijc) 
für  jeden  Bereich  lx  \  =  q  Kleicbniäßig  konvergiere,  bei  dem  q  zwischen  Null  und 
einer  positiven  Gr66e  r,  <  E  aber  >  r  liegt,  nnd  daraus  der  Doppelieiheniata 
für  dea  Bereich  i«|^r  bewiesen.    Zum  Beweise  der  Konvergen  für  \x]'^r 

genflgt  aber  sebon  die  im  Teste  angegebene  geringere  Yoranssettnmg. 
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Sdim  dieses  Seispiel  läß  die  wahre  Bedeutung  der  Cauchif' 
Weier  Sir  aßsehen  OngkiMeOen  eriemen,  Sic  sind  unmOuhrlidi,  tsenn 
es  sU^  dämm  handeU,  UngleiMeHm  der  Form 

(K)  |cj^j<Ä>-*  (*=o,j,x,...») 

herguskUen,  unAei  die  Koeffieienten  der  hetradiiekn  Petemireihe  gwar 
genau  definiert  sittd,  si<^  aber  der  üniereudiung  in  heiug  auf  die  Größe 
der  äheehäen  Beträge  entziehen.^)  Wenn  man  nämlich  weiß,  daß  der 
absolaie  Betrag  der  Fiukfcioii,  zu  dereo  Daxsielliuig  die  Fotenzreihe 
dient,  ffir  ■x^'^r  kleiner  ist  als  eine  Große  so  darf  man  diese 
Größe  K  in  (K)  bennteen.  Die  üngleicliheiten  (BI)  oder  (E)  spielen 
daher  eine  ahnliche  Bolle  wie  die  singuISren  Stellen,  deon  der  wahre 
•  EottTergoizradins  einer  Potenzreihe  laßt  sich  zwar  nach  dem  bekannten 
Yerfabren  von  Canchy,  das  Hadamard  wieder  in  Erinnerung  gebracht 
hat,  bestimmen,  wenn  man  mir  die  absolutdi  Betrage  der  Koeffizienten 
kennt,  allem  jil  (h-v  l^raxis  der  Fiinktionentheorie  verweudct  mau  meistens 
den  Satz,  daß  di«'  PottMizrcilif  bis  ziuii  iiächsten  singulären  Punkte  kon- 
vergiert und  darüber  hinaus  divergiert.  In  bfideii  Fällen,  bei  Ungleich- 
heiten der  Form  (K)  und  tleni  wahren  Konveigtnzradius,  ist  es  an  sich 
möf^lich,  mit  reello-n  (inißfu  auszukommen,  aber  erst  die  Einführung 
der  komplexen  (Trüüen  hat  die  Hilfsmittel  an  die  Hand  gegeben,  die 
zur  Ausbildung  der  Fuuktionentlieorie  geführt  haben. '"^ 

4.  Bei  der  Herleitimg  der  Ungleichheiten  (6')  wurde  vorausgesetzt, 
daß  die  Potenzreihe  '^^{Xi,  x^,  . . xj  für  den  Bereich: 

(B)  Kl-^^^i,  k»Hr„  |a?J-r, 

iDihedinyt  konvergiere  Bei  Potenzreihen  mit  enn^r  Vpräinlerlichen  ge- 
nügt es  jedoch,  vorauszusetzen,  daß  überhaupt  nur  Konvergenz  für 
einen  Wert  x  mit  dem  absoluten  Betrage  r  stattfindet,  denn  daraus 
erschließt  man,  daß  die  absoluten  Betrage  der  Reihenglieder  eine  end- 
liche obere  Schranke  G  haben,  und  aus  den  Ungleichheiten 

1)  Es  ist  gewiß  kein  Zufall,  Haß  Wci  erst  rn  ß  pmade  bei  dem  Beweise  seinM 
Doppelrfihensatzes  die  Frifxb'ichlieiten  (M)  herleitet  Wfrke,  Bd.  IT,  S.  224). 

9)  In  der  Einleitung  üu  »eiuem  Artikel  Allgeim  iiir  Tlnoric  der  analytischm 
Funkiiontn  einer  und  mdircrcr  komplexer  (Jröjien,  Encykl.  d.  ujath.  Wissensch.  II  2, 
S.  7r-8,  seigt  F.W.  Osgood,  vie  die  beiden  Aufgaben  der  Bestimmung  des  Bestes 
einer  Potensreihe  und  ihres  wahren  KonTergeosradius  cur  Binf&hning  der  Itom- 
plexen  GhrOfien  gefährt  haben.  Ich  Termisse  jedoch  dabei  die  ausdrückliche  Angabe; 
daß  diese  Aufgaben,  wenn  die  Verrinderlichen  und  die  Koeffizionten  dem  re^^ll»  u 
Gebiete  angphüren,  an  sich  auch  im  reellen  Oobiete  gelöst  wit(1<  !i  Icrmnen.  '«odaft 
die  Einfübning  der  komplexen  Größen  nicht  notwendig,  wohl  aber  /.wocjunäßig  ist 
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folgt  albJaim,  daB  tiio  Potenzreihe  Sc^u/'  für  |    |  <  *•  uubediugt  und 

gleiohmäfiig  koiiTeigiert  Anders  st^i  es  bei  Potensreike»  mii  äwei  und 
mdir  Veränderikken,  denn  aus  der  lHoßen  Komergenß  einer  Doppdreihe 
folgt  hi^annüidi  noA  nieht,  daß  die  absohden  Betrage  der  BeüiengHeder 
eine  endUike  4)bere  Schranke  käben^  diesem  8(Mvfi  hereättigi  mdm^ 
erst  die  wdtedingto  KonvergensJ^)  Es  geht  aber  sehr  weii,  wenn  man  bei 
Poiensreiken  mU  mikreren  Veränderlidun  Kanverßens  bei  jeder  betie- 
hiffen  ümordnung  der  Terme  verlangt ,  %md  es  entsi^  die  Frage  ^  ob 
man  nicht  mit  geringeren  Varausseteungen  ansreicht.  Mit  diemra  Gegen- 
stände babe  icli  mieli  sehon  im  Jahre  1899  beschäftigt,  woTOa  one 
Besprechung  der  Fimktionentiieorie  Ton  L.  Bianchi  in  dem  Jahrbuohe 
über  die  Fortschritte  der  Mathematik,  Band  29,  S.  330  Zeugnis  gibt,  • 
ohne  damals  befriedigend*'  Ergebnisse  zu  erlangen.  Meine  Bemerkung 
in  dem  Jahrbuche  ist  jedoch  die  Veranlassung  gewesen,  daß  neuerdings 
Fritz  llartogs  in  zwei  bemerkenswerten  Arl)eitt'n-)  darauf  eingegangen 
ist.  Angeregt  durch  seine  Untersuchungen  und  durcli  einen  Briefwechsel 
mit  ihm  bin  ich  erneut  auf  die  Frjige  zurückgekommen  Bei  dem 
Bericht  über  meine  Untersuchungen  beschränke  ich  mich  der  Einfach- 
heit halber  auf  den  Fall  von  zwei  Veränderlichen. 

Wenn  man  auf  die  Weierstraßsche  Art  die  Ungleichheiteu  (M) 
für  eine  Potenzreihe: 

Herleitet,  braucht  man  nur  m  wissen,  daß  die  Reihe  lilr  das  Gebiet 
(B)  1*1 -r, 

gleichmäßig  konvergiert^  d.  h.,  daß  der  Kest  der  Reihe,  nämlich  die 
Differenz: 

in  (B)  für  alle  Zahlen  Jj^,  L^,  die  über  einer  gewissen  Zaiii  L  liegen, 


1)  VergL  A.  Pringsbeim,  Elementare  Tiieonc  der  unendlichen  üoppelreiiien, 
Berichte  Mfincben  18U7,  §  2. 

2)  fieitrilge  snr  elementaren  Tbearie  der  Poftensreihem  und  der  eindeatigen 
analytiBcben  Funktionen  zweier  Y^rftnderlicbes,  OMsertation,  MdDCben  1908.  Zur 
Theorie  der  analytischen  Funkt!  men  mehrerer  unabhängiger  Yetftnderlichen,  ÜU" 
be^ondorf  über  die  Darstellung  derselben  durch  I{eihen,  welche  nach  Potenzen 
einer  Veränderlichen  fortbchrciten,  Habilitationsöcbrift,  Müncheu  1905,  abgedruckt 
Math.  Aua.  62  (ldu6),  S.  1—88. 
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absolut  kleiner  als  eine  gegebene,  beliebig  kleine  positiTe  Zahl  d  aus- 
fiUt   Gelten  aber  die  Ungleichheiten 


uidtedmgt  und  ^UiAmaßig  konvergiert.  Mit  diesem  Satce  wird,  man 
Vilich  nicht  Tiel  aomchten  kSnnen,  denn  um  su  beweisoii  daß  die 
Poteozreihe  für  das  Gebiet  (B)  gleidmäßig  konTergiert,  wird  man  im 
allgemeinen  znerst  seigen  müssen,  daß  sie  dafür  unbedingt  konTergieri 
Nach  dieser  Yorhereitung  seien  gegeben  die  Potenzrethen: 


sei  in  diesem  Bereiche  ebenfalls  gleichmäßig  konvergent,  d.  h.  nach 
Annahme  einer  beliebig  kleinen,  positiven  Zahl  d  lasse  sich  eine  solche 
ganze  Zahl  N  bestimmen,  daß  f&r  jede  Zahl  N^,  die  größer  ab  2V  ist^ 
in  dem  Gebiete  (B)  die  Ungleichheit  gilt: 


ao  üolgi,  daft  <iie  Seik»  im  hmam  de»  Otbielet  (B)  also  fSr 


die  sämtlich  fttr  das  Gebiet: 


Da  die  Summe  auf  der  liukeu  Seite  ebenfalls  gleichmaßig  kon- 
Tergiert,  so  folgen  hieraus  die  Ungleichheiten: 


r  ! 


ans  denen  man  wiederum  die  EoBYcrgenz  der  Summen 


und  die  unbedingt  Konvergenz  der  Potenzreihe 
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für  \x'  </'|t/|  <  erschließt,  d.  Ii.  eine  in  (B)  gleich»! < i ßiij  konvcnjmte 
Summe  von  Poirnzreihm,  die  auf  (B)  ehntfaUs  gleiäimaßin  Lonvo'gieren, 
darf  man  zu  einer  einzigen  Pofn^:*reih('  nreinigenf  und  diene  Fotensrcihe 
konverfpfrf  unbedingt  im  Inmrn  Vfni  (H). 

Aus  diesem  Doppolreihensjitzo  für  Potenzreihen  von  zwei  Ver- 
änderlichen läßt  sich  sofort  eine  wichtige  Folgerung  ziehen.  Math  möge 
die  Dqppdreihe  ^{x,  y)  irgenätcie  in  eine,  einfache  Beihe 


OB 


umordnen,  deren  Glieder  u^\x,  y)  aus  Tcrmcn  t\i^x^' ji^  der  ursprünglichen 
licilie  in  endlicher  oder  aueh  laundliclicr  Anzahl  bestellen.  Wenn  die  so 
erhatteneu  Fotm-reihen  u^{x,  y)  in  einem  Bereiche  (B)  sämtlich  gh  ich- 
mäßig konvergieren  und  für  ihre  Summe  dassclhr  gilt,  so  darf  man  diese. 
Summe  in  die  Reihe  //)  znriickveruHnidrhi,  ahn-  man  weiß  jetzt,  daß 
diese  Reihe  fiir  jeden  Bereieh  im  Innern  von  (B)  unbedingt  konvex/ rrt.^) 
Die  Bedinijiing  der  <ileichniäßi<^en  Konvergenz  für  die  Potenzreihen  njx,ij) 
wird  im  besonderen  sielier  erfüllt  sein,  wenn  die  u^(Xf  y)  ganjse  rationale 
Funtdimien  von  x  und  y  sind. 

In  diesem  Theoreme  sind  verschiedene  Sätze  von  Hartogs  ent- 
halteiiy  jedodi,  was  ich  ausdrücklich  henrorhebea  möchte,  keineswegs 
alle.  Diesem  ist  es  nämlich  gelungen,  sich  in  zwei  Fällen  ron  der 
Yornusseteung  der  gleichmäßigen  Konyergenz  zu  befreien  und  die 
bloße  Konrei^nz  als  Voraussetzung  zu  nehmen.  Diese  f^e  sind  die 
folgenden: 

1.  KowaergieH  die  PotemreHte  ^(x,  y)  als  Boppdrahe  in  dem  Sinne 
vm  Pringsheim  in  dem  JSereidie 

(A)  •   'x\^r,  \y\<s,  ■ 

so  konvergiert  sie  unbedingt  inncrhol}»  diesis  liereidies. 

2.  Kofiver giert  die  ffDiagonalenreihc" : 

fiir  y^h  und  \x\-^r,  so  konvergtert  die  FotcmreUiC  unbedingt  inner- 
halb des  Gebietes  |   |  ^  »*,  |  y  |  ^  1  i>  ]. 

1)  Einen  Beweis  für  dies^  besonderen  Fall  des  Satzes  hatten  zuerst 
Fritz  HartogB  und  ich  in  gemeinsamer  Arbeit  gefunden.  Er  beruhte  im 
•wesentlichen  auf  denselben  überlegiiTii,'on ,  AU*  }ym  dem  allgemeinen  Satz  znm 
Ziele  führen;  niir  war  uns  der  Ziisaimuenhang  mit  drv  Ausdehnung  des  Weier- 
Btralischen  Duppelr«tibensatzeu  auf  Fotenzreiheu  von  mehreren  Veränderiichon 
niclit  Eom  Bewofitseiu  gekommen,  auf  den  uns  erst  naebti^lich  eine  Bemerknng^ 
▼OD  G,  Faber  aufinerksam  gemacht  hat. 


Digitized  by  Go  ^v,'^ 


über  PotonireiheiL  roa  mtihreren  YfliiikdwHoliAti. 


585 


Ich  möchte  dieseu  Sätzen  noch  einen  dritten  hinzufügen.  Nack 
Hartogs  (Habilitatiorisschrifc  ä.  13,  Aumerkimg^  gilt  der  baU; 
Konvergiert  die  „Zeäenreiht^' : 

für  y  gleichmäßig^  in  hezug  auf  die  Kreislinie  \x\  =  r,  so  konver- 
giert die  Fotemreihe  unbedingt  in  dem  Gebiete  |  ^  j  <     |  y '  <  |  5 1. 

Hierin  laßt  sich  die  BediDgong  der  gleicbmäßigen  Eoarergenz 
durch  die  geringere  ersetzen,  daß  die  Zeilenreihe  in  dem  a9^eg(^)enen 
Gebiete  konvertiert  und  ihre  Summe  eine  endUehe  obere  SAranke  M  hai. 
Bezeichnet  man  namlieh  den  absoluten  Betrag  Ton  h  mit  8,  so  folgt 
ans  dieser  Voransseismig,  daß  für  alle  Werte  von  h  die  Ungleichheit 

00  I 

|A-0  I 

gilt>  and  mithin  ist 

woraus  die  Beliauptung  sofort  folgt. 

Die  weitereu  Aiistrengnnj^en  würde  man  daher  auf  das  Problem 
zu  ricliten  haben,  ob  sidt  die  VinaiiSinUuu'j  der  (fjrirjiwäßiijen  Konver- 
genz etmr  nas  der  Doppelreihe  entslandenm  a'nfaclwn  Jteihe  für  das 
(iehirl  (B;  durch,  ytrimjere  Voruussetzungeti  ersetzen  läßt,  etwa  durch  die 
Vtmmssetzung  der  Konvernetiz  SKsnmmen  mit  dir  Existenz  einer  endlichen 
oberen  Schranke  für  da:  (d/Solulen  Wrrfe  der  Stimme  in  diesem  Bereiche. 

Daß  die  Voraussetzung  der  Konvergenz  für  sich  allein  nieht  immer 
ausreicht,  und  sogai-  auch  dann,  wenn  jedes  der  Glieder  u^{x,  y)  aus 
einer  endlichen  Anzahl  von  Termen  ^^iX^y^  besteht,  ergibt  sich  unmittel- 
bar aus  einem  Beispiel,  auf  das  mich  Hartogs  aufmerksam  gemacht 
hati  Dieser  konstruiert  uäralich  in  seiner  Dissertation  S,  70—71  eine 
Doppelreihe,  die,  auBeV  für  0  und  y^^O^  nirij;end  unbedingt  kon- 
yergierty  deren  Zeilenreihe  aber  für  jedes  endliche  Wertsystem  y 
konvergent  ist  und  bei  der  überdies  jede  Zeile  nur  eine  endliche  Anzahl 
nioht  yerschwindender  Terme  enthalt. 
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Ob  Mr.  Milcami's  Euay  aad  Prof.  Banu^B  Beanark 


Ou  Mr.  Mi^ABü's  Essay  and  Prof.  Harzer's  Eemark. 

In  Order  to  compose  his  very  mterestiDg  paper  "Die  exakten 
Wissenschaften  im  alten  Japan"  ^ Jahresbericht,  Bd.  XIV,  p.  312 — 339), 
Prof.  P.  liar/er  kindly  uaed  my  work  „A  brief  bistory  of  tbe  Japanese 
roathematics"  (Nieuw  Archief  voor  Wiskunde,  tweede  reeks,  deel  VII). 
So,  accordiii^  to  iny  woi  k.  i-^rof.  Harzer  took  Matsumura  for  one  of  the 
famone  forty-Beveii  Akö  ronins  (Jahresbeiicht,  Bd.  XTV,  p.  3l>)  and 
Bd.  XV,  p,  330).  I  will  here  correct  the  error  in  my  work  aud  I 
will  say  that  Matetimiira  is  the  father  of  the  two  of  the  forty-seven 
vassals,  but  is  hiraself  not  one  of  the  ronins,  though  he  and  bis  two 
sons,  one  adopted  and  thr  otber  true  (as  Mr.  Mikami  says  in  the 
Jahresbericht,  Bd.  XV,  p.  aeired  the  sanie  lord  of  Akö. 

Next,  the  name  Matsnmura  is  not  correct;  it  must  he  Muramatan 
(Jahresbericht^  Bd.  XV,  p.  255).  This  error  came  from  my  careless 
adoption  of  Mr.  Endö's  view  in  his  ^ai-Nihon  Sügnkushi''  or  history 
of  mathematics  in  great  Japan.  The  same  must  be  said  aboat  the 
names  Öta  and  Ötaka  (Jahresbericht^  Bd.  XV,  p.  255). 

Lastly,  ihe  name  iBomnra  is  also  wrong  (Jahresbericht,  Bd.  XY, 
p.  258),  thongh  the  two  great  aathorities  Mr.  End5  (in  bis  bistory) 
and  Hr.  Eawakita  (in  the  Tokyo  Sngaku-Bntsnrigakkwai  Kiji,  YoL  III, 
p.  17S)  cbanged  the  Chinese  ideograms  representing  the  name  Iwamora 
into  tbose  designating  as  Isomura.  The  EwatsuyO-sampQ  compiled  by 
Otaka  and  the  Sampo-ketsugishQ  by  Iwamnra  are  oontained  in  my 
libraiy.  According  to  tiiese  books  and  other  writings,  I  publish  the 
aboTe  Gorrecttons. 

September  7,  19(H).    ,   T.  Hayasmi. 

Autwort  anf  die  f'erienplaaderei  des  Herrn  Thomae. 

Von  G.  Fregb  in  Jena. 

Ich  habe  im  zweiten  Bande  meiner  Ginntlü'isetze  der  Arithmetik')  auf 
den  Seiten  80  bis  153  die  bekanntesten  Theorien  der  Irrationalzahlen 
kritisch  1  -  sprocben.  Da«  war  ♦  inf  weni<r  erquickliche  Arbeit.  Das  Zer- 
stören bfimiÜLTt  ja  immer  weniger  als  das  Aulbauen  nnd  findet  auch 
weniger  Anork^nuung;  denn  zunächst  wenigstens  erweckt  man  sich  daduich 
^  fast  nur  Gegner.  Ich  habe  mich  allen  Ernstes  bemüht,  midi  in  fremde 
Ansdrucksweisen  und  Gedankengänge  zu  finden,  einsäend,  daß  nor  bei 

1)  Jena,  Pohle,  190S. 
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großer  Gründlichkeit  und  dem  Bestreben,  auch  den  fremdesten  Theorien. 
Gerechtigkeit  «ider&hren  i«  lassMi,  dne  solche  Aiheit  wertvoU  sein  kann. 
Bs  Terlangte  große  Entsagnog  yon  vdr^  Wegen  naohsugeheUf  die  ich  TOn 
vornherein  als  Irrwege  erkannte,  nur  um  im  einxelnen  naohsnwnsen,  daß- 

sie  Irrwege  -wSren,  ohne  hoffen  zn  könnon,  aus  dieser  Beschfiftigimg  mit 
tVemdi'n  Godankon  irgend  t.'twa.s  Wertvolles  zu  erlorncn.  Dennoch  habe  ich 
micli  dieser  Arbeit  unterzogen  der  Wissenschaft  wegen,  weil  nur,  nachdem 
die  Wertlosigkeit  aller  Surrogate  erkannt  worden  ist,  das  Verlangen  nach 
dem  Echten  aufkommen  kann.  leh  möchte  nicht  nnr  mir,  sondern  ancb 
der  Wissenschaft  wflnsohen,  daß  ledit  viele  mit  ebensolcher  CfarflndUdikeit 
sich  in  meine  Schriften,  in  meine  Gedanken^bige  einmlehen  Tersnchen 
möchten,  mit  ebensolchem  Bestreben,  ihnen  gerecht  zu  werden. 

Ich  bin  überzeugt,  mit  meinfv  Kritik  der  Thomaeschen  formalen 
Arithmetik  diese  für  immer  vernichtet  zu  haben,  und  in  dieser  Übenteugung 
kann  mich  die  Ferienplauderei  des  Herrn  Thomae  (diese  Jahresber.  XV  S.  434) 
nur  bestftrken.  Selbst  wenn  Herr  Thomae  darin  tlberall  recht  hätte,  bliebe 
Ton  meiner  Kritik  genug  übrig,  um  seine  formale  Theorie  xu  Fall  su 
bringen.  Und  wie  Terfäirt  er  in  dies«:  Plauderei?  Er  wiederholt  seine 
Behauptungen,  ohne  meine  Qegengrflnde  auch  nur  anzuführen.  Meine 
Unterscheidungen  —  z.  B.  von  Figuren  und  Zeichen,  von  Spiel  nnd  Theorie 
des  Spiels  —  unterschlügt  er  und  verdunkelt  dadnrrh  das  wieder,  was  ich 
aufgebellt  hatte.  Meine  Öätze  führt  er  so  an,  daß  der  Leser  nicht  merken 
kann,  wie  ich  sie  gemeint  oder  welche  Gründe  ich  für  sie  gehabt  habe.^) 
Sehr  einfach!  Die  Leser,  die  sich  die  Mühe  geben,  die  Thomaesche  Ferien« 
{dauderei  mit  meinen  AnsfUhrungen  auf  den  Seiten  fl6  bis  189  des  zweiten 
Bandes  meiner  Grundgeaetae  zu  yeigleiehen,  werden,  glaube  ich,  finden,  daß- 
alles  von  Herrn  Thomae  gegen  mich  Vorgebrachte  dort  schon  von  mir 
wid^rlriit  ist,  mit  ATisnahme  Tielleicht  eines  Punktes,  auf  den  ich  noch  ge- 
nauer eingehen  weide.  Da  es  in  Kürze  geschehen  kann,  will  ich  nur  aua 
meinem  luhalt^v er/eiehuiüse  etwas  anführen.    Dort  ist  zu  lesen  S.  IX: 

„§  93.  Im  Kechenspiele  gibt  es  weder  Lehrsätze  noch  Beweise,  noch 
Definitionen,  wohl  aber  in  der  Theorie  dieses  Spieles." 

Damit  ist  ein  Teü  der  Thomaeschen  Ausführungen  als  Lufthieb  ge- 
kennzeichnet Man  sollte  manchmal  fast  denken,  Herr  Thomae  habe  das 
TOn  ihm  Bekiropfte  gar  nicht  gelesen. 

Ich  weiß  nicht,  welchen  Nutzen  man  sich  von  solcher  Polemik  ver- 
sprechen kann.  Ob  wohl  außer  Herrn  Thomae  selbst  und  Herrn  Korselt*) 
überhaupt  jematid  an  das  Thomaeschn  Bechenspiel  glaubt?  Tdi  würde  es 
weniger  beda  imi  ii ,  dieäer  Sarlif  so  viel  Zeit  und  Kraft  geoptert  zu  iiaben, 
wenn  Herr  Thomae  sich  darüber  geäußert  hätte,  ob  z.  B.  meine  Veruiutimg 
Aber  Addi^n  und  Sttbtraktion  im  Bechenspiele  richtig  sei  Ich  habe  no(£ 
manche  solche  Fragen  angeregt.    Ihre  Beantwortung  würde  wenigstens  die 

1)  Wie  es  scheint,  hat  Herr  Thomae  meine  Siitze  nicht  verstanden. 

2)  Man  vcrgl  .si-iu^n  Aufbatz  über  die  (Jruudlagt.-n  der  Mathematik  (Jahres- 
bericht XIV).  Mail  eit  ht  ilarana,  daß  er  au  das  Thoniaesche  Rechenspiel  nur  be- 
dingtingsweise  glaubt.  Er  iiu  ini  'S.  3ts2),  die  Thomaeschen  S]tielregeln  k?inn«=n 
nur  als  Anregung  fiii  den  Entwurf  einer  wirklich  formalen  Theorie  angesehen 
werden.  Nun  ich  wwte  ab,  bis  Herr  Konelt  eine  solche  so  stände  gebracht 
haben  wird.  Dann  wird  weiter  dufiber  an  sprechen  sein. 
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fintwickliing  etwas  vorwärts  bringen,  nnd  es  könnte  immerhin  ein  kleiner 
Kilben  für  die  Winensehaft  hnmusspringen.  Aber  Herr  Thomae  wird  wohl 
wissen,  wnmm  er  darübor  schweigt.  Sein  Haiiptfolilot-  besteht  ja  darin, 
daß  er  ininif^r  ans  seiner  Koile  als  Forraalarithmetiker  fäiJt  nnd  vifl^s  aus 
<ler  iühaltliiheu  in  die  formale  Arithraetik  heriibemimmt,  was  dort  hinpaßt 
wie  die  Faust  aut'ä  Auge,  ohuo  /.u  merkt'n,  daß  die  formale  Arithmetik 
llberftüssig  iät,  wenn,  sie  die  inhalflidie  ToraussetBen  muB.  In  der  Tat 
bl^bt  von  der  formalen  Arithmetik,  wenn  man  altes  wegnimmt,  was  ans 
der  inhaltlichen  stammt,  fast  nichts  übrig  als  einige  unglaubhafte  Bi  haup- 
tungen.  Herr  Thomae  nennt  die  Zahlen  Zeichen  und  meint  damit  offenbar 
räumliehe,  stoffliehf  Dinare;  aber  er  ma«  ht  nie  Ernst  damit,  und  wnnn  von 
andrer  Seite  Ernst  damit  gi maeht  wird,  ninimt  er  es  übel.  Man  vergleiche 
dazu  das,  was  er  in  seiner  Fenenpiauderei  über  das  Wachsen  der  Drei 
sagt.    Dieees  übel  scheint  bei  ihm  unheilbar  zu  sein. 

Was  Herr  Thomae  auf  8.  486  ftber  das  Wort  ,4denti8eh*'  sagt,  ist 
fOr  einen  Verteidiger  in  einem  Mordprozesse  gnt  zu  verwenden,  der  den 
Identitätsbeweis  des  Staatsanwalts  zu  entkriften  hat.  Ich  habe  eine  für 
diesen  Fall  jmssende  Rede  ausgearbeitet,  verziclit<^  alx  r  auf  deren  Mitteilung 
in  drr  Aunahtne,  daß  die  Le^er  imstaiiflf^  sein  werden,  sub  weit  schönere 
Kedr-n  dieser  Art  .selbst  zu  maciien.  Ducb  nicht  nur  juristisch,  sogar 
poetisch  bin  ich  durch  H^rru  Thomau  angeregt  worden.  Als  ich  gelesen 
hatte,  was  er  Uber  das  Abstrahieren  sagt,  machte  ich  meinen  Gef&hlen  Luft 
in  dem  Verse: 

„Wohl  tut  des  Abstrahierens  Machte 

Wenn  es  -l»  r  Mensch  bezähmt,  bewacht; 

D  ch  l'inrhtbar  wird  die  IT  inini  iskraft,  ' 

Wenn  sie  der  Fessei  sich  entraflft." 

Ja,  gefährlich  ist  das  Thomaesche  Abstrahieren  doch  wohl.  Man  nehme 
a.  B.  den  Fall,  der  menschliche  Verstand  in  seiner  souverftnen  Schdpfer* 
kraft,  der  Natur  ihre  Gesetze  Torschreibend,  bilde  einen  Begriff  Wdßpulver 

und  richto  diesen  Bogriff  so  ein,  daß  das  koblonsaure  Natron  dasselbe 
"WeiÜpulver  ist  wie  der  Arsenik.  Man  wird  gut  tun,  mit  dem  Abstrahieren 
recht  vorsichtig  umzugehen.  Vergessen  wir  damber  aber  die  wohltätigen 
Wirkungen  nicbtl 

Man  abstrahiert  von  der  Verscbiedenheit  von  I'igur  und  Zcicheu,  und 
sofort  sind  Figuren  Ztfichen  und  Zeichen  Figuren.  Hau  abstrahiert  von 
dem,  wodurch  sich  die  Beziehung  einer  Figur  zu  ihrer  Bolle  im  Spiele 

unterscheidet  von  der  Beziehung  eines  Z(>ichens  zu  seiner  liedeutung,  und 
flugs  fällt  beides  /nsammcn.  Man  abstrabiei-t  von  der  Verschiedenheit  von 
Zeichei:  ihm]  IV  /i  icbnefem,  und  alsbald  fließen  sie  in  eins  zu.-! minirn.  Man 
abstraliieti  \i<n  der  Verschiedenheit  von  Kegel  und  Lebrsat/.,  und  siehe  da: 
sie  sind  identisch.  Mau  ahstrabii  rt  von  der  Vercjcliiedetdieit  von  formaler 
and  inhaltlicher  Ariihmetik,  von  Spiel  und  Wiasenscbaft,  und  kein  Mensch 
kann  sie  mehr  auseinander  halten.  AUes  sehr  wichtig  und  besonders  für 
die  formale  Arithmetik  des  Herrn  Thomae.  Verrichtete  das  Abstrahier«! 
Bichl  jene  Wunder,  könnte  diese  nicht  eine  Sekunde  n:ehr  Icbon. 

Doch  nun  nach  dem  Scberze  aiuh  ein  wonig  Ernst  1  W"\r  sind  wohl 
darüber  einig,  daß  die  Zeitbestimmung  zum  Prädikate  gehört,  daß  ein 
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^  Ingenstiiiul  zu  einer  Zeit  eine  Eigenüchatt  habt-u  kanu ,  diu  er  /.u  ein.  r 
andern  nicht  hat.  Ein  Mensch  kann  zu.  einer  Zeit  kerne  Kenutuiä  des  Ein- 
maleins haben,  xu  einer  andern  Zeit  kann  er  es  kennen.  Doch  ist  er  der^ 
selbe,  nnd  dazn  bedarf  es  keiner  Abstraktion. 

Nun  schreibt  Herr  Thomae  weiter:  ..Ähnlich  abstrskiert  der,  der  zählen 
lernt,  von  der  Verschiedenheit  der  Rechensteine,  an  denen  er  es  lernt,  setzt 
sie  einander  gleich.  In  dieser  Mö-^'li»  hkeit  oder  Fähigkeit  des  mensch- 
lichen Vorstandes,  von  der  Verschiedeuhoit  gewisser  Dinge  zu  abstrahieren, 
üie  einander  gleich  zu  sotwsen,  glaubte  ich  die  Fruchtbarkeit  des  Gleichheits- 
zeichens zu  erkennen** . , . 

Also  wirklich!  Immer  wiedw  dieselbe  Halbheit  und  Schwächlichkeit 
des  Denkens,  die  nicht  weiß,  ob  sie  mit  dem  Worte  „gleich**  Identität  be- 
zeichnen will  oder  was  sonst.  Nach  dem,  was  er  vorher  gesairt,  scheint 
Herr  Thomae  durch  das  Abstrahieren  Idfmtität  erzielen  zu  wollrn.  Nun 
_gut!  Werden  die  Rechcnsteine  da»lurch  identisch,  so  haben  wir  nunmehr 
nur  noch  einen  Recheustein;  das  Zähleu  kommt  nicht  über  „eius^*  hinaus. 
Wer  Dinge,  die  er  zählen  soll,  nicht  unterscheiden  kann,  der  kann  sie  auch 
nicht  sfthlen.  Auch  wer  xlhlen  lernt,  muB  die  Bechensteine  unterscheiden, 
X.  B.  an  ihrer  verschiedenen  Entfernung  vom  Tisehrande.  Die  Bechensteine 
mflssen  verschieden  sein,  und  diese  Verschiedenheit  muB  auch  erkannt 
werden.  Brächte  die  Abstraktion  alle  ünterschicdo  zum  Verschwinden,  so 
höbe  'jie  die  Möi^lichkeit  des  Zählens  aut.  Andrerseits,  wenn  das  Wort 
„gleich"*  keine  Identitflt  bezeichnen  soll,  nun  d;inn  untersuheiden  sich  die 
gleichen  Gegenstände  also  iu  einigen  Eigeuschat'teu,  in  anderen  stimmen  sie 
llbwein.  Um  das  va  wissen,  brauchen  wir  nicht  erst  von  der  Verschieden- 
heit SU  abstrahieren.  Da  die  Gegenstände  nun  doch  einmal  Terschieden 
sein  müssen,  kommt  es  wirklich  nicht  darauf  an,  ob  sie  ein  bischen  mehr 
oder  ein  bischen  weniger  verschiedm  sind,  wenn  sie  nur  überhaupt  untfr- 
Bcheidhar  sind.  Sehen,  leibliches  wie  geistiee«.  ist  Unterschei  len.  Dif* 
Thomaesche  Abstraktion  ist  ein  Nichtnntprs  lieiden,  ein  Nichtseheu;  sie  ist 
nicht  eine  Krait  der  Einsicht  und  der  Klarheit,  soudera  eine  Kraft  der 
Verdunkelung  und  der  Verwirrung.  Wenn  mit  dem  Worte  „gleich**  nicht 
Identität,  sondern  nur  eine  Übereinstimmung  in  irgendeiner  Hinsicht  ge- 
meint ist,  so  muß  angegeben  werden  oder  aus  dem  Zusammenhange  er- 
kennbar sein,  in  welcher  Hinsicht;  gleich  in  der  Farbe  oder  gleich  an 
Duft  usw.  Da^  liloße  Wort  ,.irleicli''  ist  nichtssagend,  wenn  nicht  irgendwie? 
genauer  erkl  irt  winl.  Und  wenn  der  menschliche  Verstand  beliebige  Gegen- 
stände einander  gleichset/.en  kann,  so  ist  mit  dem  Worte  „gleich"  erst 
recht  nichts  gesagt;  und  wus  mit  dem  Gleichsetzen  gemeint  sei,  bleibt 
dunkel.  Man  bilde  sich  doch  nicht  ein,  durch  Abstrahieren  und  Gleicbsetsen 
•eine  grQßere  Obereinstimmung  erreichen  sn  können,  ab  in  Wahrheit  besteht. 
An  den  Dingen  ändert  man  dadurch  nicht«.  Das  einzige,  was  man  so  er- 
reichen kann,  ist  Irrtum  hinsichtlich  der  Dinge.  Wfir'  d  is  Gleiohheits/.eichen 
in  der  Arithmetik  eWie  so  rinhelhaft  unfaüliare  f5tMlt^utuiii^'  haben  sollte,  wäre 
es  nnhniuchbar.  Bei  lion  Denk:  rn  vun  dw  Art  des  iii  iru  Thomae  findet 
man,  daB  sie  das  eine  wollen  und  auch  das  andere,  das  aber  mit  dem 
exsten  nicht  verträglich  ist.  Was  wollen  sie  mit  dem  Abstrahieren  erreichen? 
Sie  wollen,  ja  sie  wollen  eigentlich  die  Identität;  denn  was  nfttzte  ihnen 
«ine  teilweise  Übereinstimmung,  die  sie  anch  ohne  Abstraktion  schon  haben! 

JahiMiIwrieb«  d.  Dcttttobmi  lUthaa  -Tminigug.  XT.   H«ft  IS^  40 
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aber  V.vnst  macheu  mit  der  Identität?  ueüi,  das  wollen  sie  doch  nicht. 
Dtirch  das  Gleichsetzen  sollen  die  Dinge  identisch  werden  —  als  ob  sie  sich 
darao  kehrten  — ;  aber  unterscheidbar,  ja  unterscheidbar  müssen  sie  doch 
bleiben.  Und  —  in  der  Ausdrneksweise  des  Henrn  Thomae  gesprochen  — 
das  iußere  Zeiohen  dieses  sehwSchlidien  Verhaltens  ist  das  Wort  ^gleich.*' 
VN'arum  muß  ich  denn  immer  dieselben  Qrflnde  wiederholen?  Vor 
nunmehr  22  Jahren  habe  v'h  in  meinen  Grundlnfjen  d'r  Ariihmiiik^)  in 
den  §§  3-4  —  48  ausführlich  allf«  <largol*Mjt .  was  l'ür  unser*'  Fra^'f  in  Be- 
tracht kommt;  insbesondere  habe  ich  in  §  48  den  (iruml  angegeben,  warum 
man  durch  Abstraktiun  die  Zahl  gewinnen  wolle.  Soll  denu  alle  Mühe 
▼ergeblicfa  sein,  die  ich  mir  gegeben  habe,  so  gründlich  nnd  so  eindiinglich 
nnd  verstSndlieh  wie  mSglid^,  QrOnde  und  Oegeogrflnde  abwftgend,  diese 
Fra  -  1  'u  erörtern,  soll  lüle  Mühe  vergeblich  gewesen  sein?  Soll  das  alles 
in  den  Wind  ^geschrieben  sein?  Damals  vor  22  Jahren  und  auch  später 
kannte  seihst  ein  Weierstraß  einen  wunderlichen  Gallimathias  zu  Tage  fördern, 
wenn  er  auf  diese  Dinare  zn  sprechen  kam.  Nun  aber  ist  es  doch  endlich 
an  der  Zeit,  sich  die  Sache  gründlicher  zu  überlegen,  ehe  man  etwas  schreibt. 
Wenn  man  meine  Gründe  widerlegen  kann,  so  tue  man  es^  wenn  nicht,  so 
▼erschone  man  mich  ~  doch  ich  will  nicht  nnparlamentarisch  werden. 
Bs  gibt,  wie  es  scheint,  Menschen,  von  denen  logisdie  Grflnde  abgleiten 
wie  Wassertropfen  TOn  einer  Öljaeke.  Auch  gibt  es  wohl  Meinungen,  die 
(diwohl  wiederholt  widerlegt'),  und  obwohl  nie  ein  ernstlicher  Versmh  ge- 
macht ist,  diese  Widerlegung  zu  widerlegen,  sich  mimer  und  immer  wieder 
breit  njachen,  als  ob  nichts  geschehen  wäre.  Ich  bedauere,  kein  pai'lamentarisch 
und  literarisch  zuläbüiges  Mittel  zu  kennen,  diese  Meinungen  so  iu  ihre 
Schlnpfwinkel  zu  scheucbai,  daß  sie  nie  wieder  ans  Tageslidit  herrorsnkommen 
wagen. 


Erklärung. 

Von  J.  Thomae  iu  Jena. 

Vor  22  Jahren  hat  mir  Herr  Frege  im  Gesprftch  unzweideutig  zu  er- 
kennen gegeben,  daß  er  mich  für  unHlhig  hält,  seine  tieferen  Deduktionen 
zn  begreifen.  Ji  tzt  verkündet  er  dasselbe  nrbi  et  nrbi.  Man  erfahrt,  daß 
ieh  ein  siliwiielilicher  Denker  hin,  der  in  Halhiieit  steckt,  und  Herr  Frege 
bedauert  nur,  nicht  parlamentarisch  oder  literarisch  zulässige  Mittel  zu  haben, 
Meinungen  wie  die  meinigen  in  ihre  Schlupfwinkel  zn  verjagen,  daß  sie 
nicht  mehr  ans  Tageslicht  kommen. 

Eine  solche  Tat  ist  gewiß  der  Ausfluß  von  Gewissenhaftigkeit,  die  daxu 
zwingt,  einen  Toren  als  soldMn  su  kennzeichnen,  um  insbesondere  die  akar 
demische  Jugend  vor  ihm  zu  warnen,  und  man  wird  die  Widerlefrnng 
meiner  Ansicht  über  den  so  schwierigen  IdentitHtsbegrifl"  durch  den  Vergleich 
meiner  Worte  mit  der  Rede  eines  Advokaten  in  einem  Mordprozesse  als 
eine  rein  sachliche  anerkennen  dürfen. 

1)  Breslau.  Ko.bne-,  1884. 

2)  Mau  vergl.  aueii  meine  Schritt  l  her  de  Zahlen  des  Herrn  2J.  .Schubert,  Jeua, 
Pohle,  1899. 
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Ich  habe  nicht  die  Absicht  in  eine  Polonik  mit  Heim  Frege  6in> 
sufereten:  aus  folgenden  Gründen. 

Eine  solche  AuseinandprsetzAinj,'  wird  nach  allpn  Seiten  hin  nutzlos 
sein.  Herrn  Frege  selbst  zu  überzeugen  wäre  ein  aussichtsloses  Unternehmen. 
£r  geht,  wie  er  selbst  sagt,  an  ^ese  Fragen  mit  einer  im  voraus  fest- 
stehenden unfehlbaren  Gewißheit  heran.  Der  Standpunkt  der  fonnalen  Arith« 
metik  ist  falsch.  Ob  er  sich  wirklich  Mühe  gehen  würde,  meine  Meinung 
SU  wfirdigMi,  ist  mir  auch  fraglidi.  Er  iragt  in  seinem  Buche,  meiner  Er- 
innerung nach,  mehrere  Male  „^'^'^  meint  wohl  Thdmae"  Wir  haben  in 
der  Zeit  jener  Publikation  t'reundschattlu  h  iiiitHinandfr  verkehrt,  sin^  wöchent- 
lich mehrere  Male  zosatumengekommeu,  aber  er  hat  luich  ui(  ht  ein  einziges 
Mal  getragt,  waü  ich  meine.  War  ihm  diese  Mühe  zu  groß?  Ich  halte  es  tür 
überflüssig,  Fk«gfls  wegen  irgend  etwas  zu  sagen,  auch  fehlt  mir  die  Zeit  dasu. 

Aber  auch  filr  die  andern  Mathonatilrär  wird  die  Sadie  kein  großes 
Interesse  haben.  Der  eine  betreiht  seine  Arithmetik,  indem  er  die  Regeln 
über  die  Handhabung  der  Zahlen  einfach  anwendet  und  sich  mit  ihrer 
Widerspnichslosigkeit  begnügt.  Ein  andrer  glaubt  nebenbei  das  „Ding  an 
sich"  der  Zahlen  zu  haben,  und  macht  sieh  darüber  seine  Gedanken.  Aber 
<die  Handhabung  der  Zahlen  oder  des  Zeicheusystems  der  Zahlen  ist  bei 
beiden  dieselbe,  und  jeder  ist  überzeugt  das  Bichtige  damit  su  tun.  Beim 
Beweise  der  Transzendenz  der  Zahl  f  ist  es  TOllig  gleicbgfiltig,  auf  welchem 
■der  vetiehiedenen  Standpunkte  der  Analytiker  steht.  Deshalb  ist  das  Interesse 
an  einer  solchen  Auseinandersetzung  für  den  Aiithmetiker  ein  geringes  und 
nur  der  Logiker  kommt  in  Bf^traebt 

Zudem  würde  ich  in  einem  Kampt  mit  Herrn  Frege  im  Kachteil  sein, 
weil  mir  die  Waffe  der  Unfehlbarkeit  fehlt.  In  dieser  Beziehung  aber  hat, 
nebenbei  bemerkt,  meine  Plauderei  einen  kleinen  Erfolg  zu  verzeichnen. 
Yorher  hat  Frege  die  formale  Arithmetik  ein  für  allemal,  also  objektiT  ah* 
getan.  Jetst  ist  er  nur  noch  Überzeugt,  yemicbtet  zu  haben,  er  hat  sie 
also  nur  noch  subjektiv  abgetan. 

Es  wäre  eine  besondere  ErklJlningr  von  mir  anf  den  Anfsatz  des  Herrn 
Frege  nieht  nötig-  gewesen,  wenn  er  darin  nur  sachlich  vorgeaaimen  wäre, 
ich  meine,  wenn  er  nur  meinen  Intellekt  in  Frage  gestellt  hätte.  Er  be- 
schuldigt mich  aber  auch  der  Unterschlagung,  ich  habe  unterschlagen,, 
^aB  Herr  Frege  das  Schachspiel  in  Spiel  und  Theorie  spaltet. 

Bei  der  Abfassung  meiner  Humoreske  hatte  ich  allerdings  diese  Fregesche 
Spaltung  nicht  im  Gedächtnis,  bemerkte  sie  erst  bei  der  Korrektur,  nahm 
aber  trotzdem  keine  Veranlassung  etwas  hinzuzufügen,  um  den  kostbaren 
Platz  der  Berichte  nicht  zu  sehr  in  Anspruch  zu  nehmen.  Das  hat  zur 
Folge,  daß  ich  jetzt  nm  etwas  Raum  ftir  die.sc  Sache  bitten  muß. 

Im  Biilardspiel  gibt  es  eine  Kunst  und  eine  Theorie  des  Spieles  Die 
Theorie  beschSftigt  sich  mit  den  Gesetzen  des  Rückstoßes  Ton  Kugeln  an 
elastischen  Banden  oder  andern  Kugeln,  vom  Einfluß  des  Bollens  oder  der 
Botation  auf  die.ne  Gesetze,  und  wie  man  mit  dem  Stoßstock  eine  bestimmte 
Rotation  eireichen  kann,  usw.  Der  Spieler  kümmert  sich  wohl  wenig  um 
die  Theorie,  er  betreibt  das  Spiel  als  eine  Kunst,  die  er  dnroh  Übung  er- 
langt hat.    Ab»T  die  '1  heurin  ist  da. 

Anders  im  Schach.spiel.  Hier  gibt  e.s  keine  Tlieurie,  wenn  iwwh  An- 
äätze  dazu  da  sind,  eine  mathematische  Theorie  autV.ustellun.    Sie  kommen 
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hier  nicht  in  Betraciit.  Das  Wort  Theorie  ist  da,  ahcr  was  bedeutet  es. 
W*»nn  in  einem  (älteren)  Srhaohhntlip  steht:  „Das  Allpaier  Gambit  pÜegt 
für  das  praktische  Spiel  mindestens  auszureichen.  Im  theoretischen  Sinne 
hat  fiieh  die  Frage  nach  dem  Werte  dieses  Angriffes  noch  nicht  eiledigen 
lassen"  was  ist      unter  „theoretisch"  ixl  Terstehen? 

Das  praktische  Spiel  ist  ein  gebundenes  Spiel.  Entweder  wird  aus- 
drücklieh festgelegt,  wieviel  Zeit  jeder  Spieler  auf  einen  Zog  verwenden 
darf,  oder  wird  stillschweigend  als  Anstandsregel  angenommen,  daß  ein 
Spieler  eine  angemessene  Bedenkzeit  nicht  überschreite.  Sonst  könnte  sich 
jeder  Spieler  einer  Niederlage  dadurch  entziehen,  daü  er  am  Zuge  so  lange 
nachdenkt,  bis  der  Gegner  die  Geduld  verliert,  und  das  8piel  aufgibt.  Die 
Theorie  aber  ist  das  ungebundene,  das  freie  Spiel  Will  jemand  den  Wert 
einer  Zugfolge  theoretisch  studieren,  so  spielt  er,  nimmt  sich  zu  jedem  Zugo 
so  viel  Bedenkzeit  als  er  will,  nimmt  auch  einen  getanen  Zug  so  oft  er 
will  zurück,  um  ihn  durch  einen  anscheineiul  liessem  zn  oi^set/en.  Daß  der 
i  heoretiker  über  eine  trewonnene  Stellung  ein  Urteil  fiiilt,  unterscheidet  ihn 
nicht  vom  Praktiker,  nur  daß  der  letztere  sich  noch  öfter  darin  irren  wird 
als  der  erstere.  Beweise  werden  in  der  Theorie  ob  oculos  dadmeh  geführt, 
daß  ein  Spiel  so  weit  und  so  oft  durchgeführt  wird,  bis  der  Beweis  dev 
behaupteten  Satzes  erbradit  ist  Jedes  Problem  (Endspiel)  kann  als  Lehr^ 
satz  ausgesprochen  werden,  dei  d\ireli  das  Spiel  erwiesen  wird.  Ein  End* 
spiel  aber  ist  eine  Stellung,  die  (nebenbei)  einen  Gedanken  ausdrückt. 

Oit^s  über  meine  Untersehlnping  —  Ich  sollte  !neinen,  es  genüge,  dem 
Gegner  I>nii mheit  vor/uwiTteii ,  warum  auch  noch  Unterschlagung. 

Dieat!  Zeilen  wurden  geschrieben,  nach  Einsicht  der  ersten  vier  Seiten 
der  Fregeschen  Streitschrift.  Ich  bitte  die  Redaktion  um  Gewi.hrung  von 
Platz  für  meine  Erwiderung,  ehe  ich  den  Best  der  Polemik  kenne.  Ich 
werde  ja  auf  keinen  Fall  darauf  eingehen,  und  brauche  dedialb  das  Ende 
nicht  abzuwarten. 

Wenn  ich  erklflre.  auf  »lie  Schrift  Freies  keinr»  Entgegnung  folgen  zu 
lassen,  so  l)eh;ilte  ie]i  mir  doch  vor,  falls  ich  noeh  eine  neue  Anfluge  meiner 
elemetilaren  l  iuiktiüueutheone  erleben  sollte,  in  deren  Einleitung  die  Zahleu- 
frage  etwas  behandelt  wird,  auf  den  oder  jenen  Einwurf  des  Herrn  Frege 
dort  zurüclmikommen. 

Jena,  den  11.  November  1906. 


Mitteilungen  und  Nachricliten. 

Geeignete  Mitteilungen  wird  der  Hernuf^^^el  or  atcts  mit  grOßtem  Danke  entgegen- 

neiniifu. 

1.  Akademien.   GeseUsohaften.  VereimgiingeiL  Versammlimgen. 

Berliner  MathematiBche  GeBellsohaft.  i^ifzatf;/  am  Mliitioch  den 
31.  Ohioin  r  1906.  Tagesordnung:  Kassenberlrlit  un  I  Ht  rirht  der  Kevisions- 
kommission.  —  Xtniwuhl  <i*'s  Vf»rstan«ies.  —  Meiüner,  F/inige  Bemerk iingen 
zu  Hen-n  Simons  Bericht  über  die  Entwicklung  der  Eiemeutargeometrie 
im  XIX.  Jahrhundert.  Hitzuttg  um  Miduoch,  dm  ^8.  Kotentla-  1906. 
Tagesordnung.    BescbluOfassung  über  die  Schaffung  einer  Bedaktions- 
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koiDniissioii.  Antrag  des  Hinn  F.  Ä[üller  brtrrffend  Veranstaltungen  zu 
Euleis  hundertstem  Geburtstage.  -  Fleck,  Über  eiuen  zaklentheoretischen 
Satz.  —  G  ü  n  T  s  (•  Ii  e ,  Hationale  Tetraeder. 

Mathematißclie  Sektion  der  Schlcsischen  Gesellschaft  für  vater- 
ländische Kultur.  Sitzung  mn  Dienstag,  dm  20.  2\i)vemb<r  1900.  Tages- 
ordnung: —  Vogtf  Windsebiefe  BanmT^rwaadtscliaAeii.  —  Kneser,  Be- 
mwlrang  Aber  das  isoperimetrische  Problem. 

Mathemutiäclie Gesellsohaft  in  Göttiiigcu.  1.  ^Sttzuny  am  30.  Okt.  1906. 
L.  Praadtl  berichtet  Aber  die  Konstituienuig  einer  Stndiengesellnshaft  für 
Motorlttftschüfalirt  in  Berlin  und  E.  Wieehert  Aber  den  gegenw&rfcigen 

Stand  des  Lult^chiffproblems.  —  J2.  SUzung  am  6.  Nov.  1906.  C.  H.  Müller 
trägt  vor  über  die  Anlange  der  mathematischen  Elastizitätstheorie.  —  S.Siizuvg 
ain  13.  Nor.  190t>.  V,  Ehrenfest  referiert  über  f\:i<  Tjolt/mannsche  .ff-Thoon^m 
und  zeigt  an  eiueiu  (  infachen  Beispiel,  daß  die  daijtvgeu  erhobenen  Einwände 
einen  inneren  Widerspruch  in  demselben  nicht  aufzeigen. 

Vers amm Inn g  von  Lehrern  der  Mathematik  an  schweizerischen 
Mittelßchulea.  Ani  20.  Oktober  d.  J.  fand  unter  dem  Vorsitz  von 
Professor  Fehr  eine  Versammlung  der  scbweizeri.schen  Lehrer  der  Mathe- 
matik in  Basel  statt.  Es  wurden  folgende  Vortrüge  gehalten:  Otti,  Über 
die  vierstelligen  Logarithmentafeln  und  die  Dezimalteilung  des  Winkels  im 
Mittelschttlunterrirbt:  —  Kollros,  Über  die  reine  Mathematik  und  die 
Approximation.  Ferner  fand  eine  Dehatte  über  die  im  mathematischen 
und  nuturwissensrbaftliehen  Unterricht  nöti<_'en  Reformen  statt.  —  Es  wurde 
beschlossen,  die  nüchste  Sitiunt:  im  Tlt-rbst  1907  in  Basel  abzuhalten, 
gleichzeitig  ^  mit  der  dann  in  Basel  tilgenden  Versammlung  Deutscher 
Pbilologen  und  Schulmftnner.  —  Professor  Pehr  wurde  als  Vorsitsender 
wiedergewfthlt. 

San  Francisco  Section  of  the  American  Mathematical  Society. 
Am  29.  September  d.  J.  fimd  in  der  Universität  von  Galifomien  die  10. 
ordentlicbe  Sitzung  der  San  Francisco  Sektion  unter  Vorsitz  von  Prof. 

R.  E.  Allardice  statt.  Die  wissenschaftliche  Tagesordnung  lautete: 
Allardice,  Additional  uotn  on  the  multiple  poiiils  of  unicursal  curves. 
—  Blichfei  dt.  A  theoif'in  t  (vicerninc:  the  Sylow  sub-groups  of  simple 
groups.  —  Ha^kell,  On  the  roll infatioii  group  belonging  to  triae.Ldes 
quadruply  in  perspective.  —  lioiKius,  Xho  eÖ'ect  of  viscositj  on  the 
propagation  of  free  vibrations  in  an  elastic  solid.  Manning,  On  tho 
Order  of  primitive  groups.  —  Moritz,  On  the  symbolio  representation  of 
quotiential  coefficients  of  the  second  order. 

Für  das  kommende  Jahr  wurde  Professor  Wilczvnski  zum  Vor- 
sitzenden  gewählt,  und  es  wurde  beschlossen,  die  nächste  Sitzung  am 
23.  Februar  11*07  in  der  Stanford  Universität  abzuhalten. 

British  Association  for  the  Advancement  of  Science.  Die 
TT).  .Tahrcsversammliiiig  der  Briti-h  Association  for  tho  AdvaTiceinent  of 
Science  fand  vom  'A.  bis  7.  August  d  J.  zu  York  in  England  statt.  Den 
Vorsitz  der  Abteilung  lür  Mathematik  und  Piiysik  führte  Griffiths. 
Von  mathematischem  Interesse  waren  folgende  Mitteilungw:  Henri ci, 
On  the  notation  and  use  of  veeton.  —  Hills  and  Larmor,  On  üie 
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irregulär  inotiou  of  the  eartli'B  pole.  —  Dixon,  Expansions  in  prodaeta 
of  oscUIatory  fimctioiis.  —  Hudson,  On  fhe  motion  of  a  parfciele  in  a 
cydone.  —  Ounningham,  On  bypereven  numbets.  —  Forsytli,  On  the 

Lagrange  equation.  —  Mac  Mahon,  Two  new  Symmetrie  funetions.  — 
Hilton,  Pinite  group;«.  —  Bromwich,  On  multiple  series.  —  Richard- 
son,  "NTnny  %'ahied  lunctious  of  rpal  variables.  —  Lodge,  On  methods  of 
Computing  Be^el  funetions  t'or  large  values  of  the  argument.  —  Betrtjtls 
der  nächsten  Jahresversammlungen  wurde  besehlossen,  1907  in  Leicester, 
1908  in  Dublin  «u  tagen  nnd  1909  mm  dritten  Male  Oanada  zu  beBuoben, 
wo  die  Sitaningen  in  Winnipeg  stattfinden  sollen. 


2.  Pröiääufgäbön  und  gekröutt)  Prölsschrüteu. 

(Vacat) 


3.  Hoduolmliiaolizioliteii. 

Bagrerinofae  Lehraoitapr&faDg  in  Mathematik  und  Physik,  Oktober 
1808.    Zum  ersten  Abschnitt  (Zwischenezamen)  hatten  sieh  94  Kandidaten 

angemeldet,  von  denen  aber  22  vor  und  wahrend  der  schriftlichen  Prüfung, 
die  29  Stunden  Klausurarbeit  beansprucht,  zurticktraten.  Von  den  72  ins 
mündliclie  Examen  Getretenen  erlancrten  3  die  Note  I,  die  Note  II,  29  di« 
Note  TIT.  5  bestanden  nicht.  -  Zur  zweiten  (Hchiuß  )  Prüfung  waren 
61  Kandidaten  gemeldet;  aber  1  war  vor  dem  Termin  gestorben;  8  waren 
zurfickgetreten,  soda0  anch  ihre  eingereichten  wiseenschafütchen  Arbeiten 
ungültig  geworden  sind,  5  wurden  sehon  wegen  ungenügender  Arbeit  surfick- 
gewiesen.  Die  übrig  gebliebenen  47  Kandidaten  erzielten  um  so  bessere 
Resultate:  7  die  Note  I,  28  eine  II,  10  eine  III,  2  bestanden  nicht.  Nur 
ein  Teil  der  45  Leliramtspraktikanten  kann  und  will  an  den  an  bayerischen 
Gymnasien  his  jetzt  eingeführten  Tnathcinatisch  -  pädagogischen  Senün;ii  ea 
Aulnahuie  Huden.  —  übrigens  ist  zu  bemerken,  daß  die  hier  autgeführten 
Zahlen  statistisch  insofern  etwas  zu  hoch  sind,  als  sie  auch  einige  wenige 
Kandidaten  aus  früheren  Jahrgängen  umfassen,  die  zur  Aufbesserung  ihrer 
Noten  das  Examen  wiederholt  haben. 

XTniTenität  Neapel.  Professor  P.  Del  Pezzo  (höhere  und  Differential- 
Qeometriel  und  Professor  D.  Montesano  (projektive  und  synthettsdhe 
Geometrie)  haben  ihre  Lehrstühle  ausgetauseht. 

Promotionen  anoterikaniseher  Hathematiker  in  ISuropA.  Wahrend 

der  letzten  sechs  Semester  fanden  folgende  Promotionen  amerikanischer 
Mathematiker  in  Ijiropa  statt:  T.  W.  Bradshaw  (Straßburg,  Ü'On,  Über 
die  Flürhetniicluigkeit  der  Elckiri/itHt  auf  unendlich  langen  Zylindern.  — 
J.  L.  Cuulidge  (Bonn,  JfM)l),  Tin-  dual  projective  geometry  of  elliptic 
aud  spherieal  spaee.  —  F.  J.  Dohmen  (Greifswald,  1904),  Darstellung 
der  Berühr ungstran.sformationen  in  Konnexkoordinaten.  —  D.  C.  Gillespie 
(Gottingen,  1906),  Anwendungen  des  Unabhängigkeitsatzes  auf  die  LOsung 
der  Differeutialgleifhung  der  Vai  iatiijusrechnung.  —  A.  L.  P.  Wernieke 
(Göttingen,  10*)  H,  Chor  die  Analysis  situs  mehrdimensionaler  Räume.  — • 
W.  D.  A.  Westfall  (Göttingen,  190Ö),  Zur  Theorie  der  Integralgleichungen. 
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4.  P<»r80Bftlnaeliiicliteii. 

■nieiiniiiicen«  AnniMriftliiwimen  luw.: 

Br.  J.  Adamosik,  o.  P^essor  für  daxstellende  Geomolne  und  Geodfisie 
an  der  Montamutisolieii  Hochschule  in  Prihram,  wurde  warn  o.  Professor 
der  GeodSsie  an  der  dentsehen  teehnisohen  Hochschule  in  Prag  er- 

naant. 

Professor  L.  Bianchi,  an  der  Universität  zu  Pisa,  wurde  sum,  Mitgliede 

d»!S  U.  Istituto  Veneto  ernannt. 
Professor  Dr,  W.  Fiedler  am  Eidgenössischen  Polytechnikum  in  Zürich, 

wurde  yon  der  Bajerisehsn  Akademie  der  Wissensdufteu  in  Mfindien 

sum  koirespondierendoi  lÜtgliede  gewShlt. 
Mgstr.  T.  Friesendorff,  ^vatdozent  an  der  Universität  St  Petersburg, 

wurde  zum  a.  o.  Professor  der  angowandten  Mathematik  am  elektro» 

technischen  Institut  Kaiser  Alexaii'lfr  TU.  zu  St.  Petersburg  ernannt. 
Professor  A.  S.  Gale  wurde  zum  Professor  der  Mathematik  an  der  liochester 

Universität  ernannt. 
Sir  David  Gill,  »^ojal  Astronomer"  in  Südafrika,  wird  sich  demnächst 

Ton  seiner  Stellung  zurückziehen. 
Professor  A.  G.  Greenhill  erhielt  Ton  der  Royal  Society  in  London  die 

Copley  -  Medaille, 

Dr.  W.  Kohl  rausch,  Privatdozent  au  der  Universität  Rostock,  wurde  zum 
Dozenten  tür  mathematische  Physik  am  Telegiaphen-Vwsuohsamt  in 

Berlin  ernannt. 

Dr.  W.  Philippe  Lagrula,  Astronom  der  Sternwarte  in  Lyon,  wurde  zum 
Dhrektor  der  Sternwarte  in  Quito  emiuint. 

Professor  Dr.  M.  Lerch  an  der  TJniTersitSt  zu  Freiburg  (Schweiz)  wurde 
als  Nachfolger  des  in  den  Ruhestand  getretenen  Professor  A.  Sucharda 
zum  o.  Professor  der  Mathematik  an  der  tsoheofaischen  Technischen  Hoch- 
schule in  Brünn  ernannt. 

Dr.  M.  J.  H.  Ogburn  wurde  zum  ao.  Professor  der  Mathematik  an  der 
Lehigh  Universität  ernannt. 

Dr.  T.  Oppolzer,  a.  o.  Professor  an  der  UniTemität  Innsbruck,  wurde  zum 
o.  Professor  der  Astronomie  daselbst  ernannt. 

Ph»fe88or  Dr.  M.  Planck  an  der  üniverdtSt  Berlin  wurde  zum  aus- 
wärtigen Mitgliede  der  schwedischea  Akademie  der  Wissensehaften  in 
Cpsala  g-pwählt. 

Profes.sor  E.  Segre.  an  der  Universität  ZU  Turin,  wurde  zum  Mitgliede  des 

Ii.  istituto  Veiieto  erjianut. 
Dr.  F.  Streintz,  a.  o.  Professor  au  der  Technischen  ilocliscLule  zu  Graz, 

wurde  zum  o.  Professor  daselbst  ernannt. 
Professor  Dr.  A.  Trowbridge  wurde  als  Professor  der  mathematischen 

riiy.sik  an  die  Universität  von  Princeton  berufen. 
Professor  Dr.  Vogel,  Direktor  des  Astrophysikalischen  Observatoriums  in 

Potsdam,   wurde   zum   korrespondierenden  Mitgliede  desr  Bayerischen 

Akademie  der  Wissenschaften  in  München  i,'ew!ihlt. 
Dr.  H.  de  Vries,  Professor  der  Mathematik  an  der  technischen  Hochsehule 

in  Delft  (Holland),  wird  zum  1.  Januar  1907  als  o.  Professor  der 

Mathematik  an  die  üniYersitftt  zu  Amsterdam  Übersiedeln. 
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Habiii  ta  tioa : 

Dr.  M.  Laue  hat  sicli  mit.  einer  Antrittsrede  übor  die  Entwicklung  der 
Elektrlzitätstheorie  nach  Maxwell  und  Hertz  au  der  UniverntiKt  Berlin 
als  Privatdosent  der  Physik  habilitiert. 
Gestorben: 

Dr.  Thomas  Haricison,  Professor  der  Mathematik  und  später  Kanzler  der 
üniversit&t  in  Nen-Braunschweig,  ist  am  18.  September  d.  J.  im  Alter 

von        Jahren  ffostorben. 
Professor  Dr.  Ludwig  Matthiesst  u  in  Rostock  ist  daselbst  am  14.  Ko- 
vember  190ti  im  Alter  von  7B  Jahren  gestorben. 


5.  Vermischtes. 

Steiner-G-edenktafeL  Nachdem  Prof.  Dr.  J.  H.  Graf-Bein,  wie  aus 
seiner  Publikation  „Beitrüge  zur  Bit^graphie  Jakob  Steiners,  Mifbilungen 
der  Naturforscher- Gesellschaft  Bern  1905"  hervorgeht,  das  Sierbehaus 
Jakob  Steiners  in  Bern  festgestellt  hat,  ist  vom  V ersthönerungsvereiu  dieser 
Stadt  am  Hause  Kramgasse  Nr.  38  eine  nett  ausgeführte  Gedenktafel  mit 
folgender  Inschrift  angebracht  worden:  diesem  Hause  starb  der  Mathe- 
matiker Jakob  Steiner  y.  ützenstorf.  —  Professor  imd  Mitglied  der 
Akademie  zu  Berlin.  —  Geb.  den  18.  März  1796.  —  Qest.  dm  1.  April  1863." 

Dieser  Akt  der  Pietät  gegen  den  großen  Forscher  sei  hier  lobend  erwfthnt. 

Jahrhundertfeier  der  Technisohen  Hochschulen  zu  Prag.  Am 

9.  Noverabor  d.  J.  bririntreii  die  dcutst  lic  und  die  tsehecMsche  Technische  Hoch- 
schule die  JaluhuiidrrttVitr  der  im  Jahrf»  1 80()  erfolijten  Gründung  der 
Prager  technischen  Hochschule.  Die  Gründung  der  tscluchischcn  Hochschule 
bezw.  ihre  Abzweigung  erfolgte  bekanntlich  im  Jahre  18C9. 


Literarisches. 
L  Notizen  and  Besprechangen. 

H.  Bturkhardtt  Entwieklimgen  naoh  oaiillierendeii  Funktioneik 

und  Integration  der  Differentialgleichungen  der  mathematischen. 

Physik,  Ticht,  er.^tat jet  der  Deut.s(?hen  Matheniatikpr- Vereinigung.  X.Band. 
II.  Hefl  .     ...  Lieferung.    [  S.  107:i  — 13Ü2.J    Leip/.ig  1906,  H.  G.  Teul.riMr. 

D;i^  vorliegende  Heft  brinp"t  zunächst  den  BeriHit  iilu  r  ili<'  Eiiifiiiuimg 
der  Muho  irn  der  fraazö.si.>clieu  mathematischen  Physik  in  England  bis  /um 
Auttreten  Lord  Kelvins,  also  bis  zu  dem  Punkte»  mit  welchem  dieser 
AssimilationsproKeß  als  abgeschlossen  gelten  kann.  Von  da  an  schien  mir 
die  bis  dabin  festgehaltene  synchronisliscbe  Behandlungsweise  nnsweckmftßig; 
ich  habe  daln  r  angefangen,  die  einzelnen  Zweige  der  niatbematlschen  Physik 
einzeln  zu  besprechen.  So  ist  im  vorliegenden  Heft  die  Lehre  von  der 
Würnv^f  itnng  >anit  ihren  pb>>ikalis(  hen  Anwendungen  bis  auf  die  Gegen- 
wart verfolgt  und  eine  entsprechende  Belnuidlung  der  Lehre  von  der 
ElektrizitütöleituiJg  begonnen,  soweit  sie  von  der  allgemeineu  elektro- 
magnetischen l*heorie  losgelöst  werden  kann.  Das  nScbste  Heft  soll  dann 
diese  zu  Ende  fähren  und  in  entsprechender  Weise  die  Probleme  der  Hjdro- 
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dynamik  und  der  ElastizitUt  behandeln,  ein  folgendes  Optik  und  Elektro- 
uiagTietismus,  da«  letste  die  abetrakt  matkematiseheii  Formulieranges. 
Zürich.  IL  Bubxhabdt. 

SngUsohe  Auigabe  von  Xoenigabergevs  Helmholta -Biographie» 

Von  der  großen  dreibündigen  Helmbolis-Biographie,  die  Koenigsbergor  tot 
einigen  .Talirfn  im  Yerliipe  von  Vit^wpp  tmd  Sohn  in  Brauii schweig  lioraus- 
gegeben  hat,  ist  fnic  englische  Ausgabe  erseliiem  ii.  Der  Toxt  ist  nur  gan^ 
unwesentlicli  gekürzt  worden;  die  Überset/ung  liat  Francis  A.  Welby  be- 
sorgt. Der  englischen  Ausgabe,  die  im  Verlage  der  Clareudou  Press  zu 
Oxford  erschien,  ist  eine  Vorrede  aus  der  Feder  Lord  Kelvins  beigegeben, 
in  der  auf  die  vielen  Verdienste  hingewiesen  wird,  die  Hdmholtiz  auf  dem 
Gebiete  der  biologischen  und  mathematisch-phjsäalischen  Wissenschaften 
sich  erworim  hat. 

Leon,  Dr.  Alfons,  Assistent  an  der  k.  k.  Technischen  Hochschule  in 
Wien,  Proseminaraufgaben  aus  der  Elastizit&tBtheoxie.  Mit  12  Textr 
figuren.         S.  H»^.    Wion  1906.  Karl  Fromme. 

Das  vorliegende  Bündchen  enthält  eine  Folge  von  sechs  kloinen  Studien, 
welche  in  das  Gebiet  der  Elasli/.itütstheorie  gehören  und  zu  ihrem  Studium 
\ind  zu  ihrer  Übung  anregen  sollen.  —  In  der  ersten  Aufgabe  werden  die 
Spannungen  und  Fonnandemugen  einer  Gattung  toh  gleichm&Big  sich 
drehenden  Botaüonskörpera  untersucht,  deren  Heridianschnitt  eine  Kurve 
vierter  Ordnung  ist,  welche  aber  in  besonderen  Fällen  in  eine  Ellipse  und  in 
eine  Gerade  übergehen  kann.  Die  übrigen  Aufgaben  behandeln:  „Spannungen 
und  Formänderungen  einer  um  eine  ihrer  Arlisen  rotierenden  elliptisHien 
Scheibe'",  „Spannungen  und  Formänderungen  einer  rotierenden  Kreisseheibe'', 
„Über  das  Gleichgewicht  einer  Kegelscheibe,  wenn  die  Temperatur  eine 
Funktion  des  Radius  ist'\  „Über  das  elastiwlie  Gleidigewicht  einer  Kreis- 
seheibe, in  welcher  die  Temperatur  in  besonderer  Weise  von  swei  Ver- 
änderlichen abhängt*^  nnd  „Über  das  elastische  Gleichgewicht  «ner  rotiereodeu 
rechteckigen  Platte". 

Iieon^  Dr.  Alfons,  Assistent  an  der  k.  k.  Technisdien  Hochschule  in 
Wien,  Spannungen  und  Formänderungen  ^er  um  einen  ihrer  Durch- 
messer gleichmäßig  sich  drehenden  Kreisscbeibe.   Mit  5  Textfiguren.    33  & 

8*     Wien  tO<»G.  Karl  Fromme. 

Die  vorliegende  Studie  brantwurtet  die  Frage  nach  dem  ela'^tisehen 
Gleichgewicht  einer  um  einen  ihrer  Durchines^er  gleiclimiiüig  sich  drehenden 
Kreisscheibe.  Die  Formeln  für  die  Spannungen  und  Formänderungen  werden 
explizit  angegeben,  und  im  Ansdilusse  an  die  mathematische  Ableitung  sind 
Zahlenbeispiele  und  Abbildungen  zn  finden. 

Bwald  Horn,  Versotolinls  dar  an  den  höheren  Iiohranatalten 
Fronfiena  eingefUlirteii  Scihnlbüeher.  Im  amtlichen  Auftrage  heraus- 
gegeben. Zweite  Ausgabe.  [IV  u.  116  S].  gr.  8.  B.G.Teubner,  Leipzig  1906. 

Die  erste  Ausgabe  des  im  amtlichen  Auftrage  herausgegebenen  Ver- 
zeichnisses der  an  den  höheren  Tiehranstalten  Preußens  eingeführten  Sebul- 
biir-ber  erschien  im  Jahre  ütOl.  Die  vorliegeTcle  /.weite  Ausgubc  ist  nach 
denselben  Grundsätzen  boHilh  itet  worden,  nur  «ind  den  Titeln  laiiff^de 
Nummern  beigegeben  worden,  die  eine  rasche  Übersicht  und  Verweisung 


Digitized  by  Google 


598 


LitenudaehoB. 


erleichtern.  —  In  XVIII  werden  die  maLheuiatischen  Lehr-  und  Übung6l)ücher 
nebst  den  Logantidmentafeln  aufgezählt,  die  gegenwärtig  in  Prcußuu  auf 
höheren  Schulen  eingefühlt  sind;  sie  nmfiissen  die  Nummem  768 — 864 
(Lehr-  und  Übungsbfloher)  nnd  865 — 882  (Logarithmen).   Am  SchlnB  findet 

sich  eine  Übersicht  flber  die  einzelneii  Ptovinzen.  Daß  das  Verzeichnis 
und  die  Übersicht  einen  sehr  willkonmieneu  und  interessanten  Einblick  in 
den  ünterrichtsbetrieb  gewiihrt.  bedarf  keiner  bosvondcron  Ansführnii'.:,  'ind 
so  wird  die  mühevolle  Arbeit  des  Verfassers,  des  bekannten  Vurstehers  der 
königlichen  Auskunftstellc  fOr  Schulbücher  des  höheren  Unterrichtswesens 
in  Berlin,  auch  außerhalb  des  Kreises  der  Sdinle  und  der  SehulTerwaltung 
Beachtung  ünden. 

Elementaro  kosmisohe  Betrsohtungen  nbor  das  Sonnensystem 
nnd  Widerlegung  der  von  Kant  und  La  place  aufgestellten  Hypothesen 
über  dessen  Entwickelungsgeschichte.  Einige  Vorträge  von  Professor 
Dr.  Gustav  Holzmttller.  Mit  8  Figuren  im  Text  [VI  u.  98  S.]  8. 
B.  0.  Teubner,  Leipzig  1906. 

Den  Inhalt  mehrerer  Vorträge,  die  ich  in  einigen  Vereinen  deutsdier 
Ingenieure  und  im  naturwissenscbaftlicheu  Vereine  zu  Ejrefeld  gehalten  habe, 

Ic-iie  ich  hiermit  eintm  orfißeren  Lpserkreise  vor.  Größere  mathcroatiscbe 
Vorki-nntnisse  sind  nicht  unbediüL't  ^  rtordevlifli.  wohl  nber  ist  einige  t'hnng 
auf  dem  (lebiete  der  Gymnnsinlmatliftiiai ik  tTwünscht .  •  -  Zunächst  versuche 
ich  die  di'ei  Keplprschen  (J>'seize  der  i'lanetenbevveguug  chigclK mi  zu  orliiufern 
und  das  Newtoiiscbe  Gesetz  als  die  Ursache  der  elliptischen  Uahnlbrm  hiu- 
zuBtellen.  Fßr  den  Fall  der  Kreisbahn  wird  vorlttnfig  das  dritte  Keplersche 
Gesetz  bewiesen  und  mit  seiner  Hilfe  die  Sonnenmasse  als  das  etwa 
355  000  fache  der  Erdmasse  berechnet.  —  Unter  dem  Binkörperproblem 
verstehe  ich  die  Bewegunjf  eines  Weltkörpers,  der  dem  Newtonsoheu  Gesetze 
entsprechend  nach  einem  festen  Haumpimkte  ijezofren  wird.  Zunüchst 
wird  der  Fall  (b  r  f.'eradlinigen  Bewegun;,,'  einjL^^'ii  iid  behandelt.  Daran  wird 
sofort  die  von  Kobert  Mayer  gelehrte  Wärraeunisetzung  erläutert,  die  beim 
Aufprall  von  Meteorsteinen  Erfolgt,  au(^  die  von  Helroholtz  erdachte  Um- 
setzung der  Gravitationsarbeit  in  Wftrme.  Die  Berechnung  des  Wärmeror* 
rates  der  Sonne  wird  durchgeführt.  —  An  dieses  interessante  Übungsbeis>pie1 
schließt  sich  die  allgemeine  Behandlung  des  Einkörperproblems  an.  Elementar 
will]  be\viesen.  wie  die  Bewegung  auf  Kegelschnitt »■  fülirt,  in  deren  einem 
lircnnpunkte  sich  das  nnzinoende  Zentinim  belindef.  l);is  Prinzip  von  der 
Erhaltung  der  Arbeit  wird  dal)ei  ionnuliert.    Schließlich,  wird  für  die  l^m- 

laufszeit  die  Formel  <  =  abgeleitetet,  wo  a  die  IBngere  Halbachse 

der  Ellipse  und  g  die  Anziehungsbeschleunigung  im  Perihel  ist.  Durch 
Division  für  zwei  Fälle  folgt  das  dritte  Keplersclie  Gesetz  ganz  allgemein.  - 
Daran  .schließt  sich  die  Behandlung  des  Zweikörperprobleras,  wobei  das 
Sehwerpunktsprinzip  zur  Erläutorunir  koTüint  Tm  Interesse  dt  s  Dreikörper- 
probl<^ms  wird  »nn  Satz  über  die  St  -  rungstiiforie  eingesebnitet  und  mit  seiner 
Hille  das  Problem  der  Ebbe  in;d  Flut  behandelt  und  auf  die  Berechnung 
der  Hondma^  angewandt.  Das  Dreikürperproblem  selbst  wird  mit  den 
drei  Prinzipen  erläutert,  auch  flber  das  M-Körperproblem  das  Wichtigste  ge- 
sagt.  —  Darauf  folgt  die  Darstellung  des  jetzigen  Zustandes  der  Sonne 
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nach  den  ntufston  Forschungen  beobachtender  un  1  t  'hnender  Art.  Den 
Absehluü  bilden  die  Hypothesen  von  Kant  und  Laplocc  fihor  dip  Ent- 
wickchintrstjpschichtp  dfs  Sonnonsystoms,  die  v'uior  oingebenden  Kritik  unter- 
worten  und  als  un  wissenschaftliche  Phaulüsien  abgelehnt  werden.  Die 
Auswahl  alles  dessen,  was  vorher  dargestellt  wurde,  war  nur  in  der  Absicht 
erfolgt,  diese  Kritik  ermöglicheiL  Scfalußbemerkunf^en  naturwisBenschaft- 
licher  und  phUoBopbiscber  Art  Tollraden  das  Qanze.  Ifilge  es  dem  Leser- 
kreise einige  Anregung  gewähren,  den  LehrerkreisLii  aber  zeigen,  wie  die 
Elementai'kenntnLsse  die  Behandlung  des  Gegenstandes  in  der  Sch\ile  firmrigliehen. 
Eine  mit  höheren  Hilfi^mitteln  arbeitende  Widerlegung  der  Kant-Laplaceschen 
Theorien  behalt o  ich  mir  vor. 

Hagen  i.  W.  Gustav  Holümül,leu. 

Mathematische  Annalen.  Die  verfTfiffenen  Bände  8,  4  —  7,  31 — 33 
und  50 — 53  sind  vom  Vrilau''  aut"  dem  Weg»?  des  anustatischen  Xeudruckttö 
wieder  ergänzt  worden  uml  durch  alle  Buchliaudlungen  zu  beziehen. 

fiedaktiousw^eohsel  der  Annaien  der  Physik.  An  Stelle  des  ver- 
storbenen Professor  Dr.  Paul  Drude,  der  die  letaten  Jahre  die  Redaktion 
der  Aimalen  dw  Phyiik  (Verlag  von  Job.  Axnlnponiis  Barth  in  Leipzig)  in 
Httnden  hatte,  hat  Herr  Profeesor  Dr.  W.  Wien  in  WOixburg  als  Haupt- 
redaktenr  die  Leitung  dieser  Zeitsohrift  fibemommen. 


2.  Bftcherschaa. 

Adlery  A«^  Theorie  der  geometrischen  Kouatruktionen.    Mit  177  Figuren.  VJli^ 

801  8.  Leipzig  1906.   M  9.—. 
Barnes 9  E.  W*9  Asymptotie  espansion  of  integral  fiinotioas  defined  by  T^lor*« 

Berie«    6  s. 

Bendt,  Fr.,  Gruudzüge  der  Differential-  und  Integralrechnung,    a.  verb.  Aut  tage. 

Mit  Z'J  in  den  Text  gedruckten  Abbildungen.  XYI,  268  S.  Leipzig  1906.      8.— . 
Bernstein^  B.^  Le«  eourbes  du  troinfeme  degr^.  ThNe.  Besanfon  1906. 
Blnschke,  E.,  Vorlesungen  über  mathemstiadie  Statistik.   Mit  17  Teatfiguten  u. 

5  Tafeln.    VTTI.  2fiR  S.    Leipzig  1906.    JT  7.40. 
Borelius,  J«,  Zur  Theoi-ie  der  Filarevoluteu  und  Parallelkureii  ebener  und  sphärischer 

Karveo.  Diueriation.  Lmid  1906,  1  Cr  AO  0re. 
Bnrkbardt)  H.,  Funktioueutheoretische  Torlesungen.  2.  Ud.  Elliptische  Funktionen. 

2,  durchgesehene  nnd  verbesserte  Auflage.  XVI,  874  S.  m.  Fig.  Leipxig  1906. 

JC  11.—. 

Blirklen,  0.  Th.,  Aufgabensammlung  znr  analytischen  Geometrie  des  Raames. 

Mit  8  Figuren.   98  S.   Lupsig  1906.   Jt  0.80. 
Cxabei ,  E«,  Vorlesungen  über  Differential-  und  Integraln^chminp     IT  Baud. 

2. sorgfaltijr  durchj^esebenp  .\nflapo.  VIII,  632 S  m.  H7  Fig.  L.  ipzig  lyoij.  Jil2.  —  . 
Drude,  P,,  Lehrliuch  der  Optik.   2.,  erweiterte  Autlage.   Mit  iiO  Abbildungen 

XVI,  688  S.   Leipzig  1906.   JC  1«.~. 
Durege,  Ii.,  Elemente  der  Theorie  der  Funktionen  einer  koui|ilcxen  veränderlichen 

Gtöüp.    In  5.  Auflage  nen  bearbeitet  von  L.  Maurer.   X,  898  8.  m.  41  Fig. 

Leipzig  1U06.    Jl  9.—. 
Eggeuberger y  J.,  Beiträge  zur  Oarstelluug  des  BemoDllischen  Theorems  der 
Gammafonktion  nnd  des  Laplacesohen  Integrals,  t.  Auflage.  79  8.  Jena  1906. 

J(.  2.50. 

Flelds,  .Y.  <'h.,  Theury  of  the  algebraic  fnnetione  of  a  complex  variable.   186  8. 

Upsaia  iyi>6.    JC  12.—. 
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Fn<']is,  L.,  Gesammelte  mathematische  Wnk  Horausj^egeben  von  Rieh.  Fu' hs 
und  L.  SchlGRingcr.  2.  Rfl  Abhandlungen  187& — 1887.  Redigiert  von  L. 
Schleaiug»'!-.    X,  487  S.    Berlin  iy()6.  «€30.—. 

Oepp)  H.9  Über  InTenionBannimeD.   Diueri   40  8.   OieBen  1906. 

^yger,  E.^  Lehrbuch  d^r  daretellendon  rieometrie,  für  den  Gebrauch  an  technischen 
HochHchnl'-n.  mittleren  gewerMii-li»-»  Lehranstalten,  Kunstgewerbeschtilen,  Fort- 
bildungsbchulen  usw.  und  für  das  Selbststudiiun.   XVillf  321  S.   Leipzig  1906. 

Iforbaner,  K,,  Die  praktische  Geometrie  (Feldmefikansl;).  Mit  186  Zeichoongea 

T;!ir!  5  Tafeln.    IV,  iHr.  S     Wien  inon.  4.50. 
.Heiupel)  J.j  Schattt'nkonstniktioncn   lür  don   üebraucii   an  fJau^werkschulen, 

Gewerbeschulen  und  iihnlicbeu  LehrauHtalten  sowie  xum  Sulbatuntemcht.  Mit 

61  Teztflg.  n,  SO  Taf.  pnktiacher  Beiapiele  in  Liehtdiuek.  lY,  60  S.  qaer  Folio. 

Leipzig  1006.   Ji  6.—. 
•Herrin an n,  O.,  Die  graphische  Theorie  der  Turbinf^n  und  Kreiselpumpen.  3.  Aufl. 

Mit  58  Abbildungen  und  7  lithographierten  Tatelu.    VII,  218  S.    Berlin  1906. 
8 .  — ~. 

Hem,  K.,  Lehrbuch  der  Mechanik.    Kinematik.    Mit  einer  Einleitung  in  die 

elementare  Vektorrechmmfr.  Mit  91  Textfi'4:uren.  XVI,  T.V^  S.  Leipzig \'.m.  .<r  8.-^. 
r]Iol7:miiII<-r.  O.,  Klementar^"  kosmibcho  IJctriichtungeu  über  da«  Sonnensystem 
und  Widdflegung  der  von  Kaut  und  Luplaci;  aulgestellten  Ujpotheaeu  über 
dessen  Entwicklungftgeaohiclite.  £inige  Yorfacftge.  VI,  98  S.  m.  8  Fig. 
Leipiig  1906.   .41:  1.80. 


3.  Zoitseluifteiiselian. 

>(Von  dem  Inhalt  der  Zeitschriften  werden  nur  die  AufbUse  erwShnt^  welche  dem 
Gebiete  der  mathematischen  Wissenschaften  angehören.) 

€vm^Uti  rendns  hebdomadulres  de»  söances  de  l'Aead^mle  des  ieleBeefl« 

Tome  142.  [1  Janvicr  —  U  Mai  l'.uw,.] 
0.  Gnichurd,  Snr  la  defbrniation  iles  quadriques.  —  Auric,  Theoreme  .'^nr  les 
i'unctions  eutiereö.  —  M.  Lerch,  8ur  le»  theor^mes  de  Svlvester  concemaut  le 
qaotient  de  Fermat.  —  J.  Hadamard,  Sur  les  traasfoimations  planes.  —  W. 
8teklo V,  Sur  ]c  ulouvementnonstationnaire  d'aueltipsoido  de  revolution  ciui  ne  change 
pfts  sa  figure  pendnnt  le  mouvonTont  -  Kdraond  Seux,  Sur  la  etalnlit^  des  at'n-o- 
planes  et  la  coubtructlou  nitionneile  des  plaus  susteutateuxa.  —  Bouquet  de  la 
Orye,  Snr  VatternAsage  des  aeroplanes.  —  Mascart»  Sar  les  zayons  N.  —  E. 
Goursiit,  Sur  les  integrales  infiniment  voisines  des  ^nations  aux  d^v^es 
partielles.  —  E.  Merlin,  Sur  uno  faraillo  de  rt^seaux  conjugnes  ii  une  niC-me 
congrncnrr»  G  Zeraplen,  Sur  rinipossibilite  des  nndpg  de  c!ior  ntgatif  dar« 
les  ga/..  —  A.  Krebs,  Cunditionb  d'utublissemout  et  d'applicaUua  d  un  auiorti»ücur 
progiessif  a  la  Suspension  des  vilhicules  sur  lonte.  A.  Korn^  Sur  an  th<Sor&me 
relatif  aax  derivees  secondes  du  potcntid  d^un  voinme  attirant      ^  ruichard, 

Sur  '  fTtain«  fjysttjmcH  de  ccrclea  et  dt-  sidiere«  qni  kp  y)r«5sentent  dans  lu  dt-forma^ion 
des  quadri<|ues.  —  (iambier,  Sur  les  equations  dilferentielles  du  aecond  ordre 
dont  i'intep-ale  generale  est  uniforme.  —  P.  Dnhem,  Sur  les  quasi-ondes  de  cboc 
et  la  distributioo  des  temp^ratnres  en  ces  quasi-ondes.  —  E.  Holmgrun,  Snr  un 

probl«  rnc  <1ii  riilcnl  de.s  variationa.  -  A.  Korn,  Solution  «generale  du  probleme 
d't'quiiibrr  uiuib  la  thcorie  de  l'elasticite,  duns  Ic  cas  oü  les  ib'plareniej^t';  des  point«' 
do  la  Hurfuce  aont  doum h.  —  V.  Helbronner,  Sur  quelques  rcHultuts  de  la 
tnangulation  du  niassif  Pelvoiix-Kcrins.  —  P.  Dubem,  Quelques  lemmes  relatifii 
ans.  quasi-ondes  de  clio< .  —  E.  Maillct,  Sur  les  fonctionc^  entieres.  —  L.  Remj, 
Sur  un  lio-^^;-  II  hvpi'relli)  t iqiKv  —  A.  1» oulu  ii^e  r ,  Kxtinction  de  lOnde  solitaire 
propugt'e  le  long  d  un  tubc  horii^uutal.  —  Hütt,  Dettjrminatiün  simulianee  de  deux 
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pointfi  au  moyen  des  conatructions  graphiques  a  grande  dchelle.  —  J.  Bonsflineaq, 
PropaKation  da  movvement  atttonr  d*iin  centre  dans  un  miliea  ^lastique  homogftne 

ei  isotrope  1)  Etüde  de  ronde  corrdlative  aux  variations  de  densite.  —  P.  Duhem, 
Sur  une  in^>;alite  importante  datin  I'etude  des  quasi-onde:»  docboc.  —  P.  Boutroux, 
Sur  rinde terminatioD  d  une  fonction  au  voisinnge  d'une  singulahte  traascendaute.  — 
L.  Fej^r,  Stur la e^rie  de  Fourier. — H.  Dnlac,  lutegrales  d'ane  equation diffezentielle 
dans  le  voisinage  d'an  point  dicritiqaa.  —  P.  Fatou,  Sur  rapplicatloti  ilo  TAnalyse 
<1p  T.njpnne  Dirichlet  aux  formes  qnadratiques  ä  coefßcients  et  ä  indt'terraine'es 
coujuguees.  —  Tb.  Banachiewi tz,  Sur  un  cas  particulier  du  probl^me  des  n 
c<nrpB.  —  L.  Fredey,  Sur  la  signification  oxacte  du  principe  de  Carnot,  —  A.  Korn, 

Sur  lefl  WboraÜOiia  d*iin  coipt  ^laetiqne  dont  1»  iiirfiMse  est  en  repos.  —  tvar 
Fredholm,  Sur  la  th^orie  des  spectree.  —  O.  Hnmbert,  Sur  qaelqnae  oona^uenoea 

arithmt'tiqups  de  la  tlu'orie  des  fonction- abi'lienneB. — .T.  Rotissineaq,  Propa<:;^ation 
du  mouvetnont  autour  d"un  centre  dans  un  milioti  ^lastique  bomogeue  et  i-?otropo 
2)  Etüde  de  l'onde  produite  sans  changements  de  densite.  —  B.  Bailiaud  et 
E.  Mathias,  Sur  la  earte  magnetiqne  des  Hos  Britanniqaes.  —  L.  Bianclii, 
Sur  la  ddtbmiatiou  des  qQa<lriquee.  —  S.  Bernstein,  Sur  lea  singolarit^B  des 
Solutions  des  equations  aux  derivees  parfiellcs  du  type  elliptiquc  —  T.  Ron^'^ineaq, 
Propagation  du  mouvement  autoor  d'un  centro  dans  un  milieu  ela«tique  liomogene 
«t  isotrope  3)  Caract^s  de  Tonde  totale.  —  P.  Duhem,  Sur  les  quasi-onde«  de 
choc  an  sein  des  fluides  manTais  oondneteura  de  la  chaleur.  —  Y.  Volterra, 
Sur  lt'8  fonctioiis  qiii  d<'pendent  d'autres  foiictions.  —  J.  Juhel-R^noy,  Sur  les 
ai'fixes  des  racines  d  un  polynome  de  degrt'  n  et  du  polynome  d6riv6.  —  T  f^oggio, 
^ouvelle  rtfsolution  du  probleme  de  Tinduction  magnetique  pour  une  sphere 
isotrope.  —  P.  Duhem,  Sur  les  quad-ondes  de  eboc  an  seis  d^iiii  fluide  bon 
conducteur  de  la  ehaleur.  —  G.  Tarry,  Sur  un  carrö  magtqne.  —  R.  Goursat, 
Sur  la  theorie  de«i  caractoriMtiquom.  —  Ij.  Zorfttti,  Sur  les  enssen^Hlr-s  discontinus.  — 
P.  Fatou,  Sur  le  deveioppemeut  en  serie  trigonometrique  des  loactious  nun  int^- 
grables.  —  L.  Eemy,  Sur  les  surfacee  bypurelliptiques  deßnies  par  le«  fonctions 
intermddiaires  singulitees.  —  P.  BL  Sehoute,  La  rädnetioii  analytique  d'un  systtoe 
queloonque  de  Torces  dans  un  espace  ä  n  dimensiona.  —  E.  Maillct,  Pur  les 
fonctions  bypertrauaceudantes.  —  K.  Picard,  Sur  quelques  problemes  dt  l'livsique 
matbematique  qui  se  rattacbcnt  ä  l'equation  de  Fredhoim.  —  G.  Bigourdan,  Sur 
un  moyen  de  contrftler  un  syst^e  d^horloges  i^nchronis^  €l«etrlquement.  — 
J.  Ciairin.  Sur  les  transformations  de  syatemes  dV-quations  aux  d^vees  partielles 
du  second  ordre.  -  E.  I'aLry.  Couil ■(■,-;  ul<^'.'briques  .i  torsion  cons'tantc.  —  H. 
Tab  er,  Sur  le«  groupes  rtductibles  de  translomiations  lineaires  et  homogenes.  — 
O.  Lery,  Sur  T^quation  de  Laplace  ä  deuz  variables.  —  C.  Guichard,  Sur  les 
wA4Mb  doublement  infinies  de  points  d'une  quadrique  de  raspaoe  qtiatre 
dimensions  applicables  sur  un  plan.  —  M  d'Ocagne,  Sur  un  th^oreme  de  J.  Clark. 
—  A.  Bubi,  Sur  la  g('n*'rn!iVntiün  des  serie«  trij^onoin^trique«.  —  L.  Schlesinger, 
Sur  certain88  seriea  asyiuptotiques.  —  Jouguet,  Sur  TacceltSration  des  oudes  de 
choc  spbe'riques.  —  A.  Blondel,  Application  du  principe  de  la  superpoeition  & 
la  transmissiou  des  courants  alternatifs  sur  une  longue  ligne.  —  E.  liuyou,  Sur 
\in  otfot  siiii^ailier  du  frottcrnent.  —  V.  ^'I.  iUe  et  .1  Inoiiville,  Influonce  de» 
viteu^es  sur  la  loi  de  detonnation  des  uititaux.  —  üatou  de  la  Goupilli^re, 
Cemfaras  de  gravitä  de  syst^mes  discontinu«. 

4.  Kataloge. 

Carlo  Clausen,  (Maud  Bink),  Torino.   Catalogo  antiquario  Nr.  128.  Matematioa, 

Astrouoruia,  Fisica. 

OnattT  Fock,  Leipzig,  Schlofigasee  7/».    Antiquariats -Tetseichms  Nr.  89$. 
Mathematik  und  Physik. 
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A»  Hermann,  Paris,  Rnc  de  la  Sorbonne  6.   Catalogrue  d'onviage«,  mteioires  «t 

colleciiona  sur  la  physique.  XXIX«  &nnäe,  1906,  Nr.  87. 
FsrAteud  Solllliiln^h,  OmabrOck.   Lagorkatalog  Nr.  77.  KatarwiuenachalWB 

(.  .  .  Astronomie,  Mathematik,  .  .  .). 
Henry  Sof heran  and  Co.,  London,  140,  Strand.  W.  C.  Bibliothooa  ohemioo- 

mathematica.    Part.  I.  (Nr.  666). 
B.  (]^,  Teabner,  Leipzig.    Mitteilungen.    39.  Jahrgang.  Nr.  2^ 

5.  Bttl  der  Redaktion  eingegangene  Schriften. 

[Titel,  Preis  mvr.  der  oinpesandten  Schriften  worden  hier  n  L'.^lmußin-  veröffentlicht. 
Besprechungen  '_rp'  i:rneter  liürher  bleil'"^n  vorbehalten.    Euic  Kücks^dnng  der 

euigegang^enen  Schritte u  kann  nicht  erfolgen.] 

U.  Andoyer^  Goars  d'astronomie.    Premiere  partie.    Astronomie  th^hque.  A. 

Hermann,  Paai  1806.   Fros.  9.—-. 
F*  Bendt,  OrandsÜge  der  Differential-  und  Integralrechnnng.    3.,  TerbeMwrte 

Auflage.    Mit       in  den  Text  gednickten  AbbUdnngoa.    XVI,  M8  &  8*. 

J.  J.  Weber,  Leipzig  l'.Kii".. 

A.  Börscliy  Lutabwoichuugün.  Heftin.  Astronomisch-geodätisches  Netz  L  Ordnung 
nftzdUch  der  europäis^en  Lilngengradmemmg  in  68  Chrad  Breite.  Hit  einer 
lithographierten  Tafel.  [Yeröffentlichung  des  Königl.  Preußischen  Oeodätiechen 
Institutes.    Neue  Folge  Nr.  28  ]  VT,  164  S.    4^    F.  Stankiewicz,  Berlin  lOOG. 

UV.  V«  Dyck,  Die  naturwissenschattlicbe  Hochschulausbildung.  K.  Kräpelin, 
NatmwiBteiMchaftlicb-technische  Mneeen.  Otto  9*  Witt,  NatorwisaenschafUich- 
teohnische  Aniatellnngen.  (In  Band  I,  1  der  „Kultur  der  Gegenwart**, 
hcrnnsgegeben  von  Paul  H  nneber«^'.    Vcrla<f  von  R.  (5.  Teubner,  Leipzig  H)06). 

Frau/  Fiu'lis,  Beiträge  zur  Theorie  der  elektrischen  Schwingungen  eines  leitenden 
Kotationseliipsoids.    Dissertation,  München  1906. 
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